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COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES 


LEFSGHETZ  (Salomon).  —  Mémoire   sir   certains  nombres  invariants 

QUI   SE  PRÉSENTENT  DANS   LA  THÉORIE   DE8  MULTIPLICITÉS  ALGÉBRIQUES  ( i  ). 

On  sait  que  divers  nombres  invariants  se  présentent  dans  la 
théorie  des  multiplicités  algébriques.  Leur  détermination  effective 
présente  souvent   de  grandes  difficultés.  C'est  à  la  recherche  des 

plus  importants  de  ees  nombres,  dont  quelques-uns  sont  envisagés 
sous  un  point  de  vue  nouveau,  que  se  rapporte  le  Mémoire  envoyé 
par  Mi  Salomon  Lefschetz,  professeur  à  l'Université  de  Kansas. 
Un  de  ces  nombres,  désigné  par  p,  s'est  présenté  à  M.  Picard 
dans  l'étude  des  intégrales  de  différentielles  totales  de.  troisième 
espèce.  M.  Severi  a  ensuite  indiqué  une  signification  géométrique 
de  ce  nombre,  en  montrant  que  sur  une  surface  algébrique  on 
peut  toujours  fixer  un  nombre  p  de  courbes  algébriques,  algébri- 
quement indépendantes,  telles  que  toute  autre  courbe  tracée  sur  la 
surface  dépende  algébriquement  des  premières.  M.  Severi  pose 
ensuite  la  notion  de  bases  mini  ma;  le  nombre  de  ces  bases 
est  g -h  a- — i,  <r  étant  un  nouvel  invariant.  Ces  nombres  jouent 
un  rôle  important  dans  le  travail  de  M.  Lefschetz. 

(')  Ce  Mémoire  a  obtenu  en  1919  le  prix  Bordin.  L'analyse  qu'on  va  lire  cons- 
titue le  rapport  fait  à  ce  sujet  par  M.  Emile  Picard  (voir  Comptes  rendus,  t.  169 
séance  du  22  décembre  1 9 1 9 ,  p.   1200-1202). 
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Dans  une  première  partie,  l'auteur  démontre  quelques  proposi- 
tions générales.  Une  d'elles  concerne  le  nombre  p.  La  surface  algé- 
brique étant,  considérée  comme  une  multiplicité  réelle,  les  courbes 
algébriques  tracées  sur  elle  forment  des  cycles  à  deux  dimensions. 
Or  il  se  trouve  que  le  nombre  de  tels  cycles  indépendants  est  pré- 
cisément égal  à  p.  Les  périodes  d'une  intégrale  double  de  pre- 
mière espèce  par  rapport  à  ces  cycles  sont  évidemment  nulles,  et 
l'on  peut  établir  que,  inversement,  tout  cycle  ayant  cette  propriété 
est  lié  aux  précédents  par  une  homologie.  Incidemment  une 
question  se  pose  :  peut-il  exister  pour  une  surface  une  intégrale 
double  de  première  espèce  dont  toutes  les  périodes  seraient  nulles  ? 
la  question  reste  sans  réponse. 

M.  Lefschetz  développe  ensuite  quelques  considérations  sur  la 
notion  de  coefficient  de  torsion,  introduite  par  Poincaré,  dans 
YAnqlysis  si  tus,  et  sur  les  invariants  qui  peuvent  s'en  déduire, 
puis  il  applique  les  résultats 'généraux  de  cette  première  partie  à 
quelques  cas  particuliers,  dont  le  plus  intéressant  est  le  plan 
double.  Des  circonstances  très  variées,  relativement  à  a,  p  et 
autres  invariants,  peuvent  se  présenter  suivant  la  courbe  de  rami- 
fication. 

Il  a  été  question  seulement  jusqu'ici  de  fonctions  algébriques  de 
deux  variables  indépendantes.  La  première  partie  se  termine  par 
l'étude  des  questions  analogues  dans  le  cas  d'un  plus  grand  nombre 
de  variables  indépendantes.  11  y  a  à  considérer  alors  une  suite 
d'invariants.  Des  recherches  avaient  déjà  été  faites  dans  cette  voie, 
notamment  par  l'auteur  lui-même.  Certaines  parties  de  la  théorie 
se  généralisent  facilement;  pour  d'autres,  le  nombre  des  variables 
indépendantes,  par  exemple,  leur  parité  joue  un  rôle.  Indiquons 
seulement  ce  résultat  que  le  théorème  précis,  énoncé  plus  haut, 
rattachant  la  recherche  du  nombre  p  à  celle  de  certains  cycles  est 
remplacé  seulement  par  une  inégalité,  quand  le  nombre  des 
variables  est  supérieur  à  deux. 

C'est  aux  variétés  abéliennes  que  sont  surtout  consacrées  les 
autres  parties  du  Mémoire.  Dans  le  cas  de  deux  variables,  ces 
variétés  ont  fait  l'objet  de  nombreuses  recherches,  particulièrement 
de  la  part  de  M.  Ilumbert  dans  ses  beaux  travaux  sur  les  fonctions 
abéliennes  singulières.  Prenant  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de 
variables,   il  y   a   lieu   d'envisager   tin   nombre  /:,    représentant  le 
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degré  de  singularité,  très  facilement  lié  au  nombre  de  certaines 
relations  arithmétiques  entre  les  périodes.  Pour  deux  variables,  on 
a  p  =  1  -f-  / .  comme  l'ont  montré  MM.  Bagnera  et  de  Franchise. 
Il  semble  tout  d'abord  que,  dans  le  cas  général,  on  ait  seulement 
l'inégalité  z  >  1  -f-  / • .  Légalité  subsiste  cependant  dans  tous  les  cas, 
comme  le  montre  M.  Lefschetz,  par  une  analyse  délicate,  où 
l'emploi  d'une  inégalité  célèbre  de  Riemann.  dans  la  théorie  des 
courbes  algébriques  le  conduit  à  la  relation  0 .:  \ -\- /\ .  d'où  se  tire 
la  conclusion  indiquée.  Vient  ensuite  l'étude  des  différents  genres 
numériques.  Pour  donner  des  exemples  particuliers,  l'auteur  exa- 
mine divers  cas  étendus  de  multiplication  complexe,  en  utilisant 
les  nombreux  travaux  laits  sur  ce  sujet  par  Frobenius  et  par 
MM.  Scorza  et  Rosati. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'étude  des  invariants  des  variétés  de 
Jacobi,  se  rapportant  à  des  courbes  algébriques  de  types  simples, 

comme  le  suivant  : 

yl  =  Il  (a?  —  a,)*.. 

Elles  sont  pour  1  auteur  une  occasion  d'appliquer  les  remarques 
générales  qu'il  a  faites  au  début. 

En  résumé,  M.  Lefschetz  montre  dans  ce  Mémoire  une  connais- 
sance approfondie  des  parties  les  plus  délicates  de  la  théorie  des 
multiplicités  algébriques,  notamment  en  ce  qui  concerne  VAna- 
lysis  sîtus.  Dans  ce  domaine  difficile,  on  doit  attacher  du  prix  à 
une  étude  aussi  complète  que  possible  de  cas  particuliers  suffisam- 
ment étendus,  étude  souvent  utile  pour  le  développement  ultérieur 
des  théories  générales;  de  plus,  l'auteur  fait  preuve  d'une  grande 
ingéniosité  dans  les  détails  de  ses  analyses. 

Emile  Picard. 


MA.SCART  (Jean).  —  La  vie  et  les  travaux  du  chevalier  Jean-Charles 
de  Borda  ^  1733- 1 799).  Episodes  de  la  vie  scientifique  au  xvin"  siècle.  Avec 
une  Introduction  par  M.  Emile  Picard.  (Annales  de  l'Université  de 
Lyon;  nouvelle  série,  II.  Droit,  Lettres.  —  Fascicule  33.)  1  vol.  gr.  in-8, 
vm-821  pages.  Lyon,  A.  Rey;  Paris,  A.  Picard;  1919. 

Le  commandant  Guyou,  si  curieux  de  l'histoire  de  la  marine 
française,  avait  plus  d'une  fois  exprimé  le  regret  que  la  vie  d'un 
des  savants  qui  ont  rendu  le  plus  de  service  à  l'art  nautique  fut  si 
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mal  connue.  Le  nom  du  chevalier  de  Borda  n'est  certes  pas  ignoré. 
11  rappelle  à  beaucoup  deux  ou  trois  instruments,  mais  bien  peu 
savent  quelle  fut  la  haute  valeur  du  savant,  donf  l'activité  prodi- 
gieuse s'est  portée  sur  les  mathématiques,  l'astronomie,  la  phy- 
sique, et  qui  sut  appliquer  de  la  façon  la  plus  heureuse  ses  con- 
naissances théoriques  à  la  navigation  et  à  la  géodésie. 

M.  Jean  Mascart  a  cru  remplir  un  pieux  devoir  en  s'efforçant  de 
réaliser  le  souhait  du  commandant  Guyou.  Il  a  pensé  aussi  que, 
dans  les  circonstances  actuelles,  il  importait  plus  que  jamais  de 
replacer  à  leur  rang  ceux  qui  ont  illustré  notre  pays.  Les  notices 
antérieures  sur  Borda  étaient  succinctes,  et  bien  des  points  restaient 
obscurs  dans  sa  vie.  Le  savant  Directeur  de  l'Observatoire  de  Lyon 
n'a  pas  reculé  devant  de  longues  recherches  bibliographiques,  et 
sa  documentation  présente  de  très  sérieuses  garanties.  On  sent 
qu'il  s'est  vivement  intéressé  à  son  sujet.  11  a  voulu  faire  connaître 
en  Borda  non  seulement  l'auteur,  mais  aussi  l'homme.  Et  l'homme 
fut  ici  d'une  qualité  rare,  ne  séparant  pas  l'intérêt  de  la  science  du 
souci  du  bien  public.  Nous  devons  être  reconnaissants  à  M.  Mascart 
d'avoir  mis  en  pleine  lumière  la  noble  figure  du  chevalier  de  Borda. 

Emile  Picard. 


BIANGHI  (Luigi).  —  Lezioni  sulla  Teoria  dei  Ghuppi  continui  finiti 
di  Trasformazioni  (Leçons  sur  la  théorie  îles  groupes  continus  finis  de 
transformations),  i  vol.  gr.  in-8,  vi— 590  pages.  Pisa,  E.  Spoerri  ;  1918. 

Ces  leçons  sur  la  théorie  des  groupes  continus  finis  de  transfor- 
mations, destinées,  dit  l'auteur,  aux  étudiants  des  Universités 
italiennes,  avaient  paru,  lithographiées,  en  1902-1903,  à  peu  près 
en  même  temps  qu'étaient  publiées  en  librairie  celles  de  M.  \  i- 
vanti,  traduites  depuis  en  français  par  M.  Boulanger. 

On  ne  peut  que  se  féliciter  de  les  avoir  maintenant  sous  une 
forme  plus  accessible  et  avec  leur  rédaction  définitive;  car  elles  ne 
doivent  pas  être  moins  utiles  aux  étudiants  français  qu'à  leurs 
camarades  italiens.  Tous  les  mathématiciens  connaissent  les  beaux 
travaux  de  M.  Bianehi  sur  les  surfaces  à  courbure  constante  et 
sur  la  déformation  des  quadriqueg.  Ses  livres  d'enseignement,  et 
surtout     ses    Leçons  de    Géométrie   différentielle,    ont    montré 
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quel  talent  de  professeur  s'associait  en  lui  aux  dons  du  géomètre. 
On  retrouvera  dans  ses  leçons  sur  la  théorie  de  Lie  les  mêmes 
qualités  didactiques,  la  clarté,  la  méthode,  [le  soin  dans-  tous  les 
détails  d'exposition,  qui  rendent  la  lecture  facile  et  agréable. 

Elles  ne  feront  pas  double  emploi  avec'  le  Livre  de  MA  i\anti. 
conçu  à  un  point  de  vue  plus  élémentaire,  et  de  forme  plus 
condensée.  Elles  ont  un  caractère  plus  personnel.  Tout  en  avant 
pour  but,  dit  l'auteur,  de  préparer  les  lecteurs  à  l'étude  de  la 
théorie  complète  des  groupes  de  Sophus  Lie,  telle  qu  elle  est 
développée  dans  les  trois  volumes  de  la  Theorieder  Transforma- 
tionsgruppen  de  Lie  et  Engel,  elle-  en  exposent  cependant,  avec 
toute  l'ampleur  et  la  précision  désirables,  les  (parties  fondamen- 
tales. 

Ce  n'est  [dus  une  sorte  de  résumé  de  cet  Ouvrage.  San-  doute, 
celui-ci  fournit  la  matière  de  U  exposé  de  M.  Bianchi,  mais  ce 
dernier  a  cherché  à  présenter  les  diverses  théories  -ou-  une  forme 
plus  coordonnée;  et  il  n'a  pas  craint  d'utiliser  aussi  les  recherches 
de  Schur  et  de  Maurer  -ur  le-  «théorème-  fondamentaux»  de 
Sophus  Lie. 

11  j  aurait  peut-être  quelques  réserves  a  faire  -ur  le  classement 
de-  matières,  adopté  par  M.  Bianchi  :  il  a  l'inconvénient  de  rejeter 
bien  loin  îles  notions,  telle-  que  celle  des  groupes  paramétriques, 
qui  s'offrent  d'elles-mêmes  comme  conséquences  immédiate-  de  la 
définition  des  groupes  continus  finis.  Mais  on  ne  pourra  qui'  louer 
dans  ses  leçons  ce  souci  de  netteté  jet  ^d'ordonnance  claire  et 
logique.  Le  véritable  regret  à  exprimer  est  celui  que  l'auteur  a, 
lui-même,  prévu  dans  sa  Préface  :  c'est  que  jla  théorie  des  trans- 
formations de  contact  n'ait  pas  pu  trouver  place  dans  son  Livre. 

1.  Un  premier  Chapitre,  préliminaire,  traite  de  la  (lasse  géné- 
rale de  systèmes  différentiels,  à  laquelle  appartiennent  ceux  qui  se 
présentent  dans  la  théorie  des  groupes  continus  finis. 

Ce  sont  d'abord  les  systèmes  de  m  équations  linéaires  aux  diffé- 
rentielles totales  entre  ni  fonctions  inconnues  et  n  variables 
indépendante^,  dans  lesquels  toutes  les  conditions  immédiates 
d'intégrabilité  sont  identiquement  satisfaites,  ou,  comme  on  dit 
généralement,  qui  sont  complètement  intégrables.  L'auteur  les 
appelle  des  systèmes  complets,  comme  l'a  fait,  dans  son  Ouvrage 
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sur  les  coordonnées  curvilignes,  M.  Darboux,  à  qui  il  emprunte 
la  démonstration  du  théorème  d'existence  de  la  solution  générale 
de  tels  systèmes.  Il  expose  ensuite  la  théorie  classique  des  sys- 
tèmes complets  d'équations  linéaires  homogènes  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  et  montre  comment  à  tout  système 
complet  de  l'une  de  ces  deux  espèces  est  associé  un  système  com- 
plet de  l'autre  espèce. 

La  discussion  du  nombre  des  paramètres  essentiels  dans  un  sys- 
tème de  fonctions  le  conduit  ensuite,  d'une  manière  élégante,  à  la 
détermination  précise  de  la  nature  du  système  différentiel  que  l'on 
obtient  par  l'élimination  de  ces  constantes,  et  dont  les  fonctions 
données  constituent  la  solution  générale.  On  arrive  enfin  ainsi  à 
l'étude  de  ces  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles,  que 
M.  Bianchi  appelle  systèmes  de  Mayer-Lie,  et  qui  sont  les  sys- 
tèmes différentiels  les  plus  généraux  dont  la  solution  ne  dépende 
que  de  constantes  arbitraires. 

!2.    Lu   groupe  continu    fini   de  transformations,  changeant  les 

points  ('.r,,  ....  x „)  en  points  (#',, /:„),  est,  dans  le  cas  le  plus 

simple,  constitué  par  une  famille  de  transformations,  dont  les 
équations  générales 

(i)  x'-  =  fii  x,,  ...,  x„  :     au...,ar)  i /=  i ,;.,...,  n  ) 

dépendent  d'un  certain  nombre  /•  de  paramètres  «,,  ...,  ar.  Ces 
paramètres  étant  supposés  essentiels,  des  équations  de  cette  forme 
réprésentent,  réciproquement,  so''  transformations,  qui  constitue- 
ront un  groupe,  dit  groupe  à  r  paramètres,  ou  groupe  G>,  si  les 
fonctions//  satisfont  aux  relations  fonctionnelles  qui  expriment 
que  le  produit  de  deux  quelconques  decesoo'  transformations  est 
encore  une  de  ces  ccr  transformations. 

L'idée  essentielle  de  la  théorie  de  Lie,  qui  fait  l'objet  des  leçons 
de  M.  Bianchi,  consiste  à  considérer  tout  groupe  Gr  comme 
constitue  en  fait,  non  pas,  comme  il  résulte  de  sa  définition,  par 
ses  transformations  finies  (  i),mais  par  ses  sous-groupes  à  un  para- 
mètre; ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme  engendré  par  ses 
transformations  infinitésimales.  Par  là,  tous  les  problèmes  relatifs 
aux  groupes  continus  finis  deviennent  susceptibles  de  solutions 
d'une  remarquable  simplicité. 
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Une  transformation  infinitésimale  est  de  la  forme 

x'j—Ti—rjXi.         8ar,-=  \i(Xi,  ...,  xn)  5/         (i  =  i,  a,  ...,  n). 
.et  se  représente  par  le  symbole 

n 

au  moyen  duquel  s'exprime  la  variation  correspondante  X/'.  8/ 
d'une  fonction  y  (  x,.  ...,  ./■„  )  quelconque.  Le  groupe  Gt  qu'elle 
engendre  est  celui  dont  on  obtient  les  équations  finies  en  inté- 
grant les  équations 

(a)  dae'i=±ti(x,lt  ...,x'n)dt        (i  =  i,  2,  ...,  n), 

avec  les  conditions  initiales    x\  =  1 ,.  pour  /  =  o. 

Les  Chapitres  11  et  III  du  Livre  de  AJ.  Bianchi  sonl  consacrés  à 
ce  passage  des  transformations  finies  d'un  groupe  G,  à  ses  trans- 
formation^ infinitésimales,  el  à  la  reconstitution  du  groupe  au 
moyen  de  ces  dernières.  L'auteur  a  su  3  condenser,  sans  nuire  à 
la  clarté  de  son  exposition,  ce  que  contiennent  d'essentiel  sur  ces 
principes  de  la  théorie  «les  groupe".,  non  seulement  le  premier 
tome  de  l'Ouvrage  de  Lie  et  En  gel,  et  la  partie  du  troisième  tome 
où  -ont  développées  les  raisons  intuitives  des  théorèmes  fonda- 
mentaux, mais  aussi  les  recherches  de  Schur  et  de  Manier  sur  ces 
théorèmes  ('  ). 

Au  Chapitre  I  sont  établies  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielle s 


(3i  — -  =  >  U'-z-'ii  ...,x'„  )tyt*(at a 

ni  i/,       -^— 

4"  —   1 

(  i  =  1 ,  2 , . . . ,  n  ;     /.  —  i .  1 .  . . .   1  i , 


auxquelles  satisfont  les  fonctions  i  1  ).  Ce    système    complet,   qui 
fournit  le  faisceau  linéaire  des  transformations  infinitésimales  du 


(')  Comme  l'a  fail  Lie.  M.  Bianchi  se  borne  au  cas  où  les  fonctions  (1)  sonl 
analytiques,  et  les  variables  sont  supposées  ne  varier  que  dans  des  domaines 
d'holomorphie  de  ces  fonctions. 
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groupe 

X  n 

s  =  1  i—l 

contient  en  germe  toute  la  théorie. 

Dans  le  cas  r=  i,  il  se  réduit  facilement  à  la  forme  (2),  et  les 
propriétés  des  groupes  à  un  paramètre,  contenant  tla  transforma- 
tion identique  x\  =  a?/,  en  découlent. 

L'étude  de  la  réciproque,  c'est-à-dire  des  propriétés  d'une 
famille  de  ccr  transformations  (1)  qui  satisfont  à  un  (système  diffé- 
rentiel de  la  forme  (3),  occupe  le  reste  du  Chapitre. 

Les  conclusions  se  simplilient  si  l'on  introduit  l'hypothèse  que 
cette  famille  contient  la  transformation  identique  pour  des  valeurs 
de  a,,  ...,  ar  qui  n'annulent  pas  le  déterminant  des  fonctions 
'^sit(a^  ...,  ar).  Elle  constitue  alors  un  groupe  à 'transforma- 
tions deux  à  deux  inverses  qui  font  partie  de  l'ensemble  des 
groupes  à  un  paramètre  engendrés  par  les  transformations  infini- 
tésimales (4).  C'est  là  le  premier  théorème  fondamental,  suivant 
la  terminologie  de  Lie. 

Il  fait  l'objet  du  Chapitre  III,  avec  les  deux  'autres  théorèmes 
fondamentaux.  On  se  bornera  dorénavant  aux  groupes  G,-  formés 
de  couples  de  transformations  inverses  deux  à  deux,  c'est-à-dire 
engendrés  par  un  faisceau  linéaire  de  00''  transformations  infinité- 
simales. 

Rappelons  que  le  second  théorème  fondamental,  ou  théorème 
principal,  énonce  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  transformations  infinitésimales  (4)  engendrent  un 
groupe  G,-  est  que  les  transformations  de  base  X,/',  ...,  X,  / 
satisfassent  à  des  identités  de  la  forme 

(5)  (  N,-/,  X,/)=^c;7l,X1/  U\  k  =  1.  2,  ...,  r), 

s  =1 

où  les  premiers  membres  sont  des  parenthèses  de  Poisson  (ou  cro- 
chets de  Jacobi). 

Quant  au  troisième  théorème  fondamental,  il  exprime  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  que  doivent  remplir  r3  cons- 
tantes aks  pour  se  trouver  ainsi  associées  à  un  groupe  Gn  opérant 
sur  un  nombre  de  variables  x{,  . . . ,  xn  convenablement  choisi. 
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Le  Chapitre  III  contient  encore  le  mode  de  construction  des 
groupes  mixtes  ('),  c'est-à-dire  constitués  par  plusieurs  familles 
de  transformations  de  la  forme  (i),  au  moyen  de  groupes  Gr  en- 
gendrés par  des  transformations  infinitésimales,  et  d'un  nombre 
convenable  de  transformations  particulières,  convenablement 
choisies. 

Le  Chapitre  I\  achève  cette  première  Partie  de  l'Ouvrage,  consa- 
crée aux  divers  modes  de  définition  des  groupes  Gr.  Il  traite  des 
équations  de  définition,  c'est-à-dire  des  systèmes  de  Mayer-Lie 
qui    définissent,    quand    on   les    considère    comme   fonctions    de 

./  i /„,  soit  les  composantes 

/■ 

s  =1 

des  transformations  infinitésimales  i  {)  du  groupe  (équations  de 

définition  des  transformations  infinitésimales);  soit  les  fonc- 
tions (i)  qui  en  définissent  les  transformations  finies  (équations 
de  définition  des  transformations  finies  I.  Les  unes  et  les  autres 
s'obtiennent  par  l'élimination  de  constante-  \t,  ....  Xr  pour  les 
premières,  a,,  ...,  a  r  pour  les  secondes.  Les  premières  sont  les 
équations  aux  variations  des  secondes. 

L'auteur  indique  comment  ce  mode  de  définition  a  été  étendu 
par  Lie  aux  groupes  continus  infinis,  dont  la  transformation  géné- 
rale dépend  de  fonctions  arbitraires  :  tel  le  groupe  (les  transforma- 
lions  conformes  du  plan. 

Revenant  aux  groupes  finis,  il  étudie,  encore,  d'après  Lie,  la 
notion  àH  ordre  infinitésimal  d'une  transformation  infinitésimale, 
en  un  point  (#",  ...,  ./•"),  et,  en  particulier,  le  sous-groupe  de 
celles  qui  sont  d'ordre  non  nul,  et  auquel  il  donne  le  nom  de 
groupe  de  stabilité  du  point,  parce  qu'il  est  composé  de  toutes 
les  transformations  du  groupe  G,  qui  laissent  ce  point  en  repos. 

Ce  point  de  vue  revient  à  considérer  les  transformations  infini- 
tésimales comme  définies  par  des  séries  de  Taylor,  dont  les  pre- 
miers termes  pourront  toujours  être  calculés  au  moyen  des 
équations  de  définition. 

(l)  Tel  est  le  groupe,  composé  de  tous  les  mouvements  et  symétries  dans  le 
plan,  qui  est  le  groupe  fondamental  de  la  Géométrie  plane  élémentaire. 
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3.  Les  Chapitres  V  à  X  traitent  des  diverses  propriétés  des 
groupes  et  des  théories  qui  s'y  rattachent;  nous  nous  bornerons 
à  en  indiquer  un  sommaire  rapide. 

Chapitre  V.  —  Invariants,  et  variétés  invariantes;  ti-ansitix  ité. 
primitivité,  srstaticité. 

Chapitre  VI.  —  Composition  des  groupes;  groupes  abéliens; 
sous-groupes  invariants;  indices  de  composition:  groupes  dérivés  ; 
groupes  intégrables.  '  - 

Chapitre  VU.  —  Groupe  adjoint:  forme  canonique  des  équa- 
tions d'un  groupe  et  de  son  groupe  adjoint;  recherche  des  sous- 
groupes.  Équation  caractéristique.  Composition  et  structure  d'un 
groupe  ;  genre  (rang);  groupes  de  genre  zéro. 

Chapitre  VI 11.  —  Similitude  des  groupes.  Groupes  simplement 
transitifs  réciproques.  Modes  d'imprimitivité  d'un  groupe  simple- 
ment transitif. 

Chapitre  IX.  —  Isomorphisme  défini  au  moyen  des  transfor- 
mations infinitésimales*  Groupe  complémentaire  par  rapport  à  un 
sous-groupe  invariant;  séries  de  composition  et  groupes  facteurs. 
Groupes  paramétriques.  Isomorphisme  défini  au  moyen  des 
transformations  tinies.  Complément  à  l'étude  de  la  similitude. 
Groupe  formé  de  toutes  les  transformations  permutables  à  un 
groupe  donne. 

Chapitre  \  .  —  Extension  et  prolongement  des  transforma- 
lions,  des  transformations  infinitésimales  et  des  groupes.  Défini- 
tion et  calcul  des  invariants  différentiels.  Cas  des  groupes  à  deux 
variables.  Exemples. 

I.  Parmi  les  nombreux  problèmes  qui  se  rattachent  à  des  classes 
particulières  de  groupes,  M.  Bianehi  a  choisi,  comme  offrant  un 
intérêt  particulier,  celui  de  la  détermination  effective  des  types  de 
groupes  à  un  nombre  déterminé  n  de  \ariables.  On  sait  que  Lie 
a  traité  complètement  le  cas  de  r  =  'i,  /*=2,  n  =  S.  Dans  son 
onzième  Chapitre,  M.  Bianehi  expose  les  résultats  obtenus  par  Lie 
dans  les  deux  premiers  cas,  c'est-à-dire  la  classification  des  types 
de  groupes   de  la  droite   et   du    plan,    en    laissant    seulement    de 
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côté  la  discussion  de  la  réductibîiité  des  types  do  groupes  impri- 
mitifs obtenus  les  uns  aux  autres. 

5.  L'Ouvrage  se  termine  par  deux  applications  de  la  théorie  des 
groupes  continus  linis.  La  première  concerne  les  problèmes  d  in- 
tégration des  équations  différentielles  qui  ont  été  pour  Lie  l'origine 
de  ses  recherches  sur  la  théorie  des  groupes  continus,  et  dont 
l'étude,  poursuivie  sous  l'inspiration  des  idées  de  G«lois,  l'a 
conduit  à  développer  les  diverses  parties  de  cette  théorie. 
M.  Bianchi  y  consacre  son  douzième  Chapitre,  inspiré  par  les 
Vorlesungen  iiber  Differentialgleichungon  mit  bekanriten 
infinitesimalen  Transforma tionen  de  Lie  el  Scheffers.  11  con- 
tient l'intégration  des  équations  /(#,  y]  y)  =  o,  qui  admettenl 
une  transformation  infinitésimale 

connue,  et  les  principes  de  la  théorie  de  l'intégration  d'une  équa- 
tion 

.  ,  Of  àf  df 

admettant  des  transformations  inlinitésimales  connues,  que  Lie  a 
publiée  dans  le  Tome  25 des  Mal hematische  Annalen.  M.  Bianchi 
expose  la  réduction  du  problème  au  cas  où  ces  transformations 
engendrent  des  groupes  simples,  il  traite  du  cas  où  le  groupe  est 
intégrable,  et  de  l'application  de  la  théorie  aux  équations  du 
second  ordre  y"=  u(a?,  y,  y)  qui  admettent  un  groupe  en  a?,  y. 

6.  Enfin,  le  treizième  et  dernier  Chapitre  est  consacré  à  l'étude 
d'une  question  qui  se  rattache  au  problème  de  la  discussion  des 
principes  fondamentaux  de  la  Géométrie,  tel  que  l'a  posé  Riemann 
dans  sa  célèbre  thèse  inaugurale.  11  s'agit  de  déterminer  les  espaces 
qui  admettent  un  groupe  continu  de  mouvements,  c'est-à-dire  les 
formes  quadratiques,  définies  et  positives, 

ds-  =  IX aa  dxj d. ci,  (i,k  =  i,i,...,n), 

qui  admettent  un  groupe  continu  de  transformations.  L'auteur 
renvoie  à  ses  Leçons  de  Géométriedifferentielle  pour  le  cas  des  ds* 
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à  courbure  conslante,  c'est-à-dire  le  cas  où  le  groupe  a  le  nombre 

maximum,   soil  — : ,  de  paramètres   :  ce  sont  les   autres  cas 

qu'il  a  spécialement  en  vue,  et  qu'il  étudiera  comme  application 
de  la  théorie  des  groupes  continus. 

"Le  point  de  départ  est  le  système  des  équations  de  définition  des 
transformations  infinitésimales  qui  laissent  invariant  un  ds'1  donné; 
elles  ont  été  données  d'abord  par  Killing.  Elles  permettent  d'abord 
d'obtenir  un  certain  nombre  de  résultats  généraux  sur  la  nature 
des  groupes  à  n  variables  qui  peuvent  être  groupes  de  mouvements 
pour  un  ds2  convenablement  choisi  :  tels  sont  les  groupes  projee- 
tifs  de  la  métrique  eayleyenne,  dans  le  cas  des  espaces  à  courbure 
constante. 

Après  l'exposé  de  ces  généralités  et  le  rappel  des  résultats  clas- 
siques pour  le  cas  n  =  a,  M.  Bianchi  traite  d'une  manière  appro- 
fondie du  cas  w  — 3,  où  il  détermine  et  classe  tous  les  types  de  ds- 
répondant  à  la  question. 

C'est  à  M.  Bianchi  lui-même  que  l'on  doit  ces  résultats  :  et  ce 
Chapitre  XIII  de  son  Livre  offre  cet  intérêt  particulier  d'être  ainsi, 
pour  la  plus  grande  part,  l'exposition  de  ses  propres  recherches 
sur  cette  importante  question,  relative  à  la  déformation  des  sur- 
faces. On  peut  penser  que  ce  sont  même  ces  recherches  qui  ont 
été  l'origine  des  belles  leçons  sur  la  théorie  des  groupes  continus 
finis  que  nous  venons  d'analyser. 

E.    Vessiot. 


BOUTROUX  (Piekhe).  —  Lus  principes  de  l'Analyse  mathématique.  Exposé 
historique  et  critique.  Tome  II,  i  vol.  gr.  in-8,  iv-5ia  pages.  Paris, 
A.  Hermann  et  fils;   1919. 

Le  savant,  lorsqu'il  cherche  à  étendre  le  domaine  des  connais- 
sances scientifiques,  est  presque  toujours,  inconsciemment,  un  peu 
unilatéral.  Les  besoins  actuels  de  la  science,  les  travaux  et  les  pres- 
sentiments de  ses  devanciers,  le  mouvement  de  son  temps,  bref, 
toute  une  ambiance  de  faits  etd'idées,  l'oblige  malgré  lui  à  s'orienter 
dans  une  voie  déterminée,  souvent  même  à  adopter  des  procédés 
de  recherche  dont  le  genre  est  éminemment  actuel  et  pourrait 
servir  à  caractériser  son  époque.  Au  contraire,  lorsqu'il  observe  le 
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passé  dans  son  ensemble,  ne  poursuivant  d'autre  but  que  d'en 
démêler  la  trame,  il  voit  se  dérouler  sous  ses  veux  tout  un  monde 
d'idées,  de  méthodes,  de  tendances  diverses.  C'est  de  ce  point  de 
vue,  hautement  philosophique  et  général,  que  l'auteur  de  ce  livre 
envisage  l'Analyse  mathématique. 

La  première  moitié  de  ce  Volume  (Ghap,  l\  .  \  et  \  [)  est  formée 
par  la  suite  du  deuxième  Livre  dû  Tome  I.  Examiner  sous  leurs 
multiples  aspects,  par>ordrede  complexité  croissante  (qui  coïncide 
à  très  peu  près  avec  l'ordre  historique),  les  diverses  théories  cons- 
tructives  échafaudées  parles  mathématiciens  de  tous  les  âges,  tel  est 
le  but  de  l'auteur  dans  ce  deuxième  Livre.  Le  lecteur  \  trouvera  sur 
l'étude  algébrique  des  ligures,  sur  la  géométrie  analytique,  sur  les 
extensions  progressives  de  l'Algèbre,  un  exposé  descriptif  liés 
détaillé  :  l'histoire  des  découvertes  et  des  tendances  philosophiques 
y  fait  à  tout  instant  pressentir  le  développement  ultérieur  de  la 
construction  algébrique  ou  géométrique. 

Mais  c'est  surtout  dans  le  troisième  Livre  qu'apparaît  en  son 
plein  le  plan  de  M.  Boutroux  (d'ailleurs  très  explicitement  formulé) 
et  que  se  montre  le  plus  la  profondeur  de  son  étude  philoso- 
phique de  l'Analyse. 

Pour  M.  Boutroux,  le  savant,  fut,  dans  l'ordre  historique,  d'abord 
un  contemplateur  :  le  résultat  de  ses  recherches,  seul,  l'intéresse. 
Puis,  obligé,  pour  découvrir  des  propriétés  de  plus  en  plus  cachées 
des  objets  mathématiques  qu'il  étudie,  de  perfectionner  sans  cesse 
les  moyens  de  la  découverte,  il  finit  par  s'attacher  davantage  à 
l'étude  de  ces  procédés,  au  point  de  considérer  le  résultat  comme 
accessoire.  Dans  cette  période,  le  savant  est  devenu  constructeur  : 
il  bâtit  pour  le  plaisir  de  bâtir  et  non  pour  habiter  ensuite  la  cons- 
truction. C'est  à  l'étude  de  ces  deux  premières  phases  que  sont 
consacrés  les  deux  premiers  Livres  de  l'Ouvrage  de  M.  Boutroux, 
répartis  dans  le  Tome  I  et  la  première  moitié  du  Tome  IL 

Cependant  apparaît  nécessairement,  aux  yeux  du  savant,  le 
caractère  artificiel  du  point  de  vue  constructif.  Les  constructions 
possibles  sont  en  nombre  infini  ;  d'ailleurs  il  est  également  possible, 
dans  toutes  les  directions,  de  perfectionner  les  procédés  employés 
et  de  ne  s'attacher  qu'à  leur  élégance  ou  à  leur  subtilité.  Pour 
choisir  entre  cette  multitude  d'orientations  également  tentantes, 
il  faut  donc  s'attacher  à  autre  chose  qu'au  mécanisme  des  cons- 


<r 
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tructions  :  force  est  de  revenir  en  arrière,  de  disséquer  les  résultats 
obtenus,  d'en  chercher  le  contenu,  la  raison  d'être,  et  même  les 
fondements  logiques.  «  Après  avoir  été  pendant  quatre  siècles  — 
du  moins  après  avoir  été  surtout  — ,  dit  M.  Boutroux,  un  construc- 
teur, un  géaéralisateur,  le  savant  apparaît  maintenant  comme  un 
analyste  ou  scrutateur.  C'est  une  vigie  qui  cherche  à  s'orienter  dans 
un  océan  inconnu,  et  qui  analyse  ce  qu'elle  voit.  » 

C'est  donc,  en  quelque  sorte,  à  une  analyse  <\<-s  méthodes  analy- 
tiques elles-mêmes,  que  se  livre  l'auteur  dans  cet  important  Troi- 
sième Livre  de  son  Ouvrage.  Parmi  les  plus  notables  résultais 
de  la  nouvelle  orientation  analytique  de  l'esprit  mathématique,  il 
faut  citer  en  premier  lieu  l'Analyse  infinitésimale,  quoique,  comme 
le  fait  remarquer  M.  Boutroux,  son  origine  soit  antérieure  au  revi- 
rement général  des  esprits  qui  provoque  la  tendance  analytique. 

L'étude  des  infiniment  petits,  des  limites,  et  des  conséquences 
de  ces  notions  trouve  donc  dans  ce  livre  une  place  importante, 
étude  toujours  accompagnée,  selon  le  point  de  vue  de  l'auteur,  de 
l'exposé  historique  <\cs  découvertes  et  des  questions  philosophiques 
quelles  posent  ou  résolvent. 

L'analyste  y  apparaît  avec  une  physionomie  particulière  et  plus 
large  que  celle  du  contemplateur  ou  du  constructeur  purs.  De  ce 
que  l'analyste  dissèque  méthodes  et  résultats,  il  n'en  résulte  pas 
qu'il  scrute  les  faits  au  hasard  et.  sans  méthode  :  il  n'analyse  pas 
pour  le  plaisir  d'analyser,  mais  pour  savoir;  le  constructeur,  au 
contraire,  construisait  pour  le  seul  plaisir  de  construire. 

M.  Boutroux  ne  se  borne  pas  à  exposer  in  abstracto  les  procédés 
et  le  but  de  la  méthode  analytique.  Pour  nous  montrer  comment 
on  dissèque,  il  fait  lui-même,  sous  nos  yeux,  cette  dissection  des 
êtres  et  des  théories  obtenus  par  le  constructeur.  Sur  bien  des 
points  (analyse  des  notions  de  groupe,  d'ensemble,  analyse  des 
principes,  du  concept  de  continuité,  des  notions  d'intégrabilité  et 
de  sommabilité),  M.  Boutroux  conduit  sans  efiort  son  lecteur  jus- 
qu'aux limites  actuelles  de  la  méthode  analytique  en  Mathéma- 
tiques. 

En  un  Chapitre  important,  l'auteur  étudie  les  analyses  modernes 
des  fondements  de  la  Géométrie;  le  caractère  de  la  méthode  axio- 
matique  d'Hilbert  y  apparaît  comme  un  peu  artificiel  et  mystérieux 
précisément  sur  le  point  le  plus  important,  à  savoir  sur  les  procédés 
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qui  permettent  d  obtenir  un  ensemble  d'axiomes  qui  soil  coinplej 
c\  cohérent. 

L" Analyse  de  la  notion  «If  correspondance,  el  de  celle  dejonctt'on 
qui  en  découle,  ainsi  que  de  ses  multiples  conséquences,  terminent 
cel  Ouvrage  auquel  M.  Boutroux  a  su  donner  une  originalité 
d'exposition  el  une  profondeur  philosophique  indéniables.  Ce  Livre 
remarquable,  <i  d'une  lecture  ^i  attachante,  fournira  sur  maint 
sujet  des  documents  historiques  el  philosophiques  de  premier 
ordre;  un  index  historique,  qui  termine  le  Volume,  rendra  plus 
commode  àl'étudianl  l' intelligence  des  laits  historiques. 

Souhaitons  (pie  cette  publication  reçoive  du  public  mathéma- 
tique l'accueil  empressé  qu'elle  mérite  en  soi. 

De  cette  œuvre  originale  se  dégagent  le  caractère  des  recherches 
des  savants  contemporains  et  un  éloge  de  la  Science  mathéma- 
tique moderne.  M.  Pierre  Boutroux  s'esl  plu.  d'ailleurs,  à  faire,  de 
ce  caractère  et  de  cet  éloge,  La  conclusion  de  son  Livre.  Voici,  en 
effet,  comment  il  s'exprime  dans  son  dernier  paragraphe   : 

«  Tache  ardue,  certes,  hérissée  d'obstacles,  féconde  en  belles 
surprises  aussi. 

»  J'emploie  ces  derniers  mots  a  dessein,  car  ils  caractérisent  bien 
l'attitude  des  savants  contemporains  à  l'égard  de  leurs  études, 
attitude  qui  rappelle  a  s'y  méprendre  celle  du  philosophe  spécu- 
lateur de  l'antiquité,  partant  en  voyage  d'exploration  pour  décou- 
vrir le  monde  des  idées.  Le  rapprochement  s'impose  a  notre  esprit 
et  il  va  nous  aider  à  dégager  la  conclusion  a  laquelle  conduit 
l'examen  des  théories  qui  servent  de  base  aux  mathématiques 
modernes. 

»  Après  une  lente  et  complexe  évolution,  il  semble  que  la  Science 
se  retourne  maintenant  vers  son  idéal  primitif,  il  semble  que  l'âme 
du  mathématicien  redevienne  hellène. 

»  C'est  que  la  superbe  illusion,  sur  laquelle,  pendant  deux  siècles, 
l'Algèbre  a  vécu  et  grandi,  se  dissipe  aujourd'hui.  Transporté  par 
les  premières  manifestations  de  la  puissance  synthétique,  l'homme 
a  déclaré  :  «  La  science  est  mon  œuvre,  c'est  une  construction 
»  dont  je  suis  l'architecte  ;  rien  n'est  plus  faux  que  l'attitude  passive 
»  du  géomètre  grec,  de  ce  rêveur  qui  se  borne  à  enregistrer  des  laits 
»  et  à  pécher  à  la  ligne  de  jolis  théorèmes.  »  Et  voici  qu'aujourd'hui 
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les  limites  de  notre  puissance  de  synthèse  apparaissent  aux  moins 
clairvoyants.  Au-dessus  de  l'édifice  de  la  Science,  il  y  a  quelque 
chose,  qui  n'est  pas  notre  fait.  Il  y  a  un  monde  d'idées  (comme, 
par  exemple,  l'ensemble  des  idées  se  rattachant  à  la  notion  rie 
fonction,  infiniment  plus  riche  que  toutes  nos  constructions),  — 
un  monde  d'idées  que  nous  nous  efforçons  de  pénétrer  sans  espoir 
d'y  réussir  jamais  complètement,  et  dont,  par  des  procédés  de 
projection,  aussi  peu  déformants  que  possible,  nous  devons 
essayer  de  dresser  la  carte. 

»  Ce  sont  les  Grecs  qui  avaient  raison.  La  recherche  scientifique 
est  une  contemplation  de  l'esprit;  mais  c'est,  quoi  qu'en  ait  dit 
Platon,  une  contemplation  qui  suppose  une  industrie  préalable.  — 
Nous  avons  dépassé  les  Grecs  le  jour  où  nous  avons  reconnu  que, 
pour  voir  loin  et  profondément,  il  est  nécessaire  de  s'aider  d'instru- 
ments, de  travaux  d'art  et  d'échafaudages.  » 


P.  D 


ROtlTN. 


INFORMATION. 

Nous  apprenons  que  la  maison  d'édition  Gauthieh-Villabs  et-  Cie  vient 
d'ouvrir  un  magasin  de  vente,  107,  boulevard  Saint-Germain  (6e).  On  y 
trouvera,  en  dépôt  permanent,  les  plus  importantes  publications  scienti- 
fiques et  techniques  du  monde  entier.  On  pourra  s'y  documenter  rapide- 
ment sur  tout  ouvrage  ou  périodique  de  sciences  pures  ou  appliquées. 
C'est  là  une  initiative  intéressante  qu'il  convient  de  signaler  :  elle  marque 
la  création  d'un  organisme  documentaire  qui  manquait,  à  la  librairie 
française. 

La   R. 
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C  0  M  V  T  E  S    II  i:  NI)  U  S    E  I    A  \  A  LY  SES . 


VESSIOT  (E.).  —  Leçons  de  Géométrie  supérieure,  professées  i  l'Uni- 
VERSITÉ  DE  Lyon,  ET  RÉDIGÉES  PAR  M.  An-ZKMBERGER.  Avec  une  Pré/arc 
de  M.  KcëNIGS.  Édition  revue  et  augmentée,  i  vol.  in-8,  x-376  pages. 
Paris,  J.  Hermann,  [919: 

Pour  présenter  au  public  la  première  édition,  aujourd'hui  épuisée, 
de  son  livre,  M.  Vessiol  n'a  eu  besoin  de  personne.  Celle  première 
édition  a  suffi  pour  asseoir  la  réputation  de  l'ouvrage,  et  la  seconde, 
en  raison  des  améliorations  introduites,  ne  fera  que  l'assurer 
encore  davantage. 

Malgré  qu'il  ne  s'agisse  pas  ici  «I  une  présentation  en  forme  au 
public,  présentation  notoirement  inutile,  je  n'ai  pas  cru  devoir 
décliner  l'offre  aimable  qu'a  bien  voulu  me  taire  mon  savant  col- 
lègue et  ami,  d'écrire  ces  quelques  lignes  en  tête  île  son  livre.  En 
même  temps  qu'un  témoignage  de  profonde  estime  pour  le  savoir 
et  le  talent  d'exposition  de  l'auteur,  ,j  v  ai  \  u  l'occasion  de  mettre 
en  relief  le  caractère  spécial  qu'ont  revêtu  les  travaux  géométriques 
dans  ces  dernières  années,  et  de  faire  sentir  la  nécessité  qu'il  y  a  de 
diffuser  un  livre  comme  celui-ci,  qui  ouvre  1  accès  du  progrès  aux 
élèves  studieux,  malheureusement  trop  rares,  que  leur  goût  entraîne 

\  ers  la  (  rébiuél  fie. 

Dans  la  première  partie  du  dernier  siècle,  que  1  on  peut  approxi- 
mativement limiter  à  l'année  i8~o.,  la  géométrie  a  réalisé  par  les 
voies  les  plus  diverses  et  sur  les  terrains  les  plus  variés  d'inesti- 
mables conquêtes.  Cette  période  héroïque  a  vu  naître  les  notions 
les  plus  essentielles  ;  elle  les  a  vues  aussi  se  développer  et  aboutir  à 
de  grands  problèmes  dont  la  solution,  demandée  à  1'  analyse,  a  pro- 
voqué, dans  celle  science  soeur,  un  mouvement  profond  qui  s'am- 
plifie chaque  jour.  Il  suffit  de  citer  les  grands.noms  de  Monge,  de 
Dupin,  de  Gauss,  de  Serret,  de  Lamé,  d'Ossian-Bonnet,  de  Bour, 
pour  évoquer  les  larges  voies  ouvertes  dans  la  théorie  des  surfaces 
et  dans  celle  des  coordonnées  curvilignes.  (Jeux.  <\<-  Poncelet  et  de 

Bull,  des  Sciences  nia  thé  m.,  v  série,  1.  \LIV.  (Février  ;gao.)  ?, 


2i  PKEAHËRK   l'A  uni:. 

Chasles  rappellenl  les  premières  évocations  des  grandes  lois  de 
correspondance  et  des  transformations  qui  devaient,  un  peu  plus 
tard,  trouver  dans  l'œuvre  de  Sophus  Lie  une  si  magnifique  inflo- 
rescence. Vers  la  fin  de  la  même  période-,  comme  couronnement 
du  principe  de  dualité,  entre  la  géométrie  du  point  et  celle  du 
plan,  Pluecker  plaçait  la  géométrie  de  la  droite  et  introduisait 
d'une  façon  systématique  dans  la  science  les  notions  de  congruence 
et  de  complexe  sur  lesquelles,  il  faut  cependant  le  reconnaître, 
longtemps  auparavant,  Malus,  Dupin  et  Transon  avaient,  à  propos 
d'optique,  produit  d'intéressantes  considérations  et  d'importants 
résultats.  Ghasles,  vers  la  même  époque,  avait  montré  comment  la 
cinématique  du  corps  solide  met  en  œuvre  le  principe  de  dualité 
et,  concurremment  avec  Pluecker,  il  avait  mis  la  main  sur  ce  que 
ce  dernier  appela  un  complexe  linéaire. 

Ainsi  se  sont  accumules,  durant  cette  illustre  période,  des  maté- 
riaux de  la  plus  grande  valeur  dans  les  ordres  les  plus  divers.  Ces 
grandes  idées,  nées  à  l'écart  les  unes  des  autres,  et  dont  les  initia- 
teurs s'ignoraient  souvent  entre  eux,  paraissaient  destinées  à  faire 
isolément  leur  chemin  et  à  constituer  autant  de  catégories  de  spé- 
cialisations pour  les  futurs  géomètres. 

Il  appartenait  à  la  dernière  partie  du  xixe  siècle  de  démentir 
ces  apparences  et  d'opérer  la  merveilleuse  fusion  de  tous  des 
éléments. 

Les  grands  auteurs  en  auront  été,  par  des  moyens  différents, 
Sophus  Lie  et  Darboux.  Il  serait  injuste  d'oublier Ribaueour,  quia 
contribué  puissamment  de  son  côté  à  réaliser  celte  pénétration  si 
féconde  des  diverses  branches  de  la  Géométrie  les  unes  dans  les 
autres  et  quirsur  des  exemples  inoubliables,  a  introduit  la  méthode 
cinématique  en  géométrie. 

On  ne  peut  plus  aujourd'hui  s'occuper  des  surfaces  sans  faire 
intervenir  les  systèmes  conjugués,  ni  des  systèmes  conjugués  sans 
faire  intervenir  quelque  congruence  de  droites,  voit  que  celle-ci 
découpe  le  réseau  conjugé  sur  la  surface,  soit  qu'elle  soit  formée 
parles  tangentes  à  l'une  des  lignes  du  réseau.  Les  réseaux  conju- 
gués sont,  d'autre  part,  en  dépendance  avec  les  équations  autrefois 
envisagées  par  Laplace,  et  il  se  trouve  que  les  transformations  que 
l'on  connaissait  de  ces'équalions  correspondent  au  passage  de  l'une 
à  l'autre  des  surfaces  focales  dé  la  congruence. 
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La  représentation  sphérique  d'une  surface,  qui  apparaissait 
comme  un  artifice  génial  de  Gauss  pour  étendre  aux  surfaces  la 
notion  de  courbure,  en  analogie  avec  les  courbes,  s'est  trouvée 
rentrer  dans  les  idées  de  dualité  de  Chasles  qui  conduisent  à  défi- 
nir iine  surface  par  ses  plans  tangents.  Il  suffisait,  comme  Darboux 
l'a  montré,  d'introduire  la  distance  d'un  point  fixe  au  plan  tangent 
à  côté  des  cosinus  directeurs  de  la  normale  que  Gauss  avait  consi- 
dérés pour  définir  la  représentation  sphérique  de  la  surface. 

Le  problème  ardu  de  la  déformation  des  surfaces  restera  un 
exemple  éternellement  frappant  de  rapprochements  imprévus  et 
féconds.  Si.  comme  Bour  avail  pu  le  croire  un  instant,  on  avait 
réussi  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  dont 
dépend  anal\  tiquement  le  problème,  celui-ci  eût.  sans  doute,  beau- 
coup perdu  de  -on  intérêt  au\  yeux  île  nombre  de  mathématiciens 
trop  enclins  à  n'apprécier  en  ce-  questions  que  le  côté  analytique.. 
Or  le  problème  esl  resté  entier  à  cel  égard.  Cela  n'a  empêché 
ni  Ribaucour  et  Darboux  de  mettre  au  jour  leurs  systèmes 
cycliques,  ni  Darboux  cl  toute  une  pléiade  de  géomètres  de  décou- 
vrir les  singulières  circonstances  qui  accompagnent  la  déformation 
île-  quadriques. 

Non-  ne  saurions  multiplier  ici  les  exemples  analogues  qui 
abondent  en  Géométrie  transcendante.  Les  quelques-uns  que  nous  - 
venons  de  donner  suffisent  pour  faire  comprendre  que,  de  nos 
jours,  les  immortels  travaux  île-  ancien-  géomètres  du  siècle  der- 
nier ne  doivent  plus  nous  apparaître  comme  des  monuments  isolés, 
mais  bien  plutôt  comme  les  superbes  arceaux  d'un  unique  et  gran- 
diose  édifice  dont  toute-  les  parties  -ont  solidaires  et  où  il  n'est 
plus  permis  au  géomètre  de  se  cantonner  en  un  coin.  Les  questions 
sont  aujourd'hui  tellement  liées  entre  elles,  qu'un  chercheur,  qui 
poursuit  un  problème  pris  sur  un  terrain  déterminé,  ne  peut  se 
flatter  d'y  conserver  le  même  horizon  :  car  il  arrive  souvent  que  la 
claire  solution  et  le  plein  épanouissement  du  problème  -'opèrent 
sur  un  terrain  très  différent  de  celui  d'où  l'on  est  parti. 

Il  est  toujours  maladroit  île  prétendre  isoler  une  question  que 
l'on  étudie,  et  voilà  pourquoi  on  ne  peut  conseiller  de  l'aborder  de 
but  en  blanc  par  l'analyse.  Une  question  de  structure  se  trouve  a 
chaque  instant  posée,  qui  ne  se  confond  pas  plus  avec  le  calcul 
que  le  projet  de  l'architecte  avec  les  moellons  et  la  chaux  qu'em- 
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pilent  ses  ouvriers.  Dans  toute  question  de  structure  géométrique, 
rien  ne  peut  suppléer  à  une  connaissante  profonde  de  la  matière 
géométrique  elle-même,  à  l'application  d'une  opiniâtre  réflexion, 
enfin  à  l'exercice  spontané  de  l'intuition.  Ce  n'est  pas  que  souvent 
le  résultat  obtenu  ne  révèle  une  forme  simple  que  le  calcul  après 
coup  retrouvera  sans  effort.  Mais  vraiment  le  difficile  est  d'abord 
d'y  penser. 

Cette  existence  propre  et  indépendante  de  l'esprit  géométrique 
a  donné  lieu  de  tous  temps  à  des  divergences  d'appréciations  dont 
il  serait  sans  doute  prématuré  de  prédire  la  lin.  Les  Eloges  aca- 
démiques, de  Joseph  Bertrand,  en  évoquent  quelques  épisodes 
illustres  dans  le  passé.  L'un  des  plus  frappants  est  la  froideur  avec 
laquelle  Cauchy  accueillit,  en  son  temps,  l'apparition  du  célèbre 
Traité  des  propriétés  projectiles  ('es  figures  de  Poncelet.  Plus 
tard,  la  résistance  se  manifesta  par  le  peu  de  faveur  accordée  aux 
découvertes  de  Ghasles,  aujourd'hui  immortelles.  11  fallut  les 
Mémoires,  si  remarquables  (railleurs,  sur  l'attraction  des  ellip- 
soïdes pour  effacer  certaines  préventions. 

A  l'appui  de  la  thèse  générale,  il  ne  sera  pas  déplacé  de  citer 
ici  quelques  lignes  de  YEloge  de  Poncelet,  par  Joseph   Bertrand. 

«  Descartes,  dit  Bertrand,  avait  cru,  par  des  procédés  uniformes 
de.  calcul,  abolir  le  droit  d'inventer  avec  génie  en  Géométrie. 
Croyant  avoir  tout  préparé  el  tout  prévu,  en  laissant  sur  plus  d'un 
point  à  ses  successeurs  le -plaisir  d'accomplir  le  progrès,  il  en  usur- 
pait par  avance  tout  le  mérite  et  toute  la  gloire.  «  J'espère,  disait-il, 
»  que  nos  neveux  me  sauront  gré,  non  seulement  des  choses  que 
»  j'ai  expliquées,  mais  aussi  de  celles  que  j'ai  omises  volontairement 
»  pour  leur  laisser  le  plaisir  de  les  inventer.  » 

»  Ceux,  poursuit  Joseph  Bertrand,  qui,  sur  la  foi  d'un  si  lier 
génie,  ont  cru  l'ère  des  découvertes  originales  terminée  dans 
l'étude  des  courbes,  cherchèrent  naturellement  dans  d'autres  par- 
lies  de  la  Science  un  plus  fructueux  emploi  de  leurs  efforts,  et  le 
progrès  le  plus  grand,  sans  difficulté,  qu'ait  jamais  fait  cette  belle 
théorie,  a  été  ainsi  l'occasion  et  le  signal  d'un  temps  d'arrêt  dans 
sa  marche. 

»  Descartes  oubliait  que,  suivanl  la  1res  heureuse  expression 
d'un  géomètre  contemporain,  la  géométrie  est  un  art  aussi  bien 
qu'une  science  vMathesis  ars  et  scientia  dicenda;  et,  s'il  est 
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quelquefois  possible  ;ï  une  science  de  marquer  dans  une  formule 
définitive  la  lin  de  ses  efforts  el  le  terme  de  ses  progrès^  l'arl  esl 
inépuisable  et  infini,  toujours  jeune  et  toujours  fécond  pour  des 

génies  nou\  eaux    »  (  '  ). 

Nous  sera-i-iJ  permis  d'introduire  ici  un  autre  point  de  vue?  De 
nosjourSj  le  développement  intensif  des  théories  analytiques  et  la 
grande  place  qu'elles  tiennent  dans  les  programmes  réalisent  ce 
résultat  que  c'esl  surtout  à  une  gymnastique  de  rigoureuse  et. 
abstraite  logique  que  sont  exercées  le>  intelligences  de  nos 
jeunes  gens.  Or,  l'expérience  déjà  ancienne  des  examens  dit  trop 
éloquemmenl  combien  incomplète  et  inopérante  est  cette  forma- 
tion si  elle  ne  trouve  pas  un  contrepoids  dans  la  pratique  des 
réalités  plus  concrètes  de  la  Géométrie  ou  de  la  Mécanique.  11  est 
donc  grandement  à  souhaiter  que  le  goût  el  le  culte  de  la  Géomé- 
trie soient  favorisés  dans  notre  enseignement  plus  qu'ils  ne  le  sont 
aujourd'hui . 

Le  livre  de  M.  Vessiol  esl  de  uature  à  contribuer,  mu-  le  terrain 
le  plus  élevé,  à  la  diffusion  de  ces  bienfaisantes  études  où  le  génie 
français  s'est  si  harmonieusement  manifesté  en  élégancjp  et  en 
grandeur.  M.  Vessiot,  qui  esl  aussi  un  analysjte  averti,  asu  donner 
à  si»n  exposition  cette  forme  impeccable  dans  la  précision,,  qni  faci- 
lite précieusement  le  maniement  des  notions  quantitatives  et  des 
formules  générales  où  elles  interviennent. 

Il  a  englobé  dans  son  Livre  tout  ce  qu'il  est  essentiel  de  connaître 
pour  être  à  même  de  lire  avec  fruit  les  travaux  originaux  des  inven- 
teurs. Les  amis  de  la  Géométrie  ne  peuvent  que  se  réjouir  de  l'aide 
que  ce  livre  va  apporter  à  leur  science  favorite,  et  doivent  former 
les  meilleurs  vœux  pour  la  continuation  de  son  succès. 

G.   KoeNics. 


(')  Joseph  Bertrand,  Éloges  académiques.  Hachelle.   1890,  p.  108. 
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VIVANTI  (Giulio).  —  Nuovi  Esercizi  di  Analisi  infinitésimale,  tratti 
i>alli<:  Matkmatighe  APPLICATE.  [Nouveaux  exercices  d'Analyse  infinitési- 
male, tirés  des  Mathématiques  appliquées.]  i  vol.  in-8,  vu-Suo  pages, 
avec  54  figures,  Pavia,  Mattei  e  C,  1916. 

Le  Bulletin  a  déjà  rendu  compte  des  Esercizi  di  Analisi 
infinitésimale  de  M.  (i.  Vivanti  (  '  );  ce  recueil  était .  exclusivement 
consacré  à  des  problèmes  d'Analyse  pure  et  de  Géométrie.  Le 
volume  actuel,  réservé  aux  Mathématiques  appliquées,  constitue 
le  complément  naturel  de  son  devancier.  Le  choix  des  exercices 
qui  le  composent  est  extrêmement  varié  :  on  peut  même  affirmer 
sans  crainte  que  toutes  les  sciences  qui,  à  un  litre  quelconque, 
rélèvent  des  Mathématiques,  y  sont  représentées.  Lu  coup  d'œil 
sur  la  Table  générale  suffit  pour  le  montrer;  on  y  découvre 
aussitôt  les  onze  subdivisions  suivantes  : 

I.  Cinématique,  VII.  Chimie   physique   et  ihermo- 

If.  Statique,  dynamique, 

III.  Théorie  du  potentiel,  VIII.  Technique, 

IV.  Dynamique,  IX.  Astronomie  et  Géodésie, 

V.   Ilydroméeaniqiie     et     hydrau-  X.   Calcul   des   probabilités,  Éco- 

li<|iie,  nomie  et  statistique, 

VI.   Physique,  XI.  Questions  variées. 

Entrer  dans  le  détail  des  différents  sujets  abordés  par  l'  auteur 
est  chose  impossible,  même  dans  une  longue  analyse;  bornons-nous 
à  quelques  remarques.  Dans  l'ensemble,  le  niveau  des  Exercices 
est  celui  d'un  Cours  de  Mathématiques  générales.  \  juste  titre,  le 
calcul  des  intégrales  indéfinies  y  tient  une  part  importante. 
Peut-être  pourrait-on  regretter  (pie  la  méthode  d'intégration  par 
les  fonctions  rationnelles  y  soit  aussi  largement  représentée  ;  'il 
est  pourtant  si  simple  d'intégrer  par  les  fonctions  circulaires  do 
expressions  telles  (pie 


dx  ! 


/.»                   1                          „o  s 

.r2( dx         ou  /      a?3( )    , 

_„       \a  —  xj  J_n      \a-xj 

A  différentes  reprises,  l'Auteur  aborde  des  théories  plus  diffi- 
('  )  Bull,  des  Se.  math.,  -^  série,  t.  XXXVlII,  1914,  ire  Partie,- p:  109-110, 
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ciles,  comme,  }>;ir  exemple,  le  problème  dès  courbes  tautochrones 
ou  l'intégration  par  séries  de  l'équation 

x         8  t-  '         ii'./  '        1  iO/'  -j-  12  ..''  =  o. 

Observons  encore  que  les  Exercices  consacrés  au  frottement 
ont  (i<''  incorporés  à  la  0  Technique  »;  avec  raison,  ils  onl  été 
disjoints  îles  questions  de  Mécanique  rationnelle. 

I  ne  telle  variété  dans  Je  choix  «les  Exercices  aurait  pu  dérouter 
l'étudiant  qui  débute  en  Analyse;  il  \  avall  là  une  difficulté -réelle 
que  L'Auteur  a  très  heureusement  vaincue.  La  correspondance 
entre  les  problèmes  et  les  différents  Chapitres  du  Cours  d'Analyse 
infinitésimale  est  établie  à  laide  d'un  ingénieux  dispositif  :  au 
début  de  chaque  question,  un  svslème  de  numérotage  indique  les 
parties  du  Cours  qui  sont  supposées  acquises;  la  clci  du  numéro- 
tage est  donnée  par  la  Table  qui  termine  l'Ouvrage  et  qui  fait  con- 
naître, inversement,  tous  les  Exercices  dans  lesquels  une  même 
théorie  analytique  trouve  sou  application.  Grâce  à  ce  procédé, 
l'étudiant  pourra  tempérer  constamment  les  rigueurs. d  un  (.ours 
abstrait  par  des  applications  aussi  attrayantes  que  variées. 

La  chose  lui  sera  d'autant  plus  facile  qu'à  la  lin  'lu  Volume  un 
Index  des  termes  techniques  lui  fournil,  sous  une  l'orme  condensée, 
mais  très  claire,  l'explication  de  toutes  les  locutions  étrangères  au 
cours  d'Anahse,  et  figurant  dans  le  recueil.  De  plus,  une  liste 
d'Ouvrages  judicieusement  choisis  permettra  à  l'élève  de  com- 
pléter ses  connaissances  techniques  sans  perle  de  temps.  On  le 
voit,  l'Ouvrage  a  été  minutieusement  étudié  dans  tous  ses  détails, 
et  c'est  très  sincèrement  que  nous  lui  souhaitons  une  diffusion 
aussi  large  que  possible  dans  nos  Universités  françaises. 


PETKOVÏTCH  (Michel)-  —  Les  Spectres  numériques,  avec  une  Préface 
de  M.  Emile  Bouel.  i  vol.  ur.  i'n-8,  vii-iio  pages.  Paris,  Gauthier- 
Yillars  et  G'e,   1 9 1 9. 

«  Spectres  numériques  »,  -  De  prime  abord  le  rapprochement 
parait  plutôt  paradoxal!  El  pourtant,  ce  n'est  pas  la  première  fois 
(pie  ce  mot  de  spectre  est  employé  en  Mathématiques  :  déjà,  dans 
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ses  recherches  sur  les  formes  quadratiques  à  une  infinité  <1<- 
variables,  M.  Hilbert  avait  eu  recours  aux  dénominations  de 
spectre  ponctuel  nu  continu,  et  de  forme  spectrale  (*).  Mais  les 
«  spectres  »  de  M.  Petrovitch  nul  une  signification  entièrement 
différente  :  ci  l'on  <l<>ii  reconnaître  que  la  terminologie  introduite 
par  le  savant  professeur  à  l'Université  de  Belgrade  ne  constitue 
pas  seulement  une  simplification  de  langage  :  elle  s'impose  d'elle- 
même  parla  nature  du  sujel  traité;  et,  plus  d'une  fois,  elle  éveille 
de  troublantes  analogies  entre  des  méthodes  aussi  dissemblables, 
en  apparence,  que  celles  de  la  théorie  des  nombres  el  de  la  disper- 
sion des  rayons  lumineux! 

Le  point  de  départ  (\n  travail  de  M.  Petrovitch  remonte  à  une 
proposition  classique  de  la  théorie  des  (onctions  :  la  puissance  de 
l'ensemble  |  E)  des  fonctions  continues  d'une  variable  esl  celle  du 
continu;  on  peu!  donc  établir  une  correspondance  biunivoque 
entre  les  éléments  de  <  E)  el  les  nombres  S  de  l'intervalle  (o,  i)  par 
exemple.  Mais  comment  réaliser  une  telle  correspondance?  Lé 
procédé  de  M.  Petrovitch  consiste  à  utiliser  la  représentation 
décimale  du  nombre  S  :  ses  figures  décimales  successives,  groupées 
par  tranches  consécutives  suivant  une  loi  convenable^  fourniront 
une  suite  d'entiers  dont  la  connaissance  permettra  d'individualiser 
une  fonction/ (  .r  )  ;  et  S  sera  dit  le.spectre  de/i./i. 

Min  de  préciser  la  notion  précédente,  bornons-nous,  comme 
l'Auteur  lui-même,  aux  fonctions  analytiques,;  une  telle  fonction, 
soit  K  (./'),  esl  pleinement  définie  par  l'un  quelconque  de  ses  élé- 
ments, soii 

a0  -t-  a ,  x  -+- . .  .  -+-  a„  x'1  -+- 

Pour  nous  placer  d.' abord  dans  le  cas  le  plus  simple,  supposons  (pie 
chacun  des  coefficients  an  soit  sur  un  entier  positif  inférieur  à  to  : 

le  spectre  de  Ki.ri  scia  le  nombre  S  dont  la  représentation  déci- 
male es| 


inversement,   Im  r  )  sera  dite  hi  génératrice  spectrale  de  S  que 

(')  Voir  à  ce  sujet  les  Leçons  de  M.  Frédéric  Riesz  sur  les  systèmes  d'équa- 
tions linéaires  à  une  infinité  d'inconnues  (Collection  de  Monographies  sur  la 
théorie  des  fonctions  publiées  sous  la  direction  de  AI.  Emile  Horel,  Paris, 
Gauthier-Villars,  îyio). 
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1  on  pourra  calculer  par  La  formule  ioS  ==  F  (  —  j  ■  II  est  clair  que 

ta  connaissance  approchée' au   nonïbre   S  à    io  "  près  fournira 
exactement  il  coefficients  de  la  fonction  Fi  1    . 

Pour  étendre  la  représentation  précédente  au  ras  (l'une  lune- 
lion  /'<  x)  (Iiuii  le--  coefficients  tajloriens  a&  ont  un  nombre  quel- 
conque de  chiffres,  //,.  uous  déterminerons  un  entier  A*,  fonction 
aussi  simple  ijue  possible  de  l'indice  /  .  el  telle  que  l'on  ail  U  -<  /**; 
soit  ak  le  symbole  formé  par  l'entier  ak  précédé  de  hk —  lk  zéros. 
Pour  spectre  de  la  fonction  f\  x  1,  uous  prendrons  le  nombre  dont 
la  représentation  «décimale  est 


a'k  sera  la  klcme  tranche  du  spectre;  «*,  la  f,1"""  cannelure  el  le 
chiffre  de  rang  i  dans  a*  sera  la/"""  raie  «le  La  tranche  (ou  de  La 
cannelure  1.  Les  hk  —  [k  zéros  constituerpnl  Là  /" '""'  partie  sombre, 
et  le  nu  m  lue  de  ces  zéros  mesu  rera  la  dispersion  «1 11  spectre;  en  lin, 
La  loi  qui  exprime  /i*  en  fonction  de  /  sera  dite  le  rythme  spectral  : 
pour  hk  —  a^  ou  hk  =  ak'-\-b  (a  el  A.  constantes),  on  aura  un 
rythme  uniforme  ou  uniformément  accéléré. 

Prenons,  par  exemple.  a*=CA;  nous  aurons  a*«<  )A'.  nous 
pourrons  adopter,  des  lors,  le  rythme  a*  =  A",  el  nous  déduirons 
le  spectre  S  —  <l>i  1  ».  avec 


'h. ./- 1  =  -    I     f)(  4<rcos*/ 1  d/y 

+  » 
b(x)=  y    qn'+nxn  et  q  —  1 


n=zO 


Revenons  à  la  correspondance  entre  une  fonction  et  -un  spectre  : 
nous  ne  l'avons  établie  jusqu'ici  que  lorsque  les  a„  sont  des  entiers 

ordinaire^,  résultat  qu'on  peut  étendre  au  cas  où  les  an  sont  des 
entiers  de  Gauss.  Mais  op  n'obtient  ainsi qu  une  classe  très  limitée 
de  fonctions,  soient  Ei.ri.  susceptible  d'une  représentation  spec- 
trale. Or  imaginons  que,  f\  x  \  étant  une  fonction  donnée,  à  coef- 
ficients tayloriens  non  entiers,  il  existe  une  opération  fonction- 
nelle A  [y]  qui,  appliquée  à  /  <  x  >.  la  change  en  une  fonction  El  x  >. 
Si  S  est  le  spectre  de  E(;r)',  nous  punirons  convenir  de  le  regarder 
comme  étant  le  spectre  de  /  1  x  1  moyennant  la  transformation  A; 
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d'ailleurs,  rien  ne  limite  le  choix  du  symbole  A  qui  peut  exprimer 
une  opération  algébrique  simple,  un  procédé  réeurrenl,  une 
dérivée  d'ordre  quelconque,  une  intégrale  définie,  etc.  Ainsi, 
lorsque  a„  est  la  racine  carrée  d'un  entier,  on  peut  prendre 


dt. 


o  riant  une  constante  arbitraire,  inférieure  au  rayon  du  cercle  de 
convergence  de  l'élément.  On  conçoij  donc  que  le  champ  d'appli- 
cation de  la  représentation  spectrale  est  extrêmement  «''tendu. 

Une  objection,  toutefois,  pourrait  se  présenter.  La  représen- 
tation spectrale  est  nécessairement  incompatible  avec  les  groupes 
des  opérations  rationnelles  de  l'arithmétique  et  de  l'algèbre.  On 
pourrait  donc  craindre  que,  par. le  fait  même,  la  portée  de  la 
méthode  ne  soit  des  plus  restreintes.  Ce  serait  là  une  opinion 
excessive;  parcourons,  en  effet,  les  dernières  pages  de  l'Ouvrage. 
Elles  contiennent  un  grand  nombre  d'applications  élégantes  de  la 
méthode  spectrale.  Posons,  par  exemple,  ()/,  =  \oh —  i,  et  soit 

S  —  —        —  '      —      -f>    ■)-'// 

9/*         '.»•--/;  9"ih  9  •'.)//' 

partageons  la  suite  des  premières  décimales  de  S,  formant  l'en- 
semble de  la  partie  périodique  et  de  la  première  période,  en 
tranches  successives  de  h  chiffres;  cela  étant,  rentier  forme  par 
la  A"*""'  tranche  coïncide  avec  le  nombre  des  diviseurs  de  /. 
autres  r/ue  i  et  A. 

De  même,  on  peut  obtenir  par  la  méthode  spectrale  le  nombre 
des  partitions  d'un  entier,  la  somme  des  puissances  semblables 
d'entiers  consécutifs,  cl  le  calcul  de  certaines  intégrales  définies. 
Enfin,  appliquée'à  la  Théorie  des  fonctions,  la  méthode  fournil 
une  classification  régulière  de%  fonctions  analytiques.  Par  exemple, 
les  louchons  du  type  E  (x)  dépendent  dé  deux  paramètres  : 

i"  L'entier  3  Ici  que  les  \a„\  (ou  les  ^/Ja«|)  ne  dépassent 
jamais  la  quantité  M  <  8  ; 

•a"  Le  spectre  S,  à  rythme  A/,  =  [iJ  (ou  SA"). 

Mais  quelle?  sont  les  propriétés  intrinsèques  d'une  telle  elassilica- 
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lion  ?  Et  quel  lien  y  a-t-il  entre  l'allure  d'une  fonction  et  les  carac- 
tères arithmétiques  de  son  spectre?  Les  résultats  obtenus  jusqu'ici 
dans  cette  voie  ><>m  extrêmement  clairsemés,  ce  qui  s'explique 
aisément;  car.  suivant  le  mol  de  M.  E.  Borel,  les  difficultés 
d'un  tel  problème  »  sont  énormes  ».  Il  faut  donc  en  savoir 
d'autant  plus  de  gré  à  M.  Petrôvitch  d'avoir  posé  la  question  sous 
une  forme  aussi  expressive  qu'originale. 

1U:\  i.   (  i  lrmer. 


M  KL  \N(iKS 


LES  BIQUADRATIQUES  GAUCHES  ; 
Par  M.   R.  i.i:   MONTESSUS  de  BALLORE 


L' Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  (')  donne  une 
liste  étendue  de  mathématiciens  qui  se  sont  occupés  des  biquadra- 
tiques  gauches  de  première  espèce,  qui  sont  les  intersections  «le 

deux  Surfaces  de  second   ordre. 

Ceux  à  qui  nous  sommes  redevables  des  résultats  les  plus 
remarquables  sont  :  Poncelet,  Monge,  Chasles,  Cayley,  Clebsch, 
Laguerre,  Halphen,  Cremona,  Loria,  Darboux,  Plûcker,  tous 
illustres,  aussi  Killing,  Enders,  Hachette,  R.  Sturm,  et  enfin 
Painvin,  peut-être  le  moins  connu,  qui,  à  peine  cité  parl'Ency- 
clopédie,  a  étudié  avec  une  incontestable  maîtrise  tous  les  cas 
possibles  de' l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre.  Se 
basant  sur  cette  propriété  fondamentale  de  ces  courbes,  découverte 
par  Poncelet,  que  par  toute  biquadratique  passent  quatre  cônes 
du  second  o/dre,  et  pas  plus,  Painvin  (en  même  temps  (pie 
R.  Sturm  et  Cremona)  (lasse  les  biquadratique  s  comme  nous 
l'indiquerons. 

Les  équations  réduites  établies  par  Painvin  permettent  de  former 
des  équations  paramétriques  simples,  et  il  y  a  lieu  de  penser  que 

(')  Edition  française  :  Tome  III,  vol.  4,  fasc.  1  (Gaulhier-Yillais  et  O.  i<m  t). 
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l'étude  des  biquàdratiques)  jusqu'ici  à  peiné  ébauchée,  pourrail 
en  être  grandement  facilitée. 

Nous  allons  résumer  ce  qu'on  sait  des  principales  propriétés  de 
ces  courbes,  en  nous  dispensant,  le  plus  souvent,  de  toute  dé- 
monstration (  '  ).  , 

1.  Soient  S  =  o,  T=o  les  équations,  en  coordonnées  tétraé- 
driques,  de  deux  quadriques.  Quel  que  soit  le  paramètre  A, 
l'équation 

représentera  une  quadrique  contenant  la  courbe  intersection  de  S 
et  <le  I  ;  et  il  existe  quatre  valeurs  de  X  (Xf,  X21  X8,  X4),  telles  que 
les  quadriques  S  -h  À,  T  =  o,  S  4-X2  T=o,  S-f-X3.T==o, 
S  +  ).-,  T  =  o  soient  des  cônes. 

Ces  quatre  valeurs  sont  les  racines  de  {'équation  en  X  : 


—  J.Z 
V  " 


V" 


S'^-HÀtT^. 


'tx        -*ty 

S'-+---X,'T'=o, 


s^-hX.t; 


>.,  t;  =  o. 


Cela  posé,  Painvin  distingue  les  biquàdratiques  que  voici  : 

Première  espèce  :  l'équation  en  X  a  ses  quatre  racines  réelles  el 

distinctes,  et  les  quatre  cônes  sont  réels. 

Deuxième  espèce  :  l'équation  X  a  ses  quatre  racines  réelles  et 
distinctes,  deux  des  quatre  cônes  sont  réels  et  les  deux  autres 
sont  imaginaires  :  notons  de  suite  que  ces  biquàdratiques  sont 
imaginaires. 

Troisième  espèce  :  l'équation  en  X  a  deux  racines  réelles  dis- 
tinctes c[  deux  racines  imaginaires;  ici.  deux  des  quatre  cônes 
sont  réels,  les  deux  autres  sont  imaginaires. 

Quatrième  espèce  :  l'équation  en  A  a  quatre  racines  imaginaires 
distinctes. 


(')  Consulter:  L.  Painvin.  Nouvel/es  Annales  de  Mathématiques,  i868;R.  de 
Montessds  DE  Ballore,  Introduction  à  la  théorie  des  courbes  gauches  algé- 
briques, (joins  libre  professé  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  (Croville- 
.Moraut,  rgi8). 
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Cinquième  espèce:  l'équation  en  X  ;i  deux  racines  égales. 
Sixième  espèce:  l'équation  en  X  a  trois  racines  égales. 

Si  l'équation  en  a  a,  ^m  deux  couples  < I < ■  racines  égales,  soil 
quatre  racines  égales,  la  biquadratique  dégénère  en  une  courbé 
formée  d'une  cubique  gauche  el  d'une  Ligne  droite. 

En  choisissant  convenablement  les  sommets  du  tétraèdre  de 
référence,  Painvin  obtient,  pour  les  différentes  espèces  de  biqua- 
dratiques  qû  on  \  ienl  d'énumérer,  des  équations  rédu îles  qui  vonl 
être  indiquées  à  propos  de  chacune  d'elles.  J'en  ai  déduil  i  loc.  cit.) 
des  équations  paramétriques  forl  simples,  qui  seront  également 
données,   el   qui   m'onl    conduit   à  compléter  la  classification  de 

I  ';iiii\  m. 

2.  Les  biquadratiqu.es  des  espèces  i.  2,  3,  j  sont  dépourvues 
de  points  singuliers. 

En  effet,  c'esl  un  principe  général:  à  une  singularité  de  la 

courbe  gaudie  correspond  un  contact  des  sur/aces  définissant 
la  courbe. 

Soient  alors  <]« ■  1 1  x  quadriques  {rapoortées  à  un  système  de 
coordonnées  tétraédriques  1 

S      =       Vn./'2   --     A    .,     I     -    —     A.;;;    Z2"  >      \   |         'T        -     2  A  {    ,    f  Z     —      >    A  }  ^  X  t 

-+■  2  Ai:iyz  -t-  2  A  ,;  i  t  -f-  2  A  ;V  c  /  =  o, 
T  =  Bu«8-t-  W.i  v1  —  .  .  .  -+■  ■>  l>  ;,  zt  =  n  ; 

nous  supposerons  le  point  x=y=:z  =  o  pris  sur  leur  intersec- 
tibn  :  il  en  résultera  que 

A.44  =  B44  =  o; 

leurs  plans   tangents  en  x  =^=  y :  =  z~==  o  «»nt  respectivement  pour 
équations 

-  S,  =  A ,  v  X  -f-  A  _,.,  y  —  A  r,  ^  =  o, 

-  ï /  —  B14.r  -i-  \>lty  ■+■  Bn3  =  o  ; 

exprimons    que     ces    plans    tangents    sont    confondus,    el.    pour 
simplifier  !<■•>   calculs,   exprimons    qu'ils    sont-  confondus   suivant 
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le  |tl;i)i  :■  =  (>;  cela  suppose 

I 

Aj4=  A24  =  Bu=  B.,4  —  o. 

Dans  ce  cas,  l'équation  X  |  n°  1  i.  relative  aux  deux  quadriques,  se 
i ioii\ e  être 

(À,v+4B»4)V[<  Aa,-+-XBn)(A-22  +  XB2»)— .(A,2-hXBI2-)î]^o; 

on  voit  que  l'équation  en  ).  admet  une  racine  double,  au  moins, 
si  l'on  fait  celle  hypothèse  que  la  biquadràtique  a  un  point  sin- 
gulier. 

Les  biquadratiques  5  ont  un  point  double  ordinaire,  et  les 
biquadratiques  (')  ont  un  point  de  rebroussement. 


APPLICATION    ItKS    FORMULES    GENERALES    DE    CAYLEY    HT    AUTRES 
AUX    BÏQUADRVTIQUES. 

3.  Rappelons  quelques  définitions,  malgré  qu'elles  soient  bien 
connues;  cela  nous  permettra  de  préciser  les  notations  qui  seront 
usitées. 

Degré  d^une  courbe  gauche.  —  Si  ni  est  le  nombre  de  points 
d'une  courbe  gauche  F,  non  infiniment  voisins  les  uns  des  autres. 
qui  sont  situés  dans  un  plan  quelconque,  m  est  le  degré  de  Y . 

Classe.  —  Soit  //  le  nombre  de  plans  oscillateurs  qu'on  peut 
mener  à  la  courbe  par  un  point  donné  :  //  est  la  classe  de  T.  Par 
un  point  quelconque  de  l'espace,  il  passe  //  plans  tangents  à  la 
développable  engendrée  parles  tangentes  à  T. 

Rang.  -  On  nomme  ainsi  le  nombre  de  tangentes  à  la  courbe 
qui  rencontrent  une  droite  quelconque.  Ce  nombre  /•  est  celui  des 
plans  tangents  à  la  courbe  qu'on  peut  mener  par  la  droite. 

On  désigne  par  [j  le  nombre  de  points  de  rebroussement  de  la 
courbe  I\ 

a  est  le  nombre  des  [dans  suroscillateurs  ou  st.ationnaires . 

Deux  tangentes  non  infiniment  voisines  peuvent  se  rencontrer: 
un  plan  quelconque  peut  contenir  un  certain  nombre  x  de  ces 
points  de  rencontre;  on  appelle  ces  points  de  rencontre  .points 
■<iir  deux  droites. 
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Deux  tangentes  non  infinimënl  voisines  qui  se  rencontrenl 
conduisenl  à  la  notion  de  plan  />>(/■  deux  droites,  qui  sont  les* 
plans  contenant  deux  tangentes  :  y  èsl  te  nombre  de  plans  par 
deux  droites  passant  par  un  point  quelconque. 

On  désigne  par  g  le  m  mi  lue  de  droites  d'un  même  plan  par  les- 
quelles on  peut  mener  deux  plans  osculateurs  à  la  courbe;  on 
nomme  ces  droites  :  droites  dans  deux  plans  ou  axes. 

Le  plus  important  de  tous  les  nombres  à  en\  isager  est  celui  des 
droites  (.réelles  on  imaginaires)  issues  d'un  même  point  et  ren- 
contranl  deux  fois  la  courbe  ;  on  le  représente  par  A;  il  est  égal 
au  nombre  de  points  doubles  de  la  projection  conique  ou  cylin- 
drique de  F  sur  un  plan  arbitraire. 

Si  r  n'a  pa>  de  points  doubles,  h  csi  égal  au  nombre  de  cordes 
doubles,  ou  sécantes  doubles,  de  V.  issues  d'un  point  quelconque 
de  I  espace.  Si  I"  a  t  points  doubles,  on  a 


// ,  désignant  le  nombre  de  cordes  doubles  issue-  d'un  poinl  quel- 
conque el  rencontrant  I   en  deux  points  distincts. 

Foumules  de  Ca.yle\  i  ier  groupe).  Ces  formules  sont,  quand 
la  courbe  n'a  pas  d'autres  singularités  que  des  points  de 
rebroussèmenl  : 

n  =  ri  r  —  ii  —  ix  —  !  m .  a  =  \  n  r  — -a)  —  6x  —  S  m, 

r  =  n(n  —  i  i  —  >. g  —  !  a.  m  =  'Sn(n  —  >  i  —  <> ,ç  —  Sa  ; 

elle-  se  réduisent  à  trois;  on  en  déduit,  par  combinaison. 

m  —  -y.  —  3 1  /'  —  n),  ■"  ./'  —  g)  =  (r  —  n )  (r  +  n  —  9). 

Formules  de  Cyvley  i  2e  groupe  i.  —  Ce  sont,  sous  la  même 
réserve  que  pour  le  premier  groupe  : 

r  =  m(m  —  i  i  —  ■>  h  —  \'l.  n  =  3  m  |  m  —  >  i  —  6  h  —  8  3 . 

m  =   /•(  /•  —  i)  —  ->,y  —  3  n,         (3  =  3  r(  /•  —  2 )  —  6 y  —  x  n  : 

«le  ces  dernières  relations,  trois  seulemenl   sont   indépendantes; 

elles  donnent  lieu  à  celles-ci  : 

n  —  3  =  3i  r  m   .  "i  —  //)  =  (/■  —  m  )  (r  -+-  m  —  9;. 
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De  pins,  en  combinant  les  formules  des  deux  groupes,  on  a 

a.  —  (3  ■=  2  (  »:—  m),        x  —y  =  n  —  m, 

2 (#  —  A)  —  (  /?  — . m )  ( n  -4-  m  —  7  ). 

«Si  T  a  rfes  singularités  propres,  autres  que  des  points  de 
rebroussement,  il  faut  faire  les  modifications  que  voici. 

tes  formules  de  Cayley  s'obtiennent  en  partant  des  formules  de 
Pliicker,  relatives  aux  courbes  planes  : 

n  =  m  ( m  —  1)  —  a  8  —  3x,  -.  =  3  »?  (m—  2)  — -  68  —  8  ■/., 

m  =   n(  /i  —  1  )  —  -ii  —  3  t.  x  =  3  n(  n  —  2)  —  6z  —  81. 

On  obtient  le  premier  groupe,  écrit  plus  haut,  des  formules  de 
Cayley  en  faisant 

m  =  /",         n  =  n,         0  =  ar,         x  —  g,         x  =  m,         t  =  a, 

el  le  second  en  prenant 

m  =  m,         11  =  r,         0  —  /*,         t  =  j',         •/.  =  jB,  1  =  n. 

Mais,  se  V  a,  en  outre  de  h{  points  doubles  apparents,  t  points 
doubles  effectifs  ou  nœuds,  il  faut  remplacer  le  nombre  0  des 
formules  de  Pliicker,  non  plus  par  A,  mais  par  'h{  -\-t. 

Si  le  système  constitué  par  T  et  la  dèveloppable  correspon- 
dante possède  G  plans  doubles,  il  faut  remplacer  7  par  g-\-Çj 
(au  lieu  de  ~g)\  si  ce  système  a  u  droites  stationnaires,  ou  d 'mites 
contenant  chacune  trois  points  infiniment  voisins  du  système, 
x  doit  être  remplacé  par  m  -f-  u  au  lieu  de  m  el  par  /?  -(- 'J  au  lieu 
de /i  ;  enfin  si  le  système  a  co  droites  doubles,  il  faut  remplacer 
0  par  x-{-tù,  au  lieu  de  ar,  el  t  par  r  +  w,  au  lieu  de  y. 

(A  suivre.) 


COMPTES   RENDUS   ET   ANALYSES. 


COMPTES    HENDUS    ET    ANALYSES. 


PIGVRD  (Emile).  —  Notice  historique  sur  la  vie  et  l'oeuvre  de  Lokd 
Kelvin,  lue  dans  la  séance  publique  annuelle  de  i Académie  des 
Sciences,  le  ix  décembre  1919.  1  vol.  in-40  de  39  pages.  Paris,  Gauthier- 
Yillars  et  Cie.   1919. 


Le  sujet  que  M.  Emile  Picard,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  a  choisi  pour  son  Discours  à  la  séance  publique 
annuelle  de  cette  académie,  le  22  décembre  i<h<).  mérite  tout 
spécialement  de  retenir  l'attention  du  monde  mathématique. 

Ecrire  une  Notice  sur-la  vie  et  L'œuvre  de  Lord  kelvin,  c'est  en 
effet  esquisser,  dans  ses  traits  essentiels,  l'œuvre  d'un  savant  extra- 
ordinaire qui  emplii  de  son  activité  plus  d'un  demi-siècle  d'intense 
labeur  scientifique  et  d'impressionnantes  découvertes;  c'est  définir 
les  caractères  propres  de  cette  œuvre,  noter  les  progrès  que  la 
Science  lui  doit  aux  points  de  vue  théorique  et  pratique,  faire 
pressentir  les  orientations  qu'elle  est  encore  susceptible  d'imprimer 
aux  recherches  nouvelles. 

La  Notice  que  M.  Picard  consacre  à  Lord  Kelvin  présente  donc 
en  un  puissant  raccourci  l'œuvre  si  originale,  si  variée,  si  féconde 
et  si  importante  de  ce  savant  qui,  sachant  unir  harmonieusement 
la  théorie  et  la  pratique,  se  révéla  à  la  fois  géomètre  ingénieux  et 
profond  et  inventeur  des  instruments  les  plus  variés,  professeur 
d'un  rare  talent  et  remarquable  directeur  de  firme,  théoricien 
pénétrant  et  fervent  partisan  de  l'expérimentation  et  de  la  repré- 
sentation concrète. 

Ce  que  la  Science  doit  à  Lord  Kelvin,  M.  Picard  se  plaît  à  le 
faire  saillir  successivement  en  insistant  à  chaque  fois  un  peu  et  en 
respectant  l'allure  primesautière  que,  par  sa  nature  si  diversement 
et  si  heureusement  douée,  Lord  Kelvin  pouvait  apporter  à  ses 
études,  dans  la  variété  desquelles  il  trouvait,  comme  le  note 
M.  Picard,  le  délassement  nécessaire  à  sa  constante  activité. 

Les  mathématiciens,  comme  les  physiciens,  liront  avec  plaisir 

Bull,  des  Sciences  inatkém.,  t'  série,  t.  XLIV.  (Mars  1920.)  3 
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comment  s'entremêlent,  au  cours  de  la  longue  carrière  de  Lord 
Kelvin,  la  conception  de  théories  nouvelles  appelées  au  plus  bel 
avenir  scientifique  ou  pratique,  l'invention  de  nombreux  appareils 
électriques  el  nautiques,  la  publication  de  grands  ouvrages  et  de 
remarquables  mémoires,  intéressants  à  des  titres  divers. 

M.  Emile  Picard  n'omet  rien  de  ce  qui  est  capital,  depuis  les 
beaux  résultats  qui  firent  remarquer  de  Liouville  le  futur  Lord  (à 
celte  époque  William  Thomson)  et  le  signalèrent  au  monde  savant 
alors  qu'il  étudiait  encore  à  l'Université  de  Cambridge,  jusqu'aux 
dernières  méditations  que  l'illustre  savant  consacra  aux  découvertes 
qui  se  faisaient  en  Physique  sur  le  déclin  de  sa  vie  :  rayons  catho- 
diques, rayons  X,  rayons  de  Becquerel,  radium. 

M.  Emile  Picard  montre  donc  Lord  Kelvin  attachant  son  nom  à 
l'échelle  absolue  de  température;  tirant  un  de  ses  titres  de  gloire 
de  l'introduction  dans  la  Science  de  l'idée  d'énergie  utilisable, 
dont  un  des  résultats  fut  de  créer  une  doctrine  de  l'évolution  du 
monde  inorganique  telle  que  nos  conceptions  de  l'Univers  maté- 
riel s'en  trouvèrent  changées;  se  trouvant  précurseur  d'Helmholtz 
par  sa  théorie  de  l'électrolyse,  et  précurseur  aussi,  par  ses  études 
sur  les  oscillations  de  l'électricité,  des  belles  découvertes  des  ' 
ondes  hertziennes  et  de  la  télégraphie  sans  fil. 

Puis  M.  Picard  explique  dune  manière  très  attachante  comment, 
par  ses  longues  études  du  problème  de  la  propagation  de  l'électri- 
cité dans  un  câble,  sa  clairvoyance  des  analogies  et  sa  persévé- 
rance, Lord  Kelvin  réussit  non  seulement  à  poser  le  premier 
câble  télégraphique  reliant  l'ancien  et  le  nouveau  monde,  mais 
encore  à  résoudre,  par  l'invention  du  siphon  recorder,  la  question 
capitale  des  récepteurs,  devenant  ainsi  le  grand  créateur,  de  la 
télégraphie  transatlantique 

Ici,  M.  Picard  a  l'occasion  de  citer  les  inventions  que  Lord 
Kelvin  fut  amené  â  faire  pour  la  sécurité  de  la  navigation  :  son 
compas  ou  boussole,  son  déflecteur,  son  appareil  de  sondage,  son 
tide  predicter.  11  mentionne  aussi  spécialement  le  Traité  de 
Philosophie  naturelle  que  Lord  Kelvin  écrivit  en  collaboration 
avec  Tait,  traité  dont  la  première  partie  se  distingue  par  des  vues 
nouvelles  en  Mécanique  analytique  et  par  l'étude  des  effets  réalisés 
par  les  gyrostats,  et  dont  la  seconde,  relative  à  la  Physique  du 
globe  et  â  la  Cosmogonie,  contient  des  conclusions  que  de  nom- 
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breuses  mesures,  faites  depuis  lors,  ont  confirmées.  M.  Picard 
retrouve  ensuite  avec  joie  Lord  Kelvin  poursuivant  ses  travaux  sur 
l'électricité,  dotant  la  Science  de  ses  électromètres,  de  ses  volt- 
mètres et  surtout  d'un  système  cohérent  des  mesures  électriques 
qu'il  parvinl  à  faire  adopter  en  union  avec  notre  compatriote 
Mascart. 

Jusque-là,  M.  Picard  a  suivi  les  travaux  inspirés  à  Lord  Kelvin 
parle  monde  visible.  Mais  ce  grand  homme  de  science  ne  fut  pas 
seulement  «  le  champion  de  cette  Energétique  qu'il  contribua 
grandement  à  fonder  »,  il  s'attaqua  aussi  aux  mystères  de  l'invi- 
sible. Il  chercha  à  pénétrer  le  secret  de  la  constitution  de  la 
matière  et  de  l'éther,  d'où  son  hypothèse  célèbre  des  atomes 
tourbillons,  d'où  au>-i  son  idée  postérieure  qu  à  l'éther  et  aux 
tourbillons  il  (allait  ajouter  l'électricité,  d  où  encore  sa  conception 
d'un  éthei  gyrostâtique  qui  résoudrait  toute  difficulté,  d'où  enfin 
ses  célèbres  Leçons  d'Optique  de  Baltimore. 

Ce  serait  insuffisamment  faire  connaître  le  génie  de  Lord  Kelvin 
que  de  se  borner  à  signaler  la  contribution,  si  importante  et  si 
variée  soit-elle,  qu'il  apporte  aux  progrès  de  la  Science;  aussi 
M.  Picard  a-t-il  eu  grand  soin  d'exposer  <c  que  Lord  Rehin  a 
retrouve  par  son  propre  effort  de  ce  qui  était  déjà  du  patrimoine 
de  la  Science.  C'est  ainsi  que  nous  apprenons  comment  il  retrouva,  à 
vingl  ans.  après  Gauss  et  Chasles,  eux-mêmes  précédés  par  Green, 
une  proposition  célèbre  du  problème  de  l'induction  électrique, 
puis,  ayant  à  peine  vingt-cinq  ans,  comment  il  aperçut  la  concilia- 
tion du  principe  de  l'équivalence  et  du  principe  de  Carnot,  et 
beaucoup  plus  tard  comment  il  redécouvrit  la  dispersion  ano- 
male. 

M.  Picard  fait  plus  encore  pour  rendre  intéressant  et  vivant  le 
portrait  qu'il  trace  de  Lord  Kelvin.  11  décrit  le  milieu  familial  et 
intellectuel  qui  forma  les  jeunes  années  du  futur  savant;  note  les 
influences  qu'il  a  subies  au  cours  de  ses  études,  nettement  fran- 
çaises d'abord,  anglaises  fort  longtemps  après;  il  le  situe  au 
milieu  des  savants  dont  il  fut  le  continuateur  ou  le  précurseur, 
rédigeant  à  cet  effet  de  petits  historiques  aussi  clairs  qu'ils  sont 
brefs;  il  étudie  aussi  la  nature  de  l'esprit  et  de  l'intelligence  de 
Lord  Kelvin,  en  signale  les  manifestations  premières  chez  1  étu- 
diant qu'il  remarque  érudit  en  mathématiques,  zélé  pour  la  vérité 
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scientifique,  doué  d'une  grande  capacité  de  découverte  et  déjà 
théoricien  de  grande  valeur;  il  montrera  plus  loin  quelle  fut  sa 
liberté  vis-à-vis  des  idées  scientifiques  même  les  plus  reçues,  son 
enthousiasme  à  répandre  les  connaissances  de  la  Science,  son 
souci  de  bien  définir  le  rôle  et  le  but  de  la  recherche  scientifique. 
Tout  ce  que  M.  Picard  cite  à  ce  sujet  serait  à  reproduire,  mais  le 
faire  entraînerait  trop  loin  dans  l'analyse  d'un  travail  où,  comme 
dans  celui-ci,  la  matière  abonde. 

Ajoutons  seulement  que  M.  Picard  s'est  attaché  à  nous  faire 
aimer  en  même  temps  qu'admirer  Lord  Kelvin,  en  nous  présentant 
un  grand  savant  que  d'innocents  divertissements  amusent,  que  la 
musique  charme  et  qui,  chaque  année,  dans  son  cours  fait  sur  les 
instruments  à  vent  une  leçon  dans  laquelle  il  joint  la  pratique  à  la 
théorie;  que  le  canotage  passionne  et  que  les  choses  de  la  mer 
attirent  au  point  de  se  faire  acheter  par  son  père  un  bateau,  puis 
plus  tard  d'acheter  lui-même  un  yacht;  un  grand  savant  qui 
recherche  la  société  des  savants  et  qui  aime  sa  ville  d'adoption 
jusqu'à  refuser  les  offres  les  plus  pressantes  des  plus  célèbres 
Universités  anglaises;  un  grand  savant  qui  ne  craignait  pas 
d'avouer  où  sa  science  s'arrêtait,  bien  que  son  nom  fût  acclamé 
«  partout  où  In  Science  était  honorée  »,  que  Glasgow  lui  eût  accordé 
le  droit  de  bourgeoisie  et  que  l'Angleterre  lui  eût  conféré  le 
titre  de  chevalier  et  l'eût  élevé  à  la  pairie,  lui  réservant  le  même 
et  suprême  honneur  qu'à  Newton,  la  sépulture  dans  l'Abbaye  de 
Westminster. 

M.  Picard  a  enrichi  toute  cette  brillante  Notice  de  documenta- 
tion sur  nos  amis  d'Outre-Manche,  leur  caractère,  leurs  mœurs 
universitaires  ei  nationales,  d'anecdotes  qui  font  naître  le  sourire, 
de  rectifications  d'histoire  des  sciences. 

Ceux  qui  en  ont  entendu  la  lecture  ont  pu  garder  ce  souvenir 
que  M.  Emile  Picard  a  écrit  une  belle  et  substantielle  page  à  la 
gloire  de  Lord  Kelvin,  à  la  gloire  de  la  philosophie  naturelle,  à  la 
gloire  des  illustres  fiançais  de  notre  grande  école  physico-mathé- 
matique qui  surent  préparer  de  si  belles  voies. 

Ektnest  Lebon. 
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ROCQUES  DESVALLÉES  (H.).  —  Tabi.es  logarithmiques  et  trigonomé- 
triques A  quatre  décimales  (argument  en  arc  et  en  temps)  et  Tables  à 
trois  décimales,  à  l'usage  des  physiciens  et  des  navigateurs,  i  vol.  in-8 
raisin,  xxiv-72  pages.  Paris,  Gauthier-Villars  et  G'e,  1920. 

Dans  la  plupart  des  calculs  que  1  ingénieur,  le  physicien,  l'as- 
tronome et  le  navigateur  sont  appelés  à  exécuter,  l'usage  des  Tables 
de  logarithmes  à  quatre  décimales  est,  en  général,  suffisant. 

M.  H.  Rocques  Desvallées,  calculateur  principal  au  Bureau  des 
Longitudes,  vient  de  publier  un  ensemble  de  Tables  de  logarithmes 
à  quatre  décimales,  dont  l'emploi  rendra  des  services  nombreux 
aux  savants,  quand  leurs  recherches  exigeront  des  calculs  numé- 
riques. Avec  ces  Tables,  l'interprétation  est  rendue  plus  facile  et 
plus  rapide,  les  erreurs  dans  les  calculs  son!  le  plus  souvent  évitées 
et,  de  plus,  l'approximation  du  dernier  chiffre  se  fait  avec  sûreté. 

Il  est  avantageux,  pour  la  solution  de  quelques  problèmes,  de 
diviser  le  degré  en  parties  décimales  ;  c'esl  pourquoi  l'auteur  donne 
une  Table  de  logarithmes  qui  permet  d'obtenir  facilement  la  valeur 
correspondant  au  centième  de  degré,  et  même  nue  valeur  approchée 
correspondant  au  millième  de  degré. 

Dans  un  grand  nombre  de  calculs  astronomiques  et  nautiques, 
les  angles  sont  exprimés  en  divisant  la  circonférence  en  i\  heures  : 
alors,  pour  se  servir  des  Tables  trigonométriques  ordinaires,  il 
faut  convertir  les  heures  en  parties  d'heure,  en  degrés  et  en  parties 
de  degré.  Pour  éviter  les  erreurs  provenant  de  telles  conversions, 
l'auteur  donne  des  Tables  des  logarithmes  des  fonctions  circulaires 
où  l'argument  est  le  temps. 

Cet  Ouvrage  contient  aussi  les  valeurs  naturelles  des  fonctions 
circulaires,  et  les  Tables  logarithmiques  et  trigonométriques  à  trois 
décimales  qui  suffisent  pour  beaucoup  de  calculs  rapides. 

M.  Rocques  Desvallées  a  exposé  amplement  et  clairement  des 
exemples  de  tous  les  calculs  que  son  Ouvrage  permet  d'exécuter 
(voir  p.  vii-xxiv);  grâce  à  cette  dernière  partie  de  son  Avertisse- 
ment, le  calculateur  qui  emploiera  ses  Tables  ne  sera  jamais 
embarrassé. 

Er.  L. 
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LES  BIQUADRATIQUES  GAUCHES 

(  suite  )  ; 

Par  M.  R.  de   MONTESSUS  de  BALLORE. 


Autres  formules.  —  \  oici  trois  autres  formules  non  moins 
importantes  que  les  formules  de  Cayley,  et  relatives  au  cas 
où  r  est  l'intersection  complète  de  deux  surfaces  de  degrés 
respectifs  lu,  v.  (  Il  n'en  est  pas  ainsi  pour  les  cubiques  gauches; 
dans  certains  cas,  deux  quadriques  se  coupent  suivant  une  courbe 
formée  d'une  ligne  droite- et  dune  cubique;  la  cubique  est  une 
intersection  incomplète  de  deux  quadriques)  : 

m  =  [J.V,  r  =  |xv(  |jl-hv  —  2)  —  2t  —  3  (3, 

h  =  -fiv(f*  —  l)(v—  1)  +  /. 

Il  résulte  de  ces  deux  iiernierks  formules  que  si  une  courbe 
gauche  Y  est  V intersection  complète  de  deux  surfaces  de 
degrés  u,  v  (c'est  le  cas  des  biquadratiques)  le  degré  m  de  Y 
est  déterminé. 

De  plus,  si  Von  connaît  le  nombre  t  des  nœuds  de  Y  (c'est 
actuellement  notre  cas,  n°  1),  le  nombre  h  des  points  doubles  de 
la  courbe  perspective  de  Y  sera  déterminé. 

Si  enfin  on  connaît  le  nombre  [i  des  points  de  rebroussement 
(nous  connaissons  |3,  n°  1),  le  rang  r  de  la  biquadratique  sera 
connu. 

Pour  les  biquadratiques,  nous  connaissons  donc  actuellement 
m,  r,  h,  p,  t. 

Nous  allons  calculer  les  autres  éléments. 

Biquadratiques  des  espèces  i,  2,  3,  4-  —  Ces  biquadratiques 
sont  dépourvues  de   points  singuliers  (2).    Nous    pouvons  donc 
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appliquer  les  formules  de  Cavlev  ordinaires,  en  prenant  • 
m  =  4i         ?  =  o,         P  =  o,         /■  =  |xv  fu-v  —  2  )  =  8, 
h  =  —  [j.-i  (  \j.  —  ii  (  v  —  i)  =  a, 

puis 

n  =    rCr  —  i  )  —  >x  —  3  m  =    56  —  2.x  —  il, 

a  =  3rl  /" —  2)  —  6x  —  S  /n  =  1  j4  —  6*F  —  32, 
r  =  8  =  // 1 n  —  1  )  —  2  g  —  3  8 . 
n  =  24  —  12  =  12. 

m  =  4  =  /'(/•  —  [)  —  ■',/  —  3/i  =  56  —  2  v  —  3  n . 

où  nous  n'avons  pris  que  deus  formules  du  second  groupe,  La 
première  étant  identiquement  vérifiée  par  \c>  valeurs  déjà  connues 
de  /•,  m\  h,  j. 

Les  cinq  équations  qu'on  vienl  d'écrire  déterminent  n .  ./ .  y..  g\v'- 

on  trouve 

n  =  12,         x  =  \6>,         a  =  16,         £"=38,        y  =  s. 

On  trouve  de  même  (2)  :  pour  les  biqi  ldratiques  de  cinquième 

espèce, 

m  =  4-         /'  =  G,         n  =  (5,         a  =  4>         P  =  °i         a?  =  6, 
y  =  4,        <?  =  6,        A  =  3,        c*  =  i), 

et  pour  les  biqu  a  pratiques  de  sixième  espèi  i  . 

m  =  4i         r  =  5,         /i  =  4,         a  '=1,         p  =  1, 

a- =  2,         r  =  2.         ^  =  2,         U  =  o). 

GENRES    DES    BIQUADRATIQl  ES. 

i.  Biquadratiques  des  espèces  1.  2.  3,  \.  —  Considérons  deux 
quadratiques  représentées  en  coordonnées  cartésiennes  par  deux 
équations 

A  x%  -+-  A'  y-  ■+-  A"  ^2  -+-  2  B'  yz  -+■  2  B"  sa;  -f-  2  B'"ay 

+  2  C  a-    +2C7    -1-2  C'"-5     -+-  D  =  o, 

A,  xi-h  A'j^2-h  A'J  s2-!-  nW^yz  -+-  iB'[zx  -+-  2B'J'*rx 

-+-2  Ci  2?    -h2C'i^    -f-2C'J'-s     -r-D|  =  o; 

éliminons  z  entre    ces   deux   équations:    nous    obtiendrons   ainsi 
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l'équation  fie  la  projection  de  T,  intersection  de  deux  quadriques, 
sur  le  plan  xOy. 

Cette  projection  est,  nous  le  savons,  une  quartique  plane 
binodale,  puisque  pour  les  biquadratiques  d'espèces  i,  2,  3,  4,  on 
a  h  =  2,  t  =  o,  [3  =  o. 

Or,  l'équation  générale  des  quartiques  planes  binodales  est 

a72^2-t-  u-(ax--t-  by2  -h  eu'2  -+-  ifyu  -f-  igux  ■+-  ihxy)  =  o, 

les  nœuds,  ou  points  doubles,   étant  les   points  communs  à  la 
droite  a  =  o  et  aux  droites  x  =  o,  J'=  O. 

Posons  }'  =  «;/;    l'équation    précédente    devient,    en   divisant 

par  u-  : 

a2 a;2 -h  ax2-+-  6a2  w2-t-  ctt2H-  if%u2-^-  "i.gux-\-  ihxv.u  =  b, 
et  l'on  en  tire 


a?  _  —  (Aa  -f-  #1  ±  /(/îa  +  £)2  —  (a2 -H  a)  (  6a2 H-  2/a  -+-  c) 
u  a2  -+-  a 

Le  polynôme  F(a),  qui  figure  sous  le  radical,  est  du  quatrième 
degré  en  a. 

On  sait  que  a  et  \/F(a)  peuvent  être,  à  la  fois,  exprimés  par 
des  fonctions  elliptiques  de  même  argument;  on  peut  ainsi 
écrire 

cp,  et  ;p2  étant  des  fonctions  elliptiques  de  même  argument. 
Soit 

(6)  u  =  px  -+-  qy  -H-  /•  =  o 

l'équation  développée  de  la  droite  m  =  0.  Les  équations  (a),  (6) 
donneront,  <hK  et  'i;2  étant  encore  des  fonctions  elliptiques  de  même 
argument  : 

(c)  x  =  bi(v),         y  =  <bi(v). 

Cela   fait,   si  nous  éliminons   z-   entre  les  équations  des  deux 
quadriques 

A  ,r2  +  A'72  -+-  . . .  =  o,         A ,  t2  -+-  A',j2  -h  .  .  .  =0, 


nous  en  tirerons 
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\\(x,  y) 
"  —  i ' 


et,  en  remplaçant  #,  y  par  leurs  valeurs  (c),  ;  prendra  à  son  tour 
la  forme 

*  =  W>), 

où  fy3  sera  une  fonction  elliptique  de  même  argument  que  '!/,,  'l2- 

Nous  avons  ainsi  démontré,  très  simplement,  après  Clebsch, 
Killing,  Enders,  Halphen,  Klein.  Loria,  que  les  coordonnées  d* un 
point  d'une  biquadratique  d'espèces  i,  2,  3,  4  peuvent  être 
représentées  paramétriquement  au  moyen  de  jonctions  ellipj- 
tiques  de  même  argument . 

Ces  biquadratiques  sont  dune  de  genre  1. 

Mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que  ce/te  démonstration 
conduit  à  une  représentation  entachée  d'imaginaires,  quand 
les  points  doubles  de  la  quar tique  plane  perspective  sont 
imaginaires. 

Les  biquadratiques  d'espèces  5  et  <>  sont  de  genre  zéro,  nous 
ne  nous  arrêterons  pas  à  le  démontrer  ici. 

ÉQUATIONS   RÉDUITES    DES    BIQUADRATIQUES.    ÉQUATIONS    PARAMÉTRIQUES. 

o.  Les  équations  réduites  des  biquadratiques  gauches  sont  dues 
à  Painvin  (  '  ).  J'en  ai  déduit  (-)  des  équations  paramétriques 
simples,  qui  vont  être  indiquées. 

Première  espèce.  —  On  prend  les  sommets  (réels  et  distincts) 
des  quatre  cônes  pour  sommets  du  tétraèdre  de  référence.  Les 
équations  réduites  sont 

(  X'-t-ayt-hb  zî-\-c  t'2=o, 
j  x'2^-  ci\y--\-  bx  z-  +  C\t-  =  0, 

et  Ton  trouve  pour  équations  paramétriques 

x  y 


fi.  dn  u 


=  t. 


(')   Painvin,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1868.  p.  79. 

(2)  R.  de  Montessus  de  Ballore,  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées, 1917,  p.  io3,  et  aussi  :  Introduction  à  la  théorie  des  courbés  gauches 
algébriques  (  CrovillerMorant,   1918). 
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Observation.  —  On  notera  que  Yx  des  formules  paramt 
est  l'une  des  variables  x,  y,  g,  t  des  équations  réduites  et  non  pas 
forcément  a?  ;  de  même  pour  l'y,  etc.  des  formules  paramétriques. 

Deuxième  espèce.  —  Nous  ne  Fétudions  pas  :  la  biquadratique 
est  imaginaire. 

Troisième  espèce.  —  En  choisissant  convenablement  le  tétraèdre 
de  référence,  en  prenant  notamment  les  sommets  Ct,  C2  des  deux 
cônes    réels    pour  sommets    S,,   S2   du    tétraèdre,   on   arrive    aux 

équations 

|  y* -H  b  (z>-  —  t*)-+-id  zt  —  o, 

j  .r2-+-  6' (s2  —  r2)-+-  îd'zt  =  o, 


(a) 


qui  admettent  la  représentation  paramétrique 

x  y  z  t 


fisiiMdna        venu        pen-w 


-J\ 


\ 


0- 


Même  observation  que  pour  les  biquadratiques  de  première 
espèce. 

On  notera  que  les  biquadratiques  de  troisième  espèce  admettent 
aussi  la  représentation 

(*) 


[isn  u  dn  u        v  en  »        en2  u -\- c        c 

et  que  tout  système  de  cette  forme  représente  une  biquadratique 
de  troisième  espèce.  Mais  la  correspondance  entre  les  systèmes  (a) 
et  (b)  n'est  que  partielle. 

Quatrième  espèce.  —  Ces  biquadratiques  admettent  pour 
équations  réduites  : 

j  aij>2— jK2)-t-  c,(>2—  £2)-f-  ibxxy-\-  id^zt  =  o, 

/   a>(x2 —  jk2  )  -+-  Cy'.  z1 —  t-)  -+-  ib^xy  -t-  id.zt  =  o. 

Les  équations  paramétriques  sont  compliquées;  des  imaginaires 
apparentes  y  figurent.  Elles  peuvent  présenter  deux  formes  dis- 
tinctes, ce  qui  indiquerait  la  présence  de  deux  sous-espèces. 

Cinquième  espèce.  —  Equations  réduites  : 

(   biyt-h  c  z2-)-  d  /2-f-  -2xt  =  o, 
|   b  y*'-\-  Ci22-t-  dxt--+-  ix t  =  o. 

Ces  biquadratiques  sont  unicur sales. 
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Elles  admettent  la  représentation  paramétrique  très  simple 


—  -F~2  y 


d'où  l'on  déduit  facilement  la  représentation  paramétrique  ration- 
nelle, mais  compliquée, 


a  (  fï2  —  c  )2  +  b  (a0  p*  —  2  «  3  —  c  ag  i2 

r 


( a0  p*  —  a  «o  P  -+-  c  x0  ;  (—  m0  3'2  -+-  aca0  P  —  c«0  ) 


e(«oP*—  a«oP-t-cao)(P»—  c) 

/(  a032  —  ■xMop'  -+-  ca„  i* 


On  peut  aussi  représenter  ces  courbes  par  Les  deux  systèmes 
distincts  suivants  : 

or  Y  z 

(«)  —, 5   =  ~^—    =  =  *. 

fisin1©-!    p        vsiiio        pcoscp 

//  x  y  z     - 

[x  shs«p  -+-  p         v  sh  cp         p  et)  o 

Cette  dernière  forme  est  due  à  M.  Vogt,  jeune   mathématicien 
qui  donnait  de  grandes  espérances. 

On  en  conclut  l'existence  de  deux  sous-espèces  (a)  et  [b  ). 
Il  est  bon  de  noter  que  la  sous-espèce  <  /;  )  admet  aussi  la  repré- 
sentation 

(bb)  y 


;ji  cos2  <p -<- p        veosep        Ssiuçcusœ        ecossç 

Sixième  espèce.  —  Equations  réduites  : 

a  y'1  -+-  ix  t    -+-  b  zi  -+-  ■>.  cyt  =  o, 
k(ay'2  -h  %xf)  ■+-  bz*-t-  icyt  =  o; 


équations  paramétriques 


_£_  =  _Z_  _  ■  * .  _  t 
A  fi.4        B  fi*        C  \x 


Ces  biquadratiques  sont  encore  unicursales. 
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CLASSIFICATION    DES   BIQUADRATIQUES. 

6.  Ce  que  nous  venons  de  dire  conduit  à  une  classification  des 
biquadratiques  différant  un  peu  de  celle  qui  a  été  admise  jusqu'ici. 

i°  Biquadratiques  de  genre  i,  dépourvues  de  point  double  et  de 
point  de  rebroussement;  représentation  paramétrique  : 

(    •')  -  =     y      =      z      =  _i_ , 

[j.        v  sn  a        p  en  ii        dnu' 

où  le  discriminant  de  l'équation  en  \  a  ses  quatre  racines  réelles, 
où,  de  plus,  les  quatre  cônes  du  faisceau  ponctuel  de  quadriques 
sont  réels. 

2°  Biquadratiques  de  genre  i.  également  dépourvues  de  point 
double  et  de  point  de  rebroussement  ;  représentation  paramé- 
trique : 

x        —     y  z        _£. 

fxsnudnu        venu        cn-'u-f-c        c' 

ici,  le  discriminant  a  deux  racines  réelles  distinctes  et  deux 
racines  imaginaires;  deux  cônes  sont  réels,  deux  cônes  sont 
imaginaires. 

11  est  plus  conforme  aux  usages  d'écrire 

.    a .  x  y  z  t 


[x  en»  dnu        v  sn  «        sn2»-i-c        c 

3°  Courbes  de  genre  i ,  encore  dépourvues  de  point  double  et  de 
point  de  rebroussement  : 


(<fî) 


X  a^x1  —  y1)  -+-  Ci(^2—  t2)  -+-  ib\xy  -+-  id^zt  —  o, 
I  a,  (  X*  —  yi  )  -t-  c.,  ( z*-  —  t2  )  -+■  i  b<j,xy  -+•  i  d%  z  t  =^-o; 


la  représentation  paramétrique  correspondante  est  compliquée 
d'imaginaires  apparentes;  le  discriminant  a  ses  quatre  racines 
imaginaires.  Il'  semble,  d'après  la  représentation  paramétrique  à 
laquelle  il  est  fait  allusion,  qu'il  existe  deux  sous-espèces,  qu'on 
pourrait  désigner  par  o?1,  ta"2. 

i"  Courbes  de  genre  zéro,   ayanl   un   point  double  ordinaire. 
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Deux  sous-espèces.  Représentations  paramétriques  : 

(«i  1 1  - —    y    — £ t 

psîn*f+P        vsinœ        pcos<p 

(  .j  1 2 ,  r      =    y    —    z    —  ( . 

,0  fxshs«p-+-p         vsho  pclio 

l'équation  <n  /.  dé  ers  biquadratiques  a  deux  racines  égales. 

5°  Courbes  de  genre  zéro,  avant  un  point  de  rebrou ssement. 
Représentation  paramétrique  : 

a  \l*         b  u-         c  [Ji 

pour  ces  biquadratiques,  L'équation  en  X  a  trois  racines  égales. 

Il  y  a  lieu  d'examiner  à  part  le  cas  où  trois  cônes  du  faisceau  de 
cylindres  deviennent  des  cylindres,  les  coordonnées  tétraédriques, 
usitées  pour  la  classification  précédente,  ne  pouvant  |ilu>  être 
employées;  les  biquadratiques  correspondantes  rentrent^  comme 
cas  particuliers,  dans  l'espèce  o\. 

FORMES   DES   BIQUADRATIQUES. 

T.  Ces  formes  ne  •-ont  connues  que  dans  des  cas  particuliers; 
La  description  d'ensemble  n'a  pas  été  faite.  Il  y  a  lieu  de  penser 
qu'il   existe  une   trentaine   de    formes   distinctes.    Les    équations 

réduites  pourraient  utilement  servir  à  l'étude  de  cette  question. 

PROJECTIONS   Si  ÉRÉOGRAPHIQUES. 

8.  Si  l'on  représente  une  surface  du  second  degré  sur  un 
plan  par  une  projection  stéréographique,  une  biquadratique 
©J,  -.pp  tpj  tracée  sur  cette  surface  a  pour  image  une  courbe  plane 
du  quatrième  degré  qui  possédé  deux  points  doubles,  correspon- 
dant aux  deux  droites  doubles  qui  passent  parle  point  de  vue; 
une  biquadratique  cpj  (©J1  ou  ©J8)  ou  ©*  a  pour  image  une  courbe 
ayant  trois  points  doubles. 

PROPRIÉTÉS    PARTICULIÈRES    DES   BIQUADRATIQUES. 

9.  En  premier  lieu,  on  doit  citer  les  propriétés  polaires.  \  oici 
les  principales. 
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Biquadratiques  co*.  —  Les  sommets  des  quatre  cônes  passant 
par  la  courbe  commune  à  deux  surfaces  du  second  ordre 
forment  un  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  chacune  de  ces 
surfaces. 

Biquadratiques  v\.  —  Le  plan  polaire,  par  rapport  à  l'une  ou 
l'autre  des  quadriques,  cV un  point  quelco/ique  de  fa  ligne 
joignant  les  sommets  C,  et  C2  des  deux  cônes  réels,  passe  par 
la  droite  réelle  G3  C4  joignant  les  sommets  imaginaires  des 
deux  cônes  réels. 

I 

Biquadratiqufs  '.p^1  etsj2   ( ( t il   s I ni ] dément   a?*).   —  Soient  C|  le 

sommet  du  cône  correspondant  à  la  racine  double  de  l'équation 
en  X,  et  C2,  C3  les  sommets  des  cônes  correspondant  aux  deux 
racines  simples  :  les  trois  points  C.,  C2,  C:!  sont  les  seuls  qui 
aient  chacun  même  plan  polaire  par  rapport  aux  deux  qua- 
driques. 

Quand  un  plan  tourne  autour  de  C,,  CL,  ses  pôles  par  rap- 
port ci  chaque  quadrique,  qui  sont  distincts  l'un  de  Vautre, 
décrivent  la  droite  C,  C3,  et  réciproquement. 

Le  cône  correspondant  à  la  racine  double  est  conjugué  par 
rapport  au  trièdre  formé  par  les  trois  plans  qui  ont  mêmes 
pôles  par  rapport  aux  deux  surfaces. 

Biquadratiques  es2.  —  Les  sommets  C(,  C2  des  deux  cônes  sont 
les  seuls  points  ayant  même  plan  polaire  par  rapport  aux 
deux  quadriques. 

11  en  existe  beaucoup  d'autres. 

autres  propriétés. 

10.  Biquadratiques  es J.  —  La  courbe  se  compose  de  deux 
branches,  c'est  le  cas  d'arracheitient. 

Biquadratiques  o\.  —  Un  plan  quelconque  passant  par  C{  C2 
rencontre  la  biquadratique,  ou  bien  en  quatre  points  réels,  ou 
bien  en  quatre  points  imaginaires. 

[A  suivre.) 


MÉLANGES. 
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Dans  sa  première  réunion  du  >.\  décembre  1919,  le  Comité 
national  français  des  Mathématiques,  après  avoir  choisi  comme 
président  d'honneur:  M.Jordan;  président:  M.Emile  Picard; 
vire-présidents  :  MM.  Appell,  Borel,  Lecornu,  Le  Pioux  ;  secré- 
taire général:  M.  Kœnigs  ;  secrétaire  :  M.  Galbrun;  trésorier: 
M.  Maluski,  s'est  occupé  de  l'organisation  du  Congrès  des  Mathé- 
maticiens qui,  suivant  le  vœu  émis  a  Bruxelles  par  l'Union  inter- 
nationale provisoire  des  Mathématiciens  <  -  1.  doit  se  tenir  à  Stras- 
bourg, en  1920. 

11  a  l'honneur  d'inviter  à  participer  aux  travaux  du  Congrès  les 
mathématiciens  des  nations  de  l'Entente  et  ceux  des  nations  neutres 
dont  la  liste  a  et»'-  arrêtée  par  la  Troisième  Conférence  interalliée 
des  Académies,  tenue  à  Bruxelles  en  juillet  1919-  Il  leur  fait  savoir 
qu'il  sera  reconnaissant  à  chacun  de  lui  adresser,  le  plus  tôt  pos- 
sible, son  adhésion  personnelle,  pour  des  raisons  d'organisation 
faciles  à  comprendre. 

La  date  de  l'ouverture  du  Congrès  sera  fixée  au  22  septembre. 

Il  se  divisera  en  quatre  sections  qui  seront  subdivisées  elles- 
mêmes  en  autant  de  sous-sections  que  le  nombre  et  la  nature  des 
communications  l'exigeront. 

Section  1  :  Arithmétique,  Algèbre,  Analyse. 

Section  II  :  Géométrie. 

Section  III  :  Mécanique,  Physique  mathématique.  Mathéma- 
tiques appliquées. 

(')  Nous  reproduisons  l'appel  fait  par  le  Comité  national  de  Mathématiques 
pour  un  Congrès  international  des  Mathématiciens. 

(s)  L'Union  internationale  provisoire,  fondée  par  les  mathématiciens  présents 
à  la  Conférence  interalliée  des  Académies  scientifiques,  tenue  à  Bruxelles  en 
juillet  1919,  a  constitué  son  Bureau  comme  suit  :  présidents  d'honneur  :  MM. 
Lamb,  Picard,  Volterra;  président:  M.  de  la  Vallée  Poussin:  vice-président  : 
M.  Voung:  secrétaires  :  MM.  de  Donder,  Kœnigs,  Petrowitch,  lleina. 

Deux  jours  avant  l'ouverture  du  Congrès  aura  lieu  la  constitution  définitive 
de  l'Union  mathématique  internationale. 
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Section  IV  :  Questions  philosophiques,  historiques,  pédago- 
giques. 

Des  comptes  rendus  comportant  au  moins  un  résumé  des  tra- 
vaux du  Congrès  seront  envoyés  à  chaque  souscripteur. 

Un  programme  détaillé  donnant  les  indications  concernant  le 
voyage  et  le  logement,  ainsi  que  celles  relatives  aux  réceptions  et 
excursions  organisées,  sera  publié  ultérieurement. 

Le  Président  du  Comité  national  français, 
Emile  Picard. 


RENSEIGNEMENTS    COMPLEMENTAIRES. 

I.  Les  droits  d'inscription  en  qualité  de  Membre  du  Congrès 
sont  fixés  à  60  francs  par  personne  payables  à  M.  Vaïiron,  tré- 
sorier du  Congrès  (  52,  Allée  de  la  Robertsau,  Strasbourg). 

Moyennant  une  cotisation  de  3o  francs,  toute  personne  de  la 
famille  d'un  des  membres  aura  droit  aux  mêmes  privilèges  que 
celui-ci,  à  l'exception  de  l'envoi  d'un  exemplaire  des  comptes 
rendus. 

II.  Toute  personne  désireuse  de  faire  une  ou  plusieurs  Commu- 
nications au  Congrès  est  priée  d'en  aviser  M.  Kœnigs,  secrétaire 
général  du  Comité  national  français  (96,  boulevard  Raspail, 
Paris  ),  et  de  lui  en  faire  connaître  le  sujet  avant  le  r1  juillet. 

III.  Pour  toute  demande  de  renseignements,  s'adresser  soit  à 
M.  Kœnigs,  soit  à  M.  Villat,  président  du  Comité  local  d'organi- 
sation du  Congrès  (11,  rue  du  Maréchal-Pétain,  à  Strasbourg), 
soit  à  M.  Galbrun,  secrétaire  du  Comité  national  français  (i4, 
avenue  Emile-Dcschanel,  Paris). 
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Annuaire  pour  l'an  1920  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes.  Avec 
des  Notices  scientifiques  :  1"  La  prévision  de  la  houle,  pur  J.  Renaud 
(p.  A.1-A.27);  i"  Les  nouvelles  unités  légales  de  mesures  indus- 
trielles, par  Gh.  Lallemand  (p.  B.i-B.64).  \  vol.  in-16  de  822  pages, 
avec  \f\  figures,  5  cartes  célestes  et  3  cartes  magnétiques.  Paris,  Gau- 
tliier-Villars  et  C'e,  1920. 

Pour  signaler  au  public  Y  Annuaire  du  Bureau  des  Longi- 
tudes pour  Van  1920,  rien  n'est  plus  indiqué  que  de  reproduire 
la  partie  de  l'Avertissemenl  consacrée  au  présent  Volume,  nous 
réservant  de  donner  ensuite  une  idée  des  deux  Notices,  toutes 
deux  importantes  et  de  pleine  actualité,  qui  feront  rechercher 
cet  Annuaire,  l'une,  par  les  navigateurs  et  les  services  publics 
chargés  de  l'aménagement  des  côtes,  l'autre,  par  le  très  grand 
nombre  de  négociants  et  industriels  qui  ont  intérêt  à  posséder  le 
détail  des  lois  récentes  sur  les  nouvelles  unités  de  mesure  et  qui 
sont,  en  même  temps,  désireux  de  connaître  dans  ses  principes  le 
nouveau  système  de  mesures  sanctionné  par  ces  lois. 


En  ce  qui  concerne  le  présent  Volume,  lit-on  dans  l'Avertisse- 
ment, on  a  fait  un  certain  nombre  de  suppressions  dans  les  articles 
insérés  aux  Annuaires  des  années  antérieures.  Chaque  suppres- 
sion est  indiquée  à  la  place  où  l'article  devrait  figurer,  avec  un 
renvoi  au  Volume  qui  contenait  le  renseignement  supprimé. 

Dans  le  premier  Chapitre,  les  Tables  du  calendrier  ont  été 
préparées  par  M.  Rocques  Desvallées. 

Dans  le  troisième  Chapitre,  on  a  placé  à  la  suite  de  l'article 
Temps,  les  renseignements  sur.  les  Fuseaux  horaires  et  les 
Tableaux  des  Heures  légales  qui  figuraient  autrefois  dans  le  qua- 
trième Chapitre.  Dans  le  même  Chapitre  figure  la  suite  de  l'article 
sur  les  Cadrans  solaires  (191 8),  par  M.  Bigourdan. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a'  série,  t.  XLIV.  (Avril  1920.)  4 
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Le  quatrième  Chapitre  ne  contient  que  les  Notes  essentielles 
sur  les  Mesures  légales  et  sur  les  Monnaies. 

Dans  le  cinquième  Chapitre  [Données  physiques  et  chimiques), 
un  certain  nombre  de  Tableaux  ont  été  corrigés  d'après  les  données 
qu'ont  bien  voulu  fournir  des  spécialistes;  celui  de  la  Densité  des 
corps  simples  aétévrevu  par  M.  Hackspill,  celui  de  la  Densité 
des  substances  diverses,  par  M.  Robert,  ceux  de  la  Dilatation, 
des  points  de  fusion  et  d'ébullition,  par  M.  Timmermans,  celui 
des  Constantes  relatives  à  l'état  critique,  par  M.  Mathias,  celui 
des  Longueurs  d'onde,  par  M.  le  général  Ferrie  (Ondes  élec- 
triques) et  par  M.  de  Broglie  (Radioactivité  et  rayons  X),  ceux 
des  Equivalents  électrochimiques  et  de  Thermochimie,  par 
M.  Ch.  Marie,  ceux  des  Principaux  alliages  industriels,  par 
M.  Nicolardot,  celui  de  la  Composition  des  différents  combus- 
tibles, par  M.  Oswald  et  ceux  relatifs  à  Y  Analyse  des_vins,  bières 
et  cidres,  par  M.  Lutz. 

Dans  sa  Notice  sur  La  prévision  de  la  houle,  M.  J.  Renaud 
donne  des  renseignements  de  la  plus  haute  importance  sur  la 
connaissance  et  la  prévision  possible  et  nécessaire  d'un  phéno- 
mène qui  n'est  que  trop  fréquent,  et  dont  les  effets  destructeurs 
sont  à  redouter  tant  pour  la  navigation  que  pour  la  prospérité 
économique. 

M.  J.  Renaud,  après  avoir  indiqué  qu'il  n'étudiera  que  les 
causes  les  plus  fréquentes  de  la  houle,  c'est-à-dire  les  causes 
météorologiques,  et  après  avoir  tracé  le  plan  de  sa  Notice,  définit 
le  phénomène,  détermine  les  caractères  des  lames  qui  le  com- 
posent, en  résume  la  théorie  et  fait  remarquer  que  l'expérimen- 
tation confirme  les  résultats  donnés  par  l'analyse. 

Ces  résultats,  touchant  les  dimensions  de  la  houle,  la  transmis- 
sion de  l'agitation  due  à  la  houle,  la  transformation  des  lames  de 
la  houle,  la  force  de  la  houle,  sont  à  retenir.  En  voici  l'essen- 
tiel : 

«  les  dimensions  d'une  houle  dépendent,  d'une  part,  de  la 
violence  et  de  la  durée  du  vent  qui  l'a  produite,  et,  d'autre  part, 
de  l'étendue  et  de  la  profêndeur  de  la  mer  dans  laquelle  elle  se 
propage  »  ; 
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«  en  plein  océan,  l'agitation  due  à  la  houle  s'étend  à  de  grandes 
profondeurs  »  ; 

«  la  houle,  en  arrivant  sur  le  talus  sous-niarin  qui  se  trouve  en 
avant  du  rivage,  change  de  forme  »  ; 

«  en  un  point  donné  du-  littoral,  la  profondeur  à  laquelle  se 
forme  le  premier  brisant  caractérise  le  plus  souvent  la  force  de  la 
houle  ». 

Ainsi  se  trouve  mise  en  évidence  la  solidarité  de  phénomènes 
géographiques  se  manifestant  à  de  très  grandes  distances  l'un  de 
l'autre,  et  la  possibilité  de  la  formation,  d'une  houle  dans  de  très 
lointaines  régions  subissant  de  graves  troubles  atmosphériques; 
d'où  la  nécessité,  pour  connaître  le  régime  d'un  littoral,  d'en 
déterminer  les  influences  lointaines,  et,  par  conséquent,  d'établir 
un  service  de  renseignements  avertissant  du  passage  des  cyclones 
et,  dans  les  parages  intéressés,  des  typhons. 

Ayant  indiqué  la  méthode  à  adopter  dans  la  prévision  des  raz 
de  marée,  M.  J.  Renaud  illustre  son  expose  d'un  exemple  très 
parlant  :  les  côtes  atlantiques  du  Maroc,  Cet  exemple  significatif 
offre  à  M.  J.  Renaud  L'occasion  de  déplorer  que  la  création  d'abris 
devant  chaque  ville  du  littoral  n'ait  pas  précédé  l'établissement 
d'un  grand  port  et  que,  dans  la  construction  d'un  port,  tel  que 
celui  de  Casablanca,  il  se  trouve  des  jetées  établies  par  de  trop 
grands  fonds,  jetées  qui  auront  à  subir,  à  l'occasion,  le  choc  terrible 
du  premier  brisant. 

Enfin,  M.  Renaud  indique  les  travaux,  assez  peu  nombreux 
malgré  la  gravité  du  problème,  qui  ont  suivi  sa  première  tenta- 
tive (en  1906)  de  faire  installer  au  Maroc  un  service  de  prévision 
de  la  houle.  11  cite  une  lettre,  du  10  mai  io,i3,  du  chef  de  la  Divi- 
sion navale  au  Maroc,  M.  le  capitaine  de  vaisseau  Simon,  le 
.Mémoire  de  M.  le  lieutenant  de  vaisseau  Lacroix  étudiant  la  prévi- 
sion des  houles  sur  la  côte  atlantique  du  Maroc,  et  celui  de  l'en- 
seigne de  vaisseau  M.  Rolland,  et  il  explique  comment  aucun  des 
procédés  préconisés  ne  fut  adopté.  Enfin,  la  question  ayant  été 
reprise  en  janvier  191»)  par  M.  le  capitaine  Gain,  attaché  à  la 
Section  de  Météorologie  maritime  au  Service  hydrographique, 
les  règles  de  prévision  qu'il  propose  ont  été  aussitôt  mises  à 
l'essai.  Des  radiotélégrammes  quotidiens,  envoyés  de  la  Tour  Eiffel 
aux  stations  du  Maroc,  annoncent  la  baisse  barométrique  qui  se 
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produit  en  Irlande  ou  en  Islande  d'où  la  houle  déferle  sur  la  côle 
ouest  marocaine.  Avertie  au  moins  \ 8  heures  à  l'avance,  la  station 
de  Casablanca  peut  prédire  à  temps  l'arrivée  de  la  houle. 

Le  littoral  atlantique  français  voisin  de  la  côte  espagnole,  les 
côtes  espagnoles  atlantiques,  les  côtes  portugaises,  ainsi  que  la 
côte  africaine  sud  marocaine  ayant  le  même  régime  que  la  côte 
atlantique  marocaine,  le  même  procédé,  qui  présente  déjà  90 
pour  100  de  probabilités  et  qui  est  susceptible  d'amélioration, 
pourrait  avec  avantage  leur  être  appliqué. 


La  Notice  que  M.  Ch.  Lallemand  consacre  aux  nouvelles  unités 
légales  sanctionnées  par  la  Loi  du  2  avril  19 19,  pour  les  unités 
principales,  et  par  le  Décret  du  26  juillet  suivant,  pour  les  unités 
secondaires,  est  un  historique  précieux  concernant  l'adoption  du 
nouveau  Système  de  mesures  industrielles  et  commerciales. 

M.  Ch.  Lallemand  débute  par  un  exposé  relatif  aux  anciennes 
mesures  qu'il  énumère,  dont  il  rappelle  l'origine,  dont  il  explique 
les  noms  et  dont  il  relève  les  défauts.  Cet  exposé  est  suivi  de 
résumés  se  rapportant  au  Système  métrique,  créé  en  1795,  plus 
cohérent,  et  qui  a  rencontré  une  faveur  quasi  universelle;  au 
Système  C.  G.  S.  qui  répond  si  bien  aux  besoins  des  physiciens, 
étant  fondé  sur  l'emploi  du  centimètre,  du  gramme  et  de  la 
seconde  de  temps  moyen,  mais  qui,  à  cause  de  ses  trop  petites 
unités,  ne  peut  constituer  un  système  d'unités  pratiques;  enfin  au 
Système  d'unités  électriques  pratiques,  que  les  électriciens  ont 
substitué  au  Système  C.  G.  S.,  et  qui  forme  un  groupe  homogène, 
dont  les  unités  sont  Y  ohm,  le  volt,  Y  ampère,  le  coulomb,  le  joule, 
le  watt. 

Pour  satisfaire  aux  besoins  de  la  technique  industrielle,  il  fallait 
opérer  dans  les  unités  de  masse  et  dans  les  unités  mécaniques  une 
transformation  semblable  à  celle  que  les  électriciens  avait  réalisée 
dans  leur  domaine  propre.  Il  fallait  aussi  sanctionner  les  unités 
calorifiques  et  optiques  déjà  employées  dans  les  transactions  com- 
merciales. 

Une  Commission  interministérielle,  dont  M.  Charles  Lallemand 
faisait   partie,    fut   chargée    d'examiner   la   question.    Après    une 
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étude  minutieuse,  elle  adopta  le  Système  M.  T.  S.,  calqué  sur  le 
Système  C.  G.  S.,  mais  où  le  centimètre  et  le  gramme  sont  rem- 
placés par  le  mètre  et  la  tonne  répondant  mieux,  aux  besoins  des 
grandes  industries.  Aux  unités  principales,  mètre,  tonne,  seconde, 
sont  adjointes,  dans  ce  Système,  des  unités  pour  les  angles  et  les 
densités,  les  quatre  unités  électriques  pratiques  de  résistance, 
intensité  de  courant,  différence  de  potentiel  et  quantité  d'électri- 
cité, des  unités  calorifiques  et  des  unités  optiques. 

Le  projet  de  cette  Commission,  qui  fut  soumis  aux  Associations 
les  plus  intéressées,  fut  approuvé  |»ar  la  Commission  de  Métro- 
logie usuelle,  le  Bureau  national  des  Poids  et  Mesures  et  le  Comité 
consultatif  des  Arts  et  Manufactures,  par  le  Comité  de  la  Confé- 
rence internationale  des  Poids  el  Mesures,  et  reçut  enfin  la  haute 
sanction  de  l'Académie  «les  Sciences  qui,  s'exprimant  par  l'organe 
de  M.  Violle,  en  des  paroles  mémorables  déclara  ne  pouvoir  «  qu'ap- 
prouver la  pensée  d'élargir  notre  législation  des  Poids  et  Mesures. 
A  la  France,  ajoutait-elle,  qui  a  donné  au  monde  le  Système 
métrique  décimal,  il  appartenait  d'en  consacrer  le  développement 
sous  une  forme  capable  d'amener  l'unification  législative  des 
mesures  actuellement  employées  dans  les  transactions  internatio- 
nales ...». 

M.  Lallemand  termine  sa  Notice,  si  utile  et  si  intéressante,  par 
quelques  indications  complémentaires  sur  les  nouvelles  unités 
légales.  Il  signale  les  unités  principales  qui,  pour  la  première  fois, 
sont  sanctionnées  par  la  loi  :  la  seconde  (unité  de  temps),  Yohm 
(unité  de  résistance  électrique),  Y  ampère  (unité  d'intensité  de 
courant),  le  degré  centésimal  (unité  de  température),  la  bougie 
décimale  (unité  d'intensité  lumineuse).  Il  signale  aussi  les  prin- 
cipales innovations,  réalisées  par  le  Décret,  pour  les  unités  secon- 
daires, c'est-à-dire  pour  les  unités  géométriques  (à  propos  des- 
quelles M.  Lallemand  donne  des  détails  intéressants  sur  le  litre), 
pour  les  unités  mécaniques,  les  unités  calorifiques,  les  unités 
optiques. 

Enfin,  M.  Lallemand  fait  connaître  les  mesures  transitoires  qui 
laissent  en  usage,  pour  quelque  temps,  à  titre  provisoire,  certaines 
unités  géométriques  et  mécaniques. 

A  la  suite  de  son  exposé.  M.  Lallemand  publie  in-extenso,  sous 
le  titre  :  Documents  annexes  (p.  B.22-B.63),  la  Loi  du  2  avril 
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1919  sur  les  unités  de  mesures,  avec  le  Tableau  des  étalons  et  des 
unités  commerciales  et  industrielles  qui  suit  le  texte  de  la  loi;  le 
Décret  du  26  juillet  1919  portant  Règlement  d'administration 
publique  pour  l'exécution  de  la  loi  du  2  avril,  avec  ses  deux 
annexes  relatives  l'une  au  Tableau  général  des  unités  commer- 
ciales et  industrielles,  l'autre  à  la  Correspondance  des  degrés  Baume 
et  des  densités. 

En.  L. 


MÉLANGES 


LES  BIQDADRATIQDES  GAUCHES 

(  suite  et  fin  1  : 
Par  M.  R.  de  MONTESSUS'de  BALLORE. 


Biquadiutioues  es".  —  Un-plan  quelconq ue passant  par  Ct  C2 
ou  C3  C4  ne  rencontre  cette  courbe  qu'en  deux  points  réels. 
Lcl  biquadratique  se  compose  de  deux  branches  distinctes. 

Biqv vuratiques.  9„ .  —  Les  points  de  contact  des  plans  tan- 
gents menés  à  chacune  des  quadriques  par  la  droite  C2  C3 
sont  en  ligne  droite  avec  le  point  C{  ;  les  quadriques  se  touchent 
en  C(. 

Les  cônes  ayant  leurs  sommets  m  C2,  C3  sont  respectivement 
tangents  au  plan  tangent  commun  C,C2C3  aux  deux  qua- 
driques; C2  Ci  et  C3  C,  sont  les  génératrices  de  contact. 

La  biquadratique  a  un  point  double  au  point  où  les  qua- 
driques se  touchent;  les  tangentes  en  ce  point  double  sont  les 
intersections  du  plan  tangent  commun  avec  le  cône  correspon- 
dant à  la  racine  double  de  l'équation  en  X;  ces  tangentes  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  qui  joignent 
le  point  double  aux  sommets  des  deux  autres  cônes. 

Biquadratiques  'yI-  —  La  biquadratique  a  un  point  de 
rebroussement  au  point  où  les  quadriques  se  touchent. 
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PROPRIÉTÉS    MISES    EN    ÉVIDENCE    PAR    LES    REPRÉSENTATIONS    PARAMÉTRIQUES. 

11.  Nous  nous  occuperons  seulement  des  biquadratiques 
ce*,  <p*.  Une  étude  analogue,  non  encore  faite,  pour  les  autres 
biquadratiques,  donnerait  des  résultats  tout  à  fait  intéressants. 

Soient,  en  coordonnées  tétraédriques, 

-  =     y     a      z      =     l 
u.        v  sn  u        p  en  u        du  u 

les  équations  d'une  biquadratique  cp*,  et 

x  y  s  t 


|icn«dni(        v  su  u        sn*M-(-c        c 
celles  d'une  biquadratique  cp*. 

Biquadratiques  cp* .  —  Les  coordonnées  tétraédriques  sont  les 
distances  du  point  M  (#, y,  s,  t)  aux  plans  S2S3S,,  S3SiSt, 
S  4  S,  S2,  S,  S2  S3,  où  S(,  S2,  S3,  S4  sont  les  sommets  du  tétraèdre 
de  référence. 

Prenons  S4'  St,  S4  S2,  S4  S:,  comme  axes  Ox\  O/',  O^'  d'un 
système  de  coordonnées  cartésiennes;  x\  y',  z',  longueurs  des 
parallèles  à  S,  S4,  S2  S-,,  S3  Ss  menées  par  M  et  limitées  aux  plans 
S4  S2  S3,  S4  S3  S,,  S4  S,  S2,  sont  liées  à  se, y,  z  par  des  relations 

x  =  7.x',        y  =  $y',         z  =  y*'; 
x.y,  s,  t  sont,  de  plus,  liés  par  une  relation  linéaire 
px  -+-  g  y  -+-  rz  —  t  =  s. 

py.x'  -*r  q  $y'  -t-  r^z' —  s 
dn  u 

et  ces  rapports  sont  égaux  à  celui-ci  : 

—  5 

dn  a  —  pu.  —  qv  sn  u,  —  rp  en  a 

de  sorte  que,  en  coordonnées  cartésiennes  (obliques),  les  biqua- 


On  a  donc 

•   a  x'           $y' 

t*' 

u.         vsnu 

p  en  u 
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dratiques  es*  sont  représentées  par  un  système  de  la  forme 

olx'         $y'  y  z'  s 

[jl  v  s n  u        p  en  u       p  fi.  -t-  q  v  sn  u  ■+-  r  p  en  u  —  d n  u 

ce  que  nous  écrirons,  en  simplifiant  un  peu  récriture, 

Ia 
x  ~  T 1 i ' 
/i+(sn«  +  mcn«  +  ndn« 

b  sn  // 


(<pî)  \y  = 


h  -t-  l  sn  u  -+-  m  en  u  -+-  n  d  n  u 
c  en  u 

h  +  /siih  +  mcn«-i-  ndn  u 


On  trouve  de  même,  pour  les  biquadratiques  z>l, 

ocnudnw 
y  sn2  u  -+-  g  en  u  dn  u  ■+■  h  sn  u  -\-  j 

b  sn  u 

f  sniu  +  ^cn«dii(t  +  /isnM+y 

d 


(<PÎ)  'J 


/  sn2  u  -4-  g  en  «  dn  u  -4-  A  sn  t/.  -\-  j 


Si  Ion  se  donne  #,  y,  c,  on  peut  exprimer  snw,  cnw,  dn«  par 
les  formules  suivantes  : 

a    y  a  z 

sn«  =  T  -,  en  u  = » 


dn  u  =  — 


bJ         c 


n  x 


d   y                     d  z      \           d  z 
sn  u  =  ■=-  —  t     c  n  m  = j —  = 

o    z  a  a-  dn«        a  a? 


i/-*'l5)- 


(dn"=+\/'-'1^5 


Considérons  un  système  de  périodes  appartenant  à  la  fois  à 
sn,  en,  dn,  par  exemple  4  K,  4  J  K'  ;  soit  P  un  parallélogramme  des 
périodes  4  K,  4  ' "K ';  il  suffit  de  considérer  les  valeurs  de  u  appar- 
tenant à  ce  parallélogramme. 

Points  réels  de  la  biquadratique.  —  Les  coordonnés  x,  y,  z 
d'un  point  de  la  courbe  sont  réelles  quand  sn«,  cn«,  dnw  le  sont 
ensemble,  c'est-à-dire  quand  u  varie  de  zéro  à  4K. 
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Condition  pour  que  quatre  points  de  la  biq uadratique  soient 
dans  un  même  plan.  —  Coupons  la  courbe  par  le  plan  n, 
d'équation 

{  n  )  A  x  -h  By  +  Ca  +  D  =  o, 

d'où 

(pourcp*)     Aa-fBèsn«  +  Gccnu 


(i) 


(pour  .if  i     A<7  en  u  dn  u  -+-  B  b  sn  u  -+-  Cd 

-+-  D(/sn2K  -h  g  en  u  dn  u  -h  h  sn  u  -h  j  )  =  o; 


le  premier  membre,  tant  de  l'une  que  de  l'autre  de  ces  équations, 

est  une  fonction  elliptique  ayant  quatre  pôle-, 

(2)  i'K,     t'K-4-2"K,     —  ih',     — ïK'-+-2K, 

dans  le  parallélogramme  P.  Ce  premier  membre  a  donc  aussi 
quatre  zéros  dansP;  autrement  dit,  l'une  ou  l'autre  des  équations  (1) 
a  quatre  racines  «,,  u2,  u:i.  u,  auxquelles  correspondent  les  quatre 
points  communs  au  plan  IT  et  à  la  biquadratique. 

Comme  la  somme  des  zéros  de  la  fonction  elliptique  qui  constitue 
le  premier  membre  de  l'équation  (1)  ne  diffère  de  la  somme  des 
pôles  (2)  de  cette  même  fonction  que  par  un  multiple  des 
périodes  4K>  4  '"K-'j  on  a^  entre  «,,  u2-,  «a,  w4,  la  relation 

(3)  i<\  —  u>~  u.i—  «;  =  4  mK  -+-  $niK'. 

Si  cette  condition  est  vérifiée  pour  quatre  arguments 
//,,  «o,  «3,  U4,  les  quatre  points  correspondant  à  ces  arguments 
sont  dans  un  même  plan. 

En  effet,  construisons  le  plan  passant  par  les  trois  points  M,, 
Mo,  M3,  d'arguments  a,,  u2,  u3.  Ce  plan  coupe  la  biquadratique 
en  un  quatrième  point  My,  dont  l'argument  u\  vérifie  la  rela- 
tion (3) 

w,  +  «2+  «a+  u\  —  ini'K  -T-  4"'iK  ; 
donc 

«t  —  u'4  =  4 (  m'  —  m) K  -j-  4 (/*  —  n')iK'  ; 

il  en  résulte  qu'à  K4,  u\  correspond  le  même  point  M4,  puisque 
le  second  membre  est  une  période  de  sn,  en,  dn  :  à  U*  correspond 
donc  le  point  M4,  situé  dans  le  plan  M,,  M2,  M3. 

4- 
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A  toute  propriété  générale  des  fonctions  elliptiques  correspond, 
on  le  comprend  par  ce  qui  précède,  une  propriété  des  biquadra- 
tiques  cp*,  ro\.  C'est  ainsi  que  : 

//  existe  quatre  plans  bitangents  passant  par  une  tangente 
donnée  ; 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  bitangents  menés 
par  la  tangente  en  M,  reste  constant  quand  M,  se  déplace  sut- 
la  courbe;  ce  rapport  est  égal  au  carré  du  module  k-  des 
/onctions  elliptiques  servant  à  la  représentation  paramétrique; 

D' un  point  de  la  biquadratique,  on  peut  mener  neuf  plans 
oscillateurs  à  la  courbe; 

Toute  biquadra tiq ue  cp*,  -i]  a  r6  sommets,  c'est-à-dire- jo'  points 
où  il  existe  un  plan  h i tangent  dont  les  deux  points  de  contact  sont 
confondus;  8  sommets  sont  réels,  8  sommets  sont  imagi- 
naires: 

Soit  S  une  quadrique  contenant  la  biquadratique  :  une  géné- 
ratrice d'un  système  déterminé  de  S  rencontre  la  biquadra- 
tique en  deux  points,  dont  les  arguments  «,,  «2  ont  une  somme 
constante,  à  une  période  près,  quand  on  passe  d' une  généra- 
trice à  une  autre  ; 

Polygones  inscrits  dans  une  biquadratique  z>\,  cp;,  les  côtés  de 
ces  polygones  étant  des  génératrices  d'une  surface  du  second  ordre 
passant  par  la  courbe  :  quand  le  quadrilatère  se  ferme,  la 
somme  des  arguments  de  deux  sommets  consécutifs  est  un  quart 
de  période. 

Nous  ne  prolongerons  pas  cette  énumération. 

BIQU ADItATIQUKS    PARTICULIÈRES. 

12.   L'ellipse  logarithmique  est  l'intersection  d'un  paraboloïde 

>\c   révolution  et    d'un  cylindre  elliptique  ayant  même  axe  que  le 
paraboloïde.  Ses  équations  sont 


si  1  on  pose 
on  trouve 


r2  -i~  V2  —    ■>  /    Z  X'  y~    —    . 

a1         l>- 
,x?  =  a  sincp,        j>- =  6  cos «p, 

y  & 


i/r#sin<p         >.kb  cosep        (a*  —  bl  )  sin2o  —  b-        •>./,' 
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mi  voit  que  cette  courbe  appartient  au  premier  sous-grcrupe  oj'1  des 
bi'quadratiques  cp^. 

L'/n  perbo le  legarith /// iq u t ■ 

r*         *  =     k  **        y*  =  i 

est  l'intersection  d'un  paraboloïde  de  révolution  el  d'un  cylindre 
hyperbolique  avant  même  axe  que  !«■  paraboloïde.  EIi«-  appartient 
au  sous-groupe  '.s,'2  ;   on  en  obtiem    une  représentation  paramé- 

trique  en  posanl 

a 
a  =  x  cosœ,  T y  =  a?sin«; 

on  peut  aussi  poser 

a?  =  a  sh«p,        ^  =  6  ch  -.;. 

Considérons  un  grand   cercle  d'une  sphère  <  >  el  deux  points 

\.  B  de  ce  grand  cercle;  soit  maintenant  M  un  point  de  la  sphère, 

tel  que 

MA  -  MB  =  %c\ 

où  MA,  MB  sont  aussi  deux  arcs  de  grand  cercle,  et  où  c  est  une 

constante  :  V ensemble  des  points  M  <7e  /«  sphère  répondant  à 
cette  relation  constitue  une  courbe  appelée  ellipse  sphérique. 

Les  ellipses  sphériques  sont  des  biquad'ratiques  o\. 

Ce  sont  les  intersections  de  la  sphère  et  de  cônes  ayant  leurs 
sommets  au  centre  de  la  sphère. 

Les  ellipses  sphériques  sont  des  cas  particuliers  des  cycliques, 
qui  sont  les  biquadratiques  intersections  d' une  sphère  et  d'une 
surface  quelconque  du  second  ordre. 

La  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  dune 
cyclique  est  une  cyclique. 

Un  choix  convenable  df  cette  transformation  Jait  que  la 
cyclique  est  transformée  en  elle-même  :  les  cycliques  sont  ainsi 
sur  la  sphère  des  courbes  analogues  aux  courbes  planes  anallagr 
matiques. 

PROPRIÉTÉS    GENERALES    DES    KIQUADRATIQl 'ES    GAUCHES. 

Nous  terminerons  cette  étude  en  rappelant  les  propriétés  sui- 
vantes, bien  connues,  des  courbes  que  nous  étudions  : 

Une  biquadratique  est  déterminée  par  huit  points  : 
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Chacun  des  quatre  cônes  du  second  degré  passant  par  une 
biquadratique  a  quatre  génératrices  tangentes  à  la  courbe, 
et  les  quatre  points  de  contact  des  génératrices  d'un  même 
cône  tangentes  à  la  courbe  sont  dans  un  même  plan  ; 

Par  sept  points,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  biqua- 
dratiques  gauches  de  première  espèce,  non  toutes  situées  sur 
une  même  sur/ace  du  second  ordre  :  toutes  ces  biquadratiques 
ont  un  huitième  point  commun; 

Il  existe  une  infinité  d'hyperboloïdes  à  une  nappe  passant 
par  une  biquadratique  donnée,  et  une  génératrice  quelconque 
d'un  de  ces  hyperboloïdes  rencontre  la  courbe  en  deux  points; 

Aucune  droite  ne  rencontre  une  biquadratique  en  plus  de 
deux  points; 

Si  une  biquadratique  a  un  point  multiple,  c'est  un  point 
double,  ou  <m  point  de  rebroussement; 

Le  point  est  de  rebroussement  si  la  biquadratique  est  définie 
par  une  surface  du  second  ordre  et  par  un  cône  tangent  à  cette 
surface  ; 

Le  point  double  peut  être  isolé. 

Note.  —  Il  ne  semble  pas  que  l'œuvre  du  mathématicien 
L.  Painvin,  né  en  1826  à  Malesherbes,  Loiret,  mort  à  Paris  en  1870, 
soit  appréciée  à  sa  valeur. 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  à  Douai,  à  Lyon,  au 
lycée  Louis-le-Grand,  collaborateur  aux  Annales  de  Terquem,  au 
Journal  de  Liouville,  au  Journal  de  Crelle.  au  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  et  astronomiques  de  Houël  et  Darboux, 
où  l'on  trouve  (tome  IX,  2e  semestre  de  1875)  un  court  article 
nécrologique  et  la  liste  complète  de  ses  travaux  ;  il  venait  d'être 
nommé  professeur  suppléant  de  Mécanique  rationnelle  à  la  Sor- 
bonne,  quand  il  fut  prématurément  enlevé  à  la  Science. 

Je  dois  ces  renseignements  à  son  fils,  M.  G.  Painvin,  directeur 
de  la  Société  des  Ateliers  et  Chantiers  de  la  Loire.  Un  de  ses 
petits-fils,  M.  G.  Painvin,  est  actuellement  professeur  de  Paléon- 
tologie à  l'Ecole  nationale  supérieure  des  Mines. 
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APPLICATION  DE  DEUX  SURFACES  L'UNE  SUR  L'AUTRE; 

Par  M.  Bertrand  GAMBIEB. 


1.  Deux  surfaces  S,  SM  réelles  et  analytiques  sont  supposées 
applicables  l'une  sur  l'autre.  Les  coordonnées  d'un  point  M  de  la 
première,  d'un  point  M<  il»1  la  seconde  peuvent  être  exprimées 
respectivement  par  des  équations 

(M)  x  =f(u,v),  jr=<p(«,  f),  s=<|;(a,  *>)» 

(M,)  .r,  =  /'h  u,,  r,).         yl  =  <fi(uiivi),         z,  =  <L,( >,,  t>,  ), 

où  les  six  fonctions/",©,...,^,   sont  des  fonctions   analytiques 

réelles;  les  valeurs  réelles  de  a,  v  ou  de  m,,  e,  définis>eni  les  points 
réels  de  S  ou  S,  ;  les  valeurs  complexes  définissent  les  points 
imaginaires. 

Si  S  et  S(  sont  algébriques,  les  singularités  de  ces  surfaces  sont 
soit  des  points  isolés,  soit  des  courbes  isolées,  et  ces  surfaces  n'ont 
pas  de  ligne  d'arrêt.  Dans  ce  qui  suit,  il  n'est  pas  nécessaire  de 
supposer  les  surfaces  algébriques,  mais  simplement  «pue  l'une 
et  l'autre  n'ont  que  des  singularités  analogues  à  celles  des  surfaces 
algébriques. 

Il  est  clair  aussi  que,  si  S  n'est  pas  connexe,  je  pourrai  la  décom- 
poser en  morceaux  sépai'és  dont  chacun  est  connexe;  je  me  borne 
alors  à  l'un  d'eux.  Je  supposerai  donc  dans  la  suite  que  S  et  S, 
sont  des  surfaces  connexes. 

2.  Les  équations  (M)  et  (M,  )  données,  de  simples  éliminations 
et  différentiations  permettent  de  reconnaître  si  les  deux  surfaces 
sont  ou  non  applicables;  cette  vérification  est  supposée  déjà  faite 
et  résolue  par  l'affirmative;  elle  a  permis  aussi,  avant  de  réaliser 
l'application  'effective  point  par  point,  de  discerner  les  trois  caté- 
gories suivantes  : 

Première  catégorie.  —  S,  et  par  suite  S(,  est  à  courbure  totale 
constante  :  pour  achever,  il  faut   déterminer  les  géodésiques  de  S 
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et  S,  :  quadratures,  si  les  deux  surfaces  sont  développables,  ou 
intégration  de  deux  équations  de  Riccati  si  la  courbure  totale 
constante  commune  n'est  pas  nulle.  11  y  a  une  infinité  de  modes 
d'application  de  S  sur  S,,  dépendant  de  trois  paramètres  arbi- 
traires. 

Deuxième  catégorie.  —  S,  et  par  suite  S(,  est  à  courbure 
variable,  mais  applicable  sur  une  surface  de  révolution;  pour  conti- 
nuer, il  faut  une  quadrature  sur  chaque  surface  et  il  y  a  une 
infinité  de  modes  d'application  de  S  sur  S,,  à  un  seul  paramètre. 

Troisième  catégorie.  —  S  et  S K  ne  sont  applicables  sur  aucune 
surface  de  révolution;  les  opérations  de  vérification  déjà  faites 
suffisent  à  établir  une  Correspondance  point  par  point  entre  S  et  S, . 
Si  donc  S  et  S(  sont  algébriques  toutes  deux,  la  correspondance 
est  algébrique,  de  sorte  qu'à  chaque  point  de  S  correspond  sur  S, 
un  nombre  fixe  et  constant  de  points,  soit  pt,  où  p{  est  un  entier 
au  moins  égal  à  l'unité;  de  même  à  chaque  point  de  S,  corres- 
pondent p  points  de  S. 

Si  l'entier  p  surpasse  l'unité,  il  résulte  évidemment  de  là  que  S 
peut  être  décomposée  en  p  morceaux,  S(,),  S  2), . . . ,  S^'  deux  à 
deux  susceptibles  de  se  recouvrir  en  totalité  :  la  surface  S  admet 
alors  un  nombre  fini  d'applications  sur  elle-même  :  employons  le 
mot  auto-application  pour  abréger. 

Ces  simples  considérations  montrent  qu'il  est  intéressant 
d'étudier  les  surfaces,  algébriques  ou  transcendantes,  admettant 
des  auto-applications,  de  reconnaître  sur  de  telles  surfaces  la  confi- 
guration des  morceaux  S(,),  S(2), . .  .  et  de  voir  comment  ils  sont 
susceptibles  de  s'échanger.  A  ce  point  de  vue,  l'étude  des  surfaces 
admettant  les  plans  de  symétrie  ou  les  rotations  des  polyèdres 
réguliers  donnera  des  indications  précieuses. 

Si  l'on  suppose  que  les  deux  surfaces  S  et  S,  n'admettent  ni 
l'une  ni  l'autre  d'auto-application,  nous  sommes  nécessairement 
dans  la  troisième  catégorie;  à  tout  point  M  de  S  correspond  un 
point  M)  et  un  seul  de  S,,  ce  qui  exige  que  M  et  M,  soient  simul- 
tanément ou  réels  ou  imaginaires.  Recouvrons  S  d'un  canevas  de 
fil  inextensible  et  flexible  :  ce  canevas  pourra  être  détaché  de  S 
et  étalé  sur  S|  ;   on  pourra  affirmer  que  l'ensemble  des  portions 
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réelles  de  S  recouvre  exactement  et  une  seule  fois  l'ensemble  des 
portions  réelles  de  St. 

3.  Or  j'ai  montré,  dans  une  Note  des  Comptes  rendus 
(17  mars  1919),  que  m  deux  surfaces  réelles  Set  S(  sont  appli- 
cables l'une  sur  l'autre,  il  n'existe  pas  nécessairement  de  portion 
réelle,  si  petite  soit-elle,  de  l'une,  susceptible  de  recouvrir  une 
portion  réelle  de  l'autre.  J'ai  convenu  de  dire  que  l'application  est 
de  première  espèce  au  voisinage  du  point  réel  M  si  le  point  M  a 
un  correspondant  réel  M,  de  sorte  qu'une  région  réelle  a- suffisam- 
ment petite  au  voisinage  de  M  a  pour  homologue  une  région 
réelle  ?{  au  voisinage  de  M,;  je  dis  que  l'application  est  de  seconde 
espèce  si,  au  contraire,  le  correspondant  de  M  est  imaginaire,  de 
sorte  qu'une  région  suffisamment  étendue  entourant  M  sur  S  n'a 
pas  d'homologue  au  point  de  vue  physique  sur  S t.  Cette  dispo- 
sition est  assez  curieuse  dans  une  correspondance  dont  la  première 
idée  semble  avoir  été  empruntée  à  la  notion  expérimentale  de 
déformation  et  de  longueur. 

Il  importe  donc  de  bien  préciser  les  divers  cas  possibles  :  ils  sont 
au  nombre  de  trois,  se  présentant  d'ailleurs  indifféremment  pour 
l'une  ou  l'autre  des  trois  catégories  déjà  envisagées.  Je  vais  d'abord 
énoncer  sans  démonstration  ces  dois  cas;  je  reprendrai  ensuite 
chacun  et  en  donnerai  de>  exemples  concrets.  11  sera  bien  entendu, 
qu'au  cas  où  S  et  S,  admettraient  plusieurs  modes  d'application, 
j'en  ai  choisi  un  déterminé,  à  l'exclusion  des  autres. 

Premier  cas.  —  Aucun  point  réel  de  S  n'a  pour  homologue  un 
point  réel  de  S,,  ce  qui  entraîne  évidemment  la  même  propriété 
pour  chaque  point  de  S,.  Chaque  surface  S  et  S,  doit  nécessaire- 
ment admettre  une  auto-application. 

Deuxième  cas.  —  Sur  S  je  peux  séparer  deux  régions  S(°  etS(2) 
telles  qu'à  tout  point  réel  de  S(1)  corresponde  un  point  réel  de  S, 
et  qu'à  tout  point  réel  de  S(2)  ne  corresponde  plus  de  point  réel. 
Les  régions  Sl,)  et  S(-}  sont  séparées  par  une  courbe  frontière 
réelle  C  qui  n'a  aucune  raison  a  priori  d'offrir  de  particularité, 
tandis  que  la  courbe  G,  homologue  de  C  sur  S,,  réelle  elle  aussi, 
est  nécessairement  une  arête  de  rebroussement  de  S(  ;  la  sur- 
face S,  peut  être  déformée,   sans  altération  de  G,,  de  sorte  que 
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les  deux  nappes  de  S,  s'abordant  tout  le  long  de  C,  s'échangent 
l'une  en  l'autre.  Dans  l'application  de  S,  sur  S,  l'une  ou  l'autre 
des  deux  nappes  de  S,  peut  recouvrir  S*0,  de  sorte  que  S(1)  peut 
être  recouverte  deux  fois  par  S,,  si  l'on  a  pris  soin,  avant  le  trans- 
port de  S,  sur  S  de  découper  la  frontière  C  au  ciseau  et  de  ne 
conserver  que  S(0.  Dans  ces  conditions,  la  région  S(,)  recouverte 
deux  fois  peut,  à  la  rigueur,  être  considérée  comme  admettant  la 
bordure  C  non  comme  frontière,  mais  comme  arête  de  rebrousse- 
ment. 

Si  Ton  étudie  de  même  la  réalité  du  point  de  S  correspondant  à 
un  point  réel  de  S,,  il  peut  alors  arriver  soit  que  tout  point  réel 
de  S,  ait  un  homologue  réel  sur  S,  et  par  suite  dans  S(°,  soit  que 
la  surface  S,  doive  elle  aussi  être  partagée  en  deux  zones,  S1,1' 
et  S',*'  de  même  définition  séparées  par  une  courbe  D,  :  la 
courbe  D  est  alors  comme  précédemment  arête  de  rebroussement 
sur  S  avec  les  mêmes  particularités  d'auto-application  pour  S. 

Troisième  cas.  —  A  un  point  réel  de  chaque  surface  corres- 
pond toujours  un  point  réel  (ou  plusieurs  points  réels)  de 
l'autre. 

4.  J'étudie  le  premier  cas;  dans  le  mode  d'application  étudié,  le 
point  réel  M  a  pour  homologue  un  point  M,  imaginaire;  le  point 
imaginaire  conjugué  M',  appartient  aussi  à  S,  et  la  correspon- 
dance (M,  M'j)  est  un  nouveau  mode  d'application  de  S  sur  S(. 

La  correspondance  (M,,  M',)  est  une  auto-application  de  S,  dont 
on  aura  les  équations  en  écrivant  que  M,  et  M,  ont  pour  corres- 
pondant un  même  point  de  S  dans  chacune  des  deux  applications 
entièrement  connues  de  S(  sur  S. 

L'exemple  le  plus  simple  est  offert  par  la  sphère.  Une  application 
de  la  sphère  sur  elle-même  revient  à  un  déplacement  autour  de 
son  centre;  un  déplacement  imaginaire  quelconque  revient  à  une 
rotation  d'amplitude  réelle  autour  d'un  diamètre  réel,  suivie  d'une 
rotation  d'amplitude  imaginaire  pure  autour  d'un  autre  diamètre 
réel.  Prenons,  par  exemple,  le  cas  où  le  premier  déplacement  est 
nul  et  supposons  que  l'on  ait  pris  pour  axe  Os  le  diamètre  axe  de 
la  rotation  d'amplitude  t'a. 

Si  #,  y,  z  sont  les  coordonnées  du  point  M  et  .r,,  yl:  s,  celles 
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du  point  M,  obtenu  par  la  rotation,  on  a 

a?i  =  a:Cha  —  iyShoi,  yx  =  ix  Sli  a  -4-  y  Ch  a,  z,  =  z. 

Si  le  point  M(.r,  y.  z)  est  réel,  1»'  poinl  M.',  s'obtient  évidem- 
ment en  changeant  a  de  signe,  de 'sorte  que  Mj  est  le  correspon- 
dant de  M  dans  le  déplacement  inverse  «lu  précédent;  la  corres- 
pondance (M',,  -M,)  qui  est  l'aato-application  prévue  comme  consé- 
quence de  l'application  |  M,  M,)  est  donc  une  rotation  d'amplitude 
2  iy.  autour  de  O  s. 

A.vec  des  exemples  convenablement  choisis,  on  peul  s'arranger 
pour  que  l'auto-application  finale  soit  une  transformation  par  points 
réels.  Dans  la  Note  déjà  citée,  j'ai  indiqué  le  moyen  d'obtenir  les 
surfaces  de  révolution  d'axe  Os  admettant  une  application  de 
seconde  espèce  sur  elles-mêmes  définie  en  coordonnées  semi- 
polaires  /•.  8,  s  par   les  formules   ri  =  ir,  (j,  =  j'0.   Il  suffil    que 

1  +  ( -7- )    soit    une    fonction    impaire   de   r-.    Une    tractrice    de 

base  Os  tournant  autour  de  Os  donne  une  solution;  une  autre 
solution  est  fournie  par  la  surface  algébrique,  définie  pour  chaque 
valeur  de  l'entier  p  par  l'équation 


Le  point  M,  (tr,  e'O)  a  pour  coordonnées 

l   jF['=trCh0,         yi  —  — ^Sh6, 

(—  i)n+i, ■'->'-'-  (  —  1)/' 


(2 p  -+-  1)  y/ '2         %p  y%r*P 

Le  point  Mj  est  le  symétrique  de  M,  par  rapport  au  plan  vO;,  de 
sorte  que  cette  auto-application  (M,,  M,  )  est  celte  fois  une  trans- 
formation par  points  réels. 

J'ai  indiqué  un  autre  exemple  très  curieux;  les  surfaces  réelles 
applicables  sur  le  paraboloïde  de  révolution  ;r2-f-j'î=  ipz  se 
partagent  en  deux  ensembles  non  dénombrables  de  même  puis- 
sance :  les  surfaces  S  du  premier  ensemble  sont  toutes  applicables 
physiquement  et  en  totalité  sur  le  paraboloïde;  à  chaque  surface  S 
correspond  une  surface  W  dont  S  est  l'une  des  développées, 
tandis   que  la   seconde  développée  est  une   surface  S'  du  second 
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ensemble;  toutes  les  surfaces  S'  sont  applicables  physiquement 
les  unes  sur  les  autres,  mais  aucune  surface  S'  n'est  physiquement 
applicable  ni  sur  le  paraboloïde  ni  sur  aucune  surface  de  l'en- 
semble S. 

Nous  avons  ainsi  des  exemples  très  étendus  de  ce  premier  cas, 
appartenant  soit  à  la  première,  soit  à  la  seconde  catégorie  définies 
au  paragraphe  2.  11  est  facile  de  concevoir,  sinon  des  exemples 
précis  appartenant  à  la  troisième  catégorie,  du  moins  des  types 
de  ds-;  par  exemple,  toute  surface  dont  le  ds2  est,  encoordonnées 
réelles  x  et  y,  du  type 

ds2  =  xy  (  dx-  -+-  dy2  ) 

n'est  applicable  sur  aucune  surface  de  révolution  et  admet  l'auto- 
application  de  seconde  espèce 

x=ixu        y—  iyi. 

5.  Examinons  maintenant  le  second  cas.  Un  point  réel  M  de  S, 
situé  sur  la  fraction  S(l}  limitée  par.  C,  a  un  correspondant  M, 
réel;  en  franchissant  C  et  passant  au  point  N  de  S(i),  le  correspon- 
dant N,    est  devenu  imaginaire   (voir  figure  i).  Le  raisonnement 


du  paragraphe  précédent  s'applique  :  à  N  correspondent  à  la 
fois  N,  et  le  point  conjugué  N't,  donc  tout  point  de  S  pris  sur  S'0 
ou  S(-}  ;i  deux  correspondants  sur  S,,  ces  deux  correspondants  se 
confondent  pour  un  point  de  C,  sont  imaginaires  conjugués  pour 
un  point  de  S(2),  et  réels  pour  un  point  de  S(,),  puisque  l'un  deux 
est  réel. 

La  courbe  C  a  pour  homologue  une  courbe  Ct  :  je  trace  un 
arc  de  courbe  MN  traversant  C  en  P  sans  lui  être  tangent  ;  chaque 
point  M  de  l'arc  MP  a  pour  correspondants  deux  points  réels  M t 
et  M2,  sauf  l}  qui  n'a  pour  correspondant  que  Pf. 
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Si  l'arc  de  courbe  MPN  est  analytique,  il  en  est  de  même  de  la 
courbe  M,P,M2  et  sur  cette  dernière  nous  pouvons  exprimer  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  en  fonction  d'un  paramètre  t 
de  façon  à  avoir  une  représentation  normale;  les  coordonnées  du 
point  correspondant  de  MP  se  trouvent  par  là  même  exprimées 
analytiquement  en  /;  la  représentation  est  cette  fois  impropre,  ce 
qui  ne  nous  gène  aucunement;  la  longueur  d'arc  en  tous  cas  se 
conserve;  si  l'on  va  de  M,  en  P,  puis  de  P,  en  M2,  M  va  de  M  en  P 
puis  de  P  en  M,  donc  l'arc  élémentaire  ds  de  la  courbe  MP  s'an- 
nule en  P,  et  par  suite  en  P,  l'arc  élémentaire  dsK  s'annule;  P,  est 
donc  point  de  rebroussement,  et  comme  cela  a  lieu  quel  que  soit  P 
et  quelle  que  soit  la  courbe  passant  par  P,  on  en  déduit  que  C,  est 
bien  arête  de  rebroussement. 

Si  donc  la  surface  S  n'est  pas  recouverte  tout  entière  par  la 
surface  S1?  cela  exige  : 

i°  Que  S,  soit  auto-applicable; 

2°  Que  S,  admette  une  arête  dé  rebroussement  C,  et  que  l'on 
puisse,  sans  déformer  Ci,  appliquer  l'une  sur  l'autre  chacune  des 
deux  nappes  de  S,  qui  viennent  se  toucher  le  long  de  C, . 

Si  S  ni  S,  ne  possèdent  d'arête  de  rebroussement,  il  est  impos- 
sible que  le  cas  étudié  dans  ce  paragraphe  se  réalise  ;  le  premier 
cas  ou  le  troisième  cas  sont  aïors  seuls  possibles. 

Si  une  surface  S  possède  une  arête  de  rebroussement  C  et  si  les 
deux  nappes  qui  s'abordent  le  long  de  C  ne  peuvent  s'appliquer 
l'une  sur  l'autre,  toutes  les  surfaces  applicables  sur  S  admettront 
nécessairement  une  arête  de  rebroussement,  qui  sera  la  trans- 
formée de  C. 

Je  signale  un  résultat  analvtique  commun  au  premier  cas  et  au 
second  cas.  Soit  un  point  lN{j7,  y,  z)  de  S<2)  (dans  le  premier 
cas  S(2)  coïncide  avec  toute  l'étendue  de  S);  soient  X,  +  iX2, 
Y,-f-  t'Y2,  Z,  -f-  t'Z2  les  coordonnées  de  N(,  on  a 

dX*  -+■  d\]  -v-  dZ\  —  d\\  —  d\\  —  dZ\  =  dxt-hdy--h  dzn-, 
dXi  d\2  -h  dYt  rfYg  -t-  dZt  dZ\  =  o, 

les  deux  surfaces  réelles  (X,,Y,,Z,)  et  (X2,  Y2,Z2)  se    corres- 
pondent avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires. 
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Dans  le  transport  sur  S  du  canevas  flexible  et  inextensible  tracé 
sur  S(,  la  portion  S^  est  recouverte  deux  fois;  si  l'on  donne  sur 
la  surface  S  le  coup  de  ciseau  qui  sépare  S(,)  de  S(2),  cette  portion 
de  surface  double  S(l)  peut  être  assimilée  à  une  surface  unique  qui 
admettrait  la  ligne  C  comme  arête  de  rebroussement.  L'application 
de  S{))  sur  S,  conduit  à  une  représentation  paramétrique  impropre 
de  la  surface  S(l).  11  y  a  là  un  fait  analytique  analogue  à  celui  que 
l'on  trouve  dans  la  représentation  paramétrique  des  courbes  uni- 
cursales  suivant  qu'il  s'agit  d'une  représentation  propre  qui  donne 
toute  la  courbe  parcourue  une  seule  fois,  ou  d'une  représentation 
impropre  qui,  en  général,  pour  les  valeurs  réelles  du  paramètre, 
ne  donne  qu'une  fraction  de  la  courbe  limitée  par  des  points  qui 
peuvent  être  alors  considérés  comme  des  points  de  rebroussement. 
Si,  au  lieu  de  transporter  S,  sur  S,  on  transporte  S  sur  S,,  on  aura 
l'embarras  du  choix  au  début,  suivant  que  l'on  transportera  M 
sur  M,  ou  sur  M,  ;  imaginons  M  transporté  sur  M,  ;  si  l'on  suppose 
que  le  bord  C,  est  une  arête  tranchante,  le  canevas  de  fil  tracé 
sur  S,  recouvrant  totalement  S,  se  trouvera  coupé  tout  le  long 
de  C,  la  portion  S'21  se  détachera  et  il  ne  restera  que  la  portion  S*" 
soutenue  par  S,. 

On  doit  compléter  l'étude  en  indiquant  si  à  chaque  point  M, 
réel  de  S,  correspond  toujours  un  point  réel  (nécessairement  com- 
pris dans  S(,))  ou  si  la  surface  S,  se  partage  elle-même  en  deux 
régions  S,1'  et  S\2)  dont  la  première  seule  est  recouverte  physique- 
ment par  S(,).  11  n'y  a  rien  à  ajouter  dans  la  première  hypothèse  : 
la  portion  S(,)  est  susceptible  de  recouvrir  physiquement  et  en 
totalité  l'une  quelconque  des  deux  nappes  de  S,. 

(A  suivre.) 
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COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES 


FUBINI  (Guidô).  —  Lezioni  di  Anai.isi  matematica  (Gratifie  Biblioteca 
tecnica.  n°  9  ).  Terza  edizione  internmente  rifusa.  [Leçons  d'Analyse 
mathématique  (Grande  Bibliothèque  technique,  n°  g)  3e  éd.  entièrement 
refondue.]  i  vol.  gr.  in-8,  vill-5i2  pages.  Torino,  S.  T.  E.  N.  (Société 
tipografico  éditrice  nazionale),  1919. 

Avant  d'être  réunies  en  volume,  les  Leçons  d'Analyse  avaient, 
été  professées  à  l'Ecole  Polytechnique  de  Turin;  destinées  à  de 
futurs  ingénieurs,  elles  ont  donc  un  caractère  essentiellement  pra- 
tique. C'est  dire  en  même  temps  qu'elles  touchent  à  l'un  des  pro- 
blèmes les  plus  controversés  de  l'Enseignement  :  comment  concilier 
les  spéculations  théoriques  et  les  applications  techniques;  et  com- 
ment trouver  un  terrain  d'entente  où  puissent  s'accorder  leurs 
exigences,  trop  souvent  opposées? 

Ce  problème,  M.  G.  Fubini  l'a  résolu  d'une  manière  très  heu- 
reuse. Son  procédé  consiste  à  exposer  la  partie  purement  théorique 
d'une  doctrine  sous  une  forme  aussi  restreinte,  mais  aussi  rigou- 
reuse que  possible,  et  susceptible  en  même  temps  d'une  applica- 
tion immédiate.  C'est  ainsi  que,  lorsqu'il  s'agit  d'introduire  une 
notion  délicate,  comme  celle  de  limite,  l'Auteur  fait  précéder  la 
définition  proprement  dite  d'une  série  d'exemples  préliminaires 
(comme  celui  du  pendule),  destinés  à  en  faciliter  l'accès.  La  défi- 
nition rigoureuse  est  présentée  ensuite  sous  une  forme  très 
générale,  grâce  à  un  ingénieux  dispositif  qui  s'applique  indiffé- 
remment à  une  limite  finie  ou  non.  Puis,  pour  mieux  faire  saisir 
la  portée  de  la  définition,  l'Auteur  l'expose  sous  une  forme  nou- 
velle qui  fait  apparaître  les  notions  de  plus  grande  et  de  plus  petite 
des  limites.  Enfin,  une  fois  ces  préliminaires  solidement  établis, 
il  arrive  aux  applications  qu'il  choisit  aussi  nombreuses  qu'impor- 
tantes. 

On  le  voit  :  M.  Fubini  n'a  pas  voulu  donner  à  ses  lecteurs  un 
simple  recueil  de  recettes  pratiques,  et  d'ingénieux  artifices;  il  a 
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voulu  leur  apprendre  à  fixer  leur  attention  sur  un  sujet  déterminé, 
à  travailler  avec  méthode,  et  sans  se  contenter  du  vague  et  de  l'a 
peu  près.  D'ailleurs,  s'il  rencontre  une  question  dont  la  solution 
complète  excéderait  les  limites  du  cours,  il  n'hésite  pas  à  la  signaler 
franchement,  sans  chercher  à  la  masquer  par  un  exposé  d'une 
trompeuse  simplicité. 

Il  nous  est  impossible  de  passer  en  revue  les  différents  Chapitres 
de  l'Ouvrage;  en  général,  on  peut  dire  que,  par  leurs  sujets,  sinon 
par  leur  forme  d'exposition,  ils  se  rapprochent  sensiblement  d'un 
Cours  de  Mathématiques  générales.  Pourtant,  un  certain  nombre 
de  questions  dépassent  le  niveau  habituel  de  cet  enseignement  : 
signalons,  par  exemple,  l'application  des  déterminants  de  Vander 
Monde  à  la  séparation  des  racines  d'une  équation  ;  la  résolution 
des  équations  implicites  par  approximations  successives,  la  théorie 
des  changements  de  variables  dans  les  intégrales  doubles,  l'intro- 
duction du  concept  de  fonction  additive,  ainsi  qu'un  aperçu  de 
la  théorie  des  séries  de  Fourier  et  du  Calcul  des  Variations. 

Indiquons  enfin  une  heureuse  innovation:  l'Ouvrage  se  termine 

par  une  Table  détaillée  des  principales  applications  qui  rendra  les 

plus  grands  services. 

R.  Gàknikr. 


ASKWTTH  (E.-H.).  —  A  course  of  pure  geometry  containing  a  complète 
geometrical  treatment  of  the  properties  of  the  conic  sections.  (Un 
cours  de  Géométrie  pure  contenant  un  exposé  géométrique  complet  des 
propriétés  des  sections  coniques.)  i  vol.  in-8,  xn-284  pages.  Cambridge, 
Universily  Press,  1917. 

Dans  cet  Ouvrage  les  coniques]sonl  définies  comme  sections  planes 
de  cônes  à  bases  circulaires.  Par  le  moyen  de  la  seule  Géométrie, 
c'est-à-dire  avec  un  minimum  de  calculs,  calculs  non  systématisés 
et  ne  faisant  pas  usage  de  coordonnées,  l'auteur  traite  les  questions 
suivantes  :  centres,  diamètres,  axes,  tangentes,  normales,  pôles  et 
polaires,  foyers  et  directrices,  courbure,  asymptotes,  involution 
sur  une  conique,  théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon,  théorème 
de  Desargues.  Il  termine  par  trois  Chapitres  :  un  sur  les  points 
cycliques  et  la  définition  des  foyers  de  Plucker,  un  autre  sur  l'in- 
version et  un  dernier  sur  la  similitude. 
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L'Ouvrage  a  été  écrit  pour  des  étudiants,  supposés  ne  sachant 
encore  rien  de  toutes  ces  questions.  Dans  ces  conditions,  il  me 
semble  que  ce  n'est  pas  une  méthode  à  préconiser  que  de  se  priver 
ainsi  de  toutes  les  ressources  du  calcul". 

Car  d'abord,  s'il  s'agil  d'étudiants  ne  devant  recevoir  qu'une 
culture  mathématique  élémentaire.  I'Oiin  rage  va  beaucoup  trop  loin 
pour  eux;  et  s'il  s'agit  d'étudiants  devant  recevoir  une  culture 
mathématique  plus  complète,  nu  ne  peut  songer  sérieusement  à  ne 
leur  enseigner  jamais  la  Géométrie  analytique,  et  alors,  refe- 
ront-ils une  seconde  t'ois  par  le  calcul  toul  ee  qu'ils  auront  appris 
laborieusement  par  la  Géométrie  pure  '.' 

Et  pins  il  \  a  une  autre  objection  plus  grave,  (/est  que  tous  les 
résultais  où  inter\  iennenl  des  éléments  imaginaires,  même  si  ces 
résultats  sont  réels,  sont  difficiles  à  obtenir  par  la  Géométrie.  En 
fait,  l'auteur  les  a  passés  sous  silence,  ce  qui  est  une  lacune  regret- 
table. Par  exemple,  le  théorème  de  Desargues  est  établi  pour  les 
coniques  passant  par  quatre  points  réels.  Mais  ce  théorème  est 
aussi  bien  vrai  pour  les  coniques  passant  par  quatre  points  imagi- 
naires. Or,  ces  coniques  existent  réellement  si  deux  d'entre  elles 
existent,  et  le  théorème  de  Desargues  constitue,  dans  ce  cas,  un 
résultat  parfaitement  réel.  L'auteur  n'en  parle  pas.  11  aurait  pu 
sans  doute  le  faire,  mais  cela  aurait  exigé  des  développements  qui 
auraient  alourdi  l'Ouvrage. 

De  même,  le  Chapitre  sur  ïes  points  cycliques  et  la  définition  des 
foyers  de   Plùcker  est  absolument  insuffisant  et  non  rigoureux.- 

Ainsi,  cette  méthode  de  se  priver  systématiquement  des  ressources 
du  calcul  ne  semble  pas  recommandable  dans  renseignement. 
Bien  entendu,  la  méthode  contraire,  de  se  priver  systématique- 
ment du  secours  de  la  Géométrie  (comme  on  l'a  fait  quelquefois  en 
France)  ne  semble  pas  meilleure.  \Jn  bon  enseignement  doit 
user  de  l'un  ou  l'autre  moyen,  suivant  les  cas.  de  manière  à 
arriver  à  la  compréhension  la  plus  parfaite  des  résultats. 

L'Ouvrage  dont  nous  parlons  sera  en  toul  cas  d'une  lecture  très 
intéressante  pour  les  éfudianls  connaissant  déjà  la  théorie  des  sec- 
tions coniques.  Il  intéressera  aussi  certainement  les  professeurs, 
ne  fût-ce  que  par  ses  4~7  énoncés  de  problème  qui  constitueront 
pour  eux  une  mine  d'exercices  à  proposer  à  leurs  élèves. 

Ajautons  pour  terminer  que.  sauf  les  réserves  laites  plus  haut, 
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nous  n'avons  que  du  bien  à  dire  de  l'Ouvrage.  Il  est  bien  rédigé  et 

très  clair.  D'ailleurs,  publié  pour  la  première  fois  en  io,o3,  il  en  est 

maintenant  à  sa  troisième  édition;  c'est  pour  un  Ouvrage  de  ce 

genre  un  beau  succès. 

E.  Cahen. 


MELANGES 


APPLICATION  DE  DEOX  SURFACES  L'UNE  SUR  L'AUTRE 

(suite  et  fin)  ; 

Par   M.   Bertrand  GAMBIER. 


Dans  la  seconde  hypothèse,    S  admet  elle  aussi   une  arête  de 
rebroussement  D  avec  auto-application  sans  déformation  de  D  ; 

Fig.  2. 

.e 


D  a  pour  homologue  sur  S<  une  courbe  D(,D2  de  forme  quel- 
conque, mais  constituée  de  deux  morceaux  D|.D;,  situés  respec- 
tivement sur  chaque  nappe  de  S, .  J'indique  schématiquement  deux 
dispositions  possibles  (fig.  2  et  3).  De  toutes  façons.  S  ''  est  cons- 
tituée de  deux  morceaux  pouvant  l'un  ou  l'autre  recouvrir  l'un  ou 
l'autre  morceau  dont  se  constitue  Sj1  .  J'ai  supposé  dans  le  dessin 
les  surfaces  opaques  de  façon  que  les  parties  cachées  sont  ponc- 
tuées; les  portions  sans  correspondant  sont  marquées  en  traits 
mixtes.  Les  points  M,  et  M2  correspondent  tous  les  deux  soit  à  M, 
soit  à  M';  P,   correspond  à  P  ou  P  ;  7:,  et  tz3  correspondent  tous 
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deux  à  -.  Dans  le  cas  de  la  ligure  2,  C  rencontre  D  et  le  point  de 
rencontre  est  un  point  de  rebronssenient  pour  C.  et  alors  D,  etD2 
rencontrent  nécessairement  C,  en  un  point  où  l'ensemble  D,,D2 

Fig  3. 


offre  un  rebrousse menl  :  dans  le  cas  de  la  ligure  3,  la  courbe  C  se 
compose,  de  deux  portions  séparées  ne  rencontrant  pas  D,  de  sorte 
que  D,  et  D2  non  plus  ne  rencontrent  pas  C4.  Mais  je  n'ai  pas  la 
prétention  d'indiquer  toutes  les  dispositions  possibles. 

Je  donne  maintenant  quelques  exemples  :  j'ai  déjà  signale  dans 
ma  Note  des  Comptes  rendus  <  i~  mars  1919)  la  pseudosphère 
représentée  par  les  équations 


Slll  CD  COS  V . 


s  1 11  '^  m  11  r 


coso  -+-  log  tang 


et  je  fais  correspondre  au  point  M(o,p)  le  point  M,  1  es",,  c,)  défini 
par  les  relations 


où  a  est  une  constante  réelle  comprise  entre  o  et  1 .  Le  point  M, 
décrivant  toute  la  pseudosphère,  le  point  M  n'en  décrit  que  la 
portion  située  au-dessus  du  parallèle  C  de  rayon  a;  C  est  l'homo- 
logue du  parallèle  de  rebroussement  {Jig.  4)-  L'auto-application 
(M„M'()  de  la  surface  déduite  de  la  correspondance  (M,  M,) 
ou  (M,  M')  se  réduit  à  une  symétrie  par  rapport  à  xOy.  Ici,  en 
faisant  varier  a  de  1  à  o,  nous  avons  une  déformation  continue  de 
la  pseudosphère. 

Ne  considérons  que  la  moitié  située  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal, supposée  recouverte  une  seule  fois  d'un  canevas  d'étoffe, 
qui  aura  été  fendu  tout  le  long  de  la  demi-méridienne  principale 


7» 
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située  du  côté  de  Ox';  nous  pouvons  supposer  que  la  demi-méri- 
dienne principale  située  dans  le  plan  zOx  glisse  sur  elle-même, 
chaque  point  descendant  vers  O.r;  les  parallèles  restent  des  paral- 
lèles,  mais  les    deux  bords    du    canevas    situés   d'abord    dans   le 

Fig.  -4- 


plan  zO x'  se  détachent  de  façon  qu'à  chaque  instant  du  mouve- 
ment il  n'y  ait  que  la  fraction  de  la  surface  comprise  entre  les  deux 
méridiens  »  =  an  et  ©  =-- —  «tc  qui  soit  recouverte  ;  d'autre  part, 
à  mesure  qu'un  parallèle  de  la  surface  vient  rencontrer  le  plan  xOy, 
il  se  trouve  sectionné  par  le  bord  tranchant  constituant  l'arête  de 
rebroussement  de  la  surface,  et  le  morceau  d'étoffe  situé  en-dessous 
de  ce  parallèle  tombe  sans  continuer  à  pouvoir  être  utilisé  comme 
revêtement  de  la  surface.  M.  Darboux  avait  déjà  attiré  l'attention 
sur  cet  exemple  (Tome  3  de  la  Théorie  des  Surfaces). 

Un  autre  exemple   très  simple,    emprunté  encore  à  la  première 

Fig.  5. 


des  catégories  définies  au  paragraphe  2.  est  fourni  par  les  surfaces 
développables.  Si  une  telle  surface  S  esl  étalée  sur  un  plan  P,  le 
plan  P  se  trouve  recouvert  deux  fois  au  voisinage  de  la  transfor- 
mée T  de  l'arête  de  rebroussement  C  du  côté  où  cette  transformée  Y 
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tourné  sa  convexité,  et  cesse  d'être  recouvert  de  l'autre  côté 
(  fig.  5).  Dans  cet  exemple,  il  es!  facile  de  mettre  en  évidence  un 
fait  qui  n'est  pas  en  contradiction  avec  le  raisonnement  général  de 
ce  paragraphe;  supposons  que  Y  soit  un  cardioïde  ou  une  courbe 
de  forme  analogue;  par  chaque  point  du  plan  P  je  peux  mener  une 
tangente  réelle  (au  moins)  à  la  courbe  T,  de  sorte  que  chaque  point 
du  plan  P  a  toujours  un  correspondant  réel  (au  moins)  sur  la 
surface  développable  ;  mais  si  je  tiens  compte  de  tous  les  corres- 
pondants du  point  de  P,  je  vois  qu'un  couple  de  ces  correspon- 
dants disparaît  si  je  passe  de  l'extérieur  de  la  courbe  à  l'intérieur 
sur  un  arc  tel  que  MN,  de  sorte  qu'en  me  bornant  à  ce  couple 
disparu,  je  dois  bien  considérer  M  comme  avant  un  homo- 
logue, et  N  comme  n'en  ayant  plus.  Cette  remarque  est  générale. 
Si  je  considère  simultanément  deux  surfaces  développables  S,  S(, 
je  les  applique  toutes  deux  sur  un  même  plan  P  et  je  fais  corres- 
pondre les  points  M  de  S  et  M,  de  S(  qui  sont  venus  se  superposer 

Fig.  6. 


à  un  même  point  m  de  P  :  nous  avons  ainsi  un  recouvrement 
mutuel  de  S  et  S,,  où  les  droites  de  l'une  cessent  d'être  rectilignes, 
après  la   déformation.    Supposons,   pour  fixer  les   idées,   que  les 

Fig.  7. 


ravons  de  courbure  des  arêtes  de  rebroussement  soient  toutes  deux 
des  constantes  R  et  Rt  (R  et  R,  peuvent  être  égaux  ou  non)  :  sui- 
vant que  l'on  aura  porté  les  surfaces  mr  le  plan  P  de  façon  que  les 
cercles  transformés  des  arêtes  soient  sécants  ou  extérieurs  {fig.  6 
et  7).  on  réalise  soit  la  disposition  de  la  figure  2,  soit  la  disposition 
de  la  figure  3  dans  le  recouvrement  de  S  et  S,. 
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Ce  même  exemple  des  développables  peut  encore  servir  à 
élucider  ce  qui  doit  se  passer  lorsqu'une  des  surfaces  S  possède 
une  arête  de  rebroussement  se  décomposant  en  plusieurs  courbes 
analytiquement  distinctes.  Je  prends  la  développable  S  engendrée 
par  les  tangentes  à  la  courbe 


\/r2  —  p*  Y   r  —  p  r-+-p 

X  =  ■ — —     cos(2o  -4-  r)o —  cosO  —  2d)q  — 2cos/-o    , 

\r        l?.p  -+-  r  r  •        ip  —  r  r'  ■ 

—  p'-  [  r  —  p  r-^-p  1 

7 \Tp~n-  sin  ^P  +  r)<P  -  2/)_/.sin(/'~2^y~iSinr<r'J  i 


y  =  )[L 


Z  = — sin2oo, 

ipr  ' 

dont  le  rayon  de  courbure  est  constant,  égal  à  i . 

La  constante  r  est  supérieure  àp  ;  si  p  el?'  sont  entiers,  on  a  une 
courbe  unicursale  et,  dans  ce  cas,  on  pourra  supposer  r  impair; 
a,  a\  a"  désignant  les  cosinus  de  la  tangente,  6,  b',  b"  ceux  de  la 
normale  principale;  c,  c',  c"  ceux  de  la  binormale,  S  l'arc  de  la 
courbe  X,  Y ,  Z  et  a  celui  de  la  courbe  a,  a\  a\  on  a 

r  — p        .  r  -{-  p 

co*(p  -+-  r  )  o -î-  cos( /•  — />)?, 


•ir  '  ir 


r  —  p    .    .  r  ■+-  p    . 

—  sm(p  -+-  r)  ç> —  s\n(  r  —  p)tp, 


ir 


\/r*—p' 

a    — — cospo 


Jr-t  —  pi 
b    = — cosrco, 


y/r*-p*     . 
b   =  —  sinr», 


b"=P- 
r 


P  —  r    ■  P  ■+- r    •    , 

sin  f  p  ■+-  r)  9  -+- sin(  p  —  r)co, 

■ir  '  ir  ' 

cos  (  p  -+-  r)©  -+-  -cos(o —  r)w, 

2  ;•  2  /• 


t/r2—  p2    . 
—  sin/?cp; 

l/r*-p* 

b    =        <J    =         = — COS  DO, 

<:/S        f/<i  /— . 

-  =  -=-v/,-2-^s,n/>?. 
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La  surface  S  se  compose  de  ip  portions  se  déduisant  les  unes 

des  autres  par  des  rotations  successives  «le  -autour  de  Qz:  l'une 
1  P 

de  ces  portions  s'obtiendra  en  faisant  varier  ta  de  o  à  -:  or  pour  les 

•  p  i 

valeurs  de  œ  égales  à  k  — >  où  k  est  un  entier  quelconque,  on  a  un 

point  de  rebroussemenl  pour  l'arête  de  rebroussemenl  (X,  Y,  Z), 
avec  un  rayon  de  courbure  non  mil.  puisque  partout  le  rayon  de 
courbure  esl  constant  el  égal  à  i  ;  cela  lient  à  ce  que  l'indicatrice 
des  courbures  a  elle  aussi  un  rebroussement;  la  génératrice  G 
obtenue  pour  0  =  0  est  dans  le  plan  xOz-,  et  le  plan  tangent  cor- 
respondant est  le  plan  xOz,  plan  qui  est  plan  de  symétrie  de  la 
surface  :  donc  G  esl  elle  au.s>i  une  ligue  de  rebroussement  delà 
surface,  la  symétrie  xOz  est  une  auto-application  de  la  surface  S 
où  chaque  point  de  G  se  correspond  à  lui-même.  L'ensemble  des 
lignes  de  rebroussement  de  la  surface  se  compose  donc  : 

i°  De  l'arête  proprement  dite  de  rebroussement; 
2°  Des   ip   génératrices  déduites  de  G  par  des   rotations  de  - 
autour  de  Oz. 

Chacune  de  ces  lignes  donne  lieu  à  une  auto-application  de  la 
surface,  distincte  des  auto-applications  relatives  aux  autres  lignes. 
Dans  l'auto-application  relative  à  une  de  ces  lignes,  cette  ligne  se 
conserve  point  pour  point,  mais  les  autres  lignes  s'échangent.  Le. 
développement  de  la  surface  sur  le  plan  ne  se  compose  plus  comme 
pour  l'hélicoïde  développable  de  toute  la  portion  du  plan  extérieur 
à  un  cercle  ;  ici  sur  un  cercle  de  rayon  égal  à  l'unité  nous  porterons 

un  arc  AB  égal  à —  ;   supposons    (  fig.  8)  le  plan  composé 

de  deux  feuillets  superposés  et  marquons  les  demi-tangentes 
AG,  BG  sur  le  feuillet  supérieur;  les  demi-tangentes  opposées 
AG|,  BG'[  sur  le  feuillet  inférieur;  la  surface  appliquée  sur  le  plan 
recouvrira  ip  fois  la  région  du  feuillet  supérieur  comprise  entre 
AG  et  BG'  à  l'extérieur  du  cercle  et  ip  fois  la  région  analogue 
comprise  entre  AG)  et  BG^  à  l'extérieur  du  cercle  sur  le  feuillet 
inférieur.  Les  trois  lignes  tracées  sur  le  plan  :  circonférence  AB, 
et  tangentes  en  A  el  B  séparent  sur  le  plan  diverses  régions  telles 
que  pour  chacune  le  nombre  de  correspondants  sur  S  est  o.  2 />  ou  \p. 
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On  a  bien  retrouvé  tous  les  résultats  prévus  a  priori.  Dans  cet 
exemple,  considérons  encore  une  surface  S,  définie  comme  S,  mais 


,'''Gi 


avec  deux  entiers  /•,  et  pt  différents:  supposons  pour  fixer  les  idées 

^  >-el  proposons-nous  de  trouver  toutes  les  applications  de  S 

sur  S,  transformant  les  génératrices  en  génératrices.  Elles  sont 
données  manifestement  par  la  relation 

yji  -  »  cos/><?  =  y  y*  -  '  cos/>,  «p,  +  k, 

où  K  est  une  constante  arbitraire.  Pour  chaque  valeur  de  K  on  a 
ainsi  une  transformation  algébrique  de  chaque  surface  en  l'autre; 
on  a  une  représentation  commode  de  l'application  en  supposant  les 
deux  surfaces  appliquées  sur  le  plan  de  façon  que  les  deux  arêtes 
de  rebroussement   s'appliquent  sur  le   même  cercle;   on   a  alors 

Fis.  Q. 


arc  AB  >  arc  A,B,  et  deux  seules  dispositions  possibles,  si  l'on 
suppose  qu'effectivement  une  portion  de  l'une  des  surfaces  est 
recouverte  par  l'autre  :  lare  A,  B,  tout  entier  intérieur  à  l'arc  AB 
(  //:,'.  9)  ou  l'arc  A,B,  chevauchant  sur  l'arc  AB  (fig-  10);  dans  le 
premier  cas,  la  surface  S,  recouvre  ipK  fois  une  fraction  de  la  sur- 
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face  S;  clans  le  second  cas,  les  deux,  surfaces  ne  se  recouvrent  que 
sur  une  portion  s'étendanl  d'une  génératrice  de  rebrousseinenl  de 
l'une  à  la  transformée  d'une  génératrice  de  rebrousse  ni  eut  de  l'autre. 

Fig.  io. 


Je  terminerai  ces  exemples  par  un  type  emprunté  à  la  seconde 
catégorie  :  la  développée  de  la  surface  minima  d'Enneper  se  com- 
pose de  deux  surfaces  analjtiquement  distinctes,  d'ailleurs  égalés. 
Prenons  l'une  d'elles:  elle  esl  représentée  par  les  équations 

r  =  6a  -+-  (i  a[i-  -+-  a  y.-'', 
y  =  —  4  p3, 

z  =-  -(a«+  3î)2  +  3a2—  33*—  -, 
i  i 

et  1  on  a  aisément 

dsi  =  36(  i  ■+■  oc*  h-  p«  f  [  d-j"  +  i  x  d«  —  p  rf(3  V2 1. 

La  surface  admet  manifestement  une  Infinité  d'auto-applications 

algébriques  définies  par  les  relations 

a(       =  a   -+-  K, 

où  K  esl  une  constante  arbitraire.  A  chaque  point  (a,  fi)  corres- 
pondent deux  points  (a,.  fix)  réels  si  fi2 — 2Ka  —  K2  >  o  et  de 
même  à  chaque  point  (a,,  fit)  correspondent  deux  points  (a,  fi) 
réels  si  j3'|  +  2Ra,  — R2>o.  Comme  les  équations 

32_2Ka  — K2  =  o         et         32+2Kx,—  K2  =  o 

représentent  toutes  deux,  des  courbes  réelles,  il  y  a  toujours  des 
points  de  la  surface  considérés  comme  points  (a,  fi)  ou  comme 
points  (a,,  fit)  qui  n'ont  pas  d'homologues  réels.  La  courbe  fron- 
tière fi\  +  aKa,  —  K-=  o  correspond  à  {3  ;=  o,  ligne  de  rebrous- 
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sèment  plane  de  la  surface  située  dans  le  plan  de  symétrie  zOx; 
cette  symétrie  est  l'auto-application  prévue  par  la  théorie. 

6.  Dans  le  troisième  cas  annoncé  au  paragraphe  3,  chaque  point 
de  la  surface  S  ou  de  la  surface  S,  est  supposé  avoir  un  correspon- 
dant réel  sur  l'autre.  Dans  ces  conditions,  ou  bien  S  ni  S,  n'ad- 
mettent d'arête  de  rebroussement  ou  bien  S  et  S,  admettent  une 
arête  de  rebroussement;  chaque  point  de  l'arête  de  S  admet  alors 
pour  correspondant  un  point  de  l'arête  de  S,. 

Ici,  il  va  être  avantageux  d'envisager  sur  S  la  famille  des  courbes 
(A)  le  long  desquelles  la  courbure  totale  de  la  surface  a  une  valeur 
constante  :  ces  courbes  ont  déjà  été  introduites  par  les  calculs  de 
vérifications  préliminaires  dont  il  a  été  question  au  paragraphe  2. 
Chacune  de  ces  courbes  (A)  a  pour  homologue  sur  S4  une  (ou 
plusieurs)  courbe  (A,)  de  même  définition  sur  S,.  Une  zone 
limitée  sur  S  par  deux  courbes  A,  A'  a  pour  homologue  sur  S,  une 
(ou  plusieurs)  zone  limitée  par  les  courbes  homologues  A,,  A't. 
Au  cas  où  il  y  aurait  plusieurs  zones  de  S,  correspondant  à  la  zone 
A,  A' je  n'en  considérerais  qu'une  bien  déterminée,  négligeant  les 
auto-applications  de  S,  résultant  de  l'existence  de  plusieurs  zones 
homologues  de  A,  A'.  Je  n'ai  en  vue  pour  l'instant  que  l'étude  de 
la  correspondance  entre  deux  zones  homologues. 

Je  marque  (fig.  1 1  )  sur  la  courbe  A  un  point  M  arbitraire  et  sur 
la  courbe  A,  dans  le   mode  d'application  (S,  S,)  étudié  le  point 

Fig.  ii. 


M,  homologue  ;  on  peut  évidemment  prendre  sur  A  et  A,  des  sens 
positifs  convenables  pour  les  arcs  tels  que  la  correspondance  point 
par  point  entre  A  et  A,  ser»  définie  par  arc  MN  =  arc  M,  IN , . 

Si  A  s'étend  à  l'infini  ainsi  que  A,,  puisque  nous  n'étudions  que 
des  morceaux  de  surface  connexes,  cette  condition  détermine  d'une 
façon  unique  le  point  de  A,  correspondant  à  un  point  de  A. 
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Si  A  ne  s'étend  pas  a  l'infini,  elle  est  nécessairement  fermée; 
soit  L  la  longueur  de  la  courbe  A  :  si  A,  n'est  pas  fermée,  en  por- 
tant à  partir  de  M,  des  arcs  successifs  M(  M2,  M2M3,  ...  tous  égaux 
à  L,  on  obtient  des  portions  correspondant  chacune  à  A  et  la 
surface  S,  se  compose  alors  nécessairement  d'un  nombre  illimité 
de  morceaux  tous  applicables  sur  eux  et  sur  S.  La  configuration 
de  S,  est  analogue  à  celle  d'une  surface  périodique. 

Si  A  et  A,  sont  fermées  toutes  deux,  soient  L  et  L,  leurs  lon- 
gueurs :  ou  bien  L  =  L,  et  alors  S  et  S,  se  recouvrent  totalement 
une  fois  et  une  fois  seulement,  tout  au  moins  dans  la  région  étudiée  ; 
ou  bien  L^L,  ;  alors  on  portera  successivement  à  partir  de  M, 
des  arcs  M,  M2,  M2M3, . . .  égaux  à  L,  en  décrivant,  si  c'est  néces- 
saire, plusieurs  tours  sur  A,  ;  chacun  des  points  M<,  M2,  •••  corres- 
pond dans  l'application  à  M;  si  le  rapport -r-  n'est  pas  commensu- 
rable,  les  points  M,,  M2, . . .  sont  en  nombre  illimité  et  il  en  résulte 
nécessairement  que  les  surfaces  St  et  S  sont  applicables  sur  une 
surface  de  révolution. 

Si  le  rapport  -p  est  commensurable,  égal  à  —,  on  revient  en  M, 
au  bout  de  p  tours;  chaque  point  de  A  a  />,  correspondants  sur  A, 
à  la  distance  —  les  uns  des  autres  et  réciproquement,  chaque  point 

de  A,  a  pour  correspondants  p  points  de  A  à  la  distance  —  les  uns 

des  autres  :  d'ailleurs  —  =  —  •  Donc  S  se  compose  de  p  morceaux 

Pi        P  . 

applicables  les  uns  sur  les  autres  et  offre  une  configuration  ana- 
logue à  celle  d'une  surface  se  reproduisant  par  une  rotation  d'am- 
plitude—  autour  d'un  axe  fixe;   pour  S,,  mêmes   remarques  en 

remplaçant  p  par  p{ . 

Pour  avoir  des  exemples  simples,  il  suffira  de  recourir  aux  sur- 
faces mini  ma  algébriques;  les  surfaces  minima  associées  sont  elles 
aussi  algébriques  et  applicables  algébriquement  sur  la  surface  ini- 
tiale. Si  l'on  considère  la  surface  minima  représentée  par  les  équa- 
tions 


y  =  ${_  !  i(n-  Ui)§(<u)du, 

z  —  A  I        iu       $(u)du, 
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tout  zéro  de  §(ti)  donne  un  point  de  rebroussement  de  la  courbe 


idre  h 


■t'ai 


la  ti 


de 


minima  dont  la  translation  engendre  la  suriaee  :  la  trajectoire 
ce  point,  qui  est  d'ailleurs  une  courbe  minima  de  l'autre  série,  est 
une  arête  de  rebroussement  de  la  surface  minima.  Or,  pour  toutes 
les  surfaces  minima  associées  à  la  proposée,  celte  même  valeur  de  u 
donne  toujours  une  arête  de  rebroussement  et  ici  on  a  donc  un 
exemple  curieux  d'une  arête  de  rebroussement  qui  conserve  son 
caractère  de  ligne  de  rebroussement  dans  les  déformations  de  la 
surface;  on  sait  d'ailleurs  que  si  deux  surfaces  minima  sont  appli- 
cables l'une  sur  l'autre,  elles  sont  nécessairement  deux  surfaces 
associées,  ou  du  moins  susceptibles  d'être  déplacées  de  façon  à 
devenir  surfaces  associées,  de  sorte  qu'une  surface  minima  ne  peut 
admettre  d'auto-application  que  si  elle  est  égale  à  l'une  de  ces  asso- 
ciées, fait  extrêmement  facile  à  reconnaître.  On  reconnaît  ainsi 
qu'en  aucun  cas  il  n  v  a  d'auto-application  d'une  surlace  minima 
conservant  la  ligne  de  rebroussement  point  pour  point;  d'ailleurs 
si  l'on  prend  une  surface  minima  qui  n'a  aucune  auto-application, 
il  n'y  a  même  pas  lieu  d'envisager  cette  question.  Si  l'on  prend 
§{  u  )  =  3  /-)-  i  2  /»  //,  où  m  est  un  paramètre  réel,  on  a  une  surface 
minima  algébrique  n'ayant  aucune  auto-application. 

Si  l'on  prend  3(K)  =  Awm~2  +  B«2ro"2;   où   ni  est  un  entier 
quelconque  supérieur  à  l'unité,  on  a  une  surface  minima  se  repro- 
duisant par  une  rotation  de  — -  autour  de  O  z  \   toutes  les  surfaces 
r  m 

associées  jouissent  de  la  même  propriété.  Sur  toutes,  les  lignes  de 
courbure  totale  constante  admettent  aussi  Os  comme  axe  de  rota- 
tion et  l'on  a  ainsi  un  exemple  simple  de  deux  surfaces  telles  qu'à 
chaque  point  de  l'une  corresponde  un  nombre  (ixe  de  point-,  de 
l'autre,  chacune  des  deux  surfaces  admet  tant  une  décomposition 
en  m  morceaux  applicables  les  uns  sur  les  autres.  Ici  ces  morceaux 
sont  même  égaux  et  leur  configuration  est  non  seulement  analogue, 
mais  identique  à  celle  que  l'on  obtient  par  une  rotation. 


7.  Il  est  aisé  de  voir  que  toute  ligne  de  rebroussement  d'une  sur- 
face minima  est  imaginaire. 

Je  crois  intéressant  de  terminer  cette  étude  en  donnant  un 
exemple  de  surfaces  réelles  applicables  l'une  sur  l'autre,  sans 
qu'aucune  admette  d'auto-application,  et  possédant  chacune  une 
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arête  de  rebroussement  réelle;  dans  l'application,  les  arêtes  s'ap- 
pliqueront l'une  sur  l'autre. 

Proposons-nous  de  chercher  deux  surfaces  de  translation  S  et  S, 
applicables  l'une  sur  l'autre  de  telle  sorte  que  les  courbes  de  S  qui 
par  leur  translation  engendrent  S.  dans  l'une  ou  l'autre  famille, 
aient  pour  homologues  les  courbes  de  même  définition  de  S,. 

Si  les  courbes  dont  la  translation  engendre  la  surface  sont 
minima,  on  retrouve  le  cas  des  surfaces  minima  associées.  J'écarte 
donc  ce  cas,  j'écris  les  équations  de  S 

(S)  cd  =Ai-hB1,        ^  =  A2+B2,        z  =  A3-t-B3; 

celles  de  S, 

(Si)  x  =  aj-+-  bu         y  =  rtj-t-  b2,         z  =  a3-t-  b:u 

où  A,,  A2,  A3,  a,,  «2,  a3  sont  fonctions  d'un  paramètre  /,  tandis 
que  B,,  B2,  B3,  6,,  b2,  b3  sont  fonctions  d'un  autre  paramètre  /,. 
La  solution  complète  du  problème  est  intéressante,  mais  je  la 
réserve  pour  une  autre  étude  afin  de  ne  pas  sortir  de  mon  sujet.  .!<• 
me  contente  d'indiquer  le  résultat  ;  il  y  a  trois  groupes  de  solutions. 

Premier  groupe.  —  Soient  trois  constantes  L  m.  u  et  la  courbe 
sphérique  d'équations 

j      a?» -h       jk2-+-      **=i, 

(1)  j  l*3B*-t-m*jr**-n*z*=i. 

Sur  cette  courbe  je  pourrai  exprimer  au  moyen  d'un  certain  para- 
mètre t  les  coordonnées  d'un  point  variable  x,  y,  Z]  soient 

x=A(t),      y=A((),      *"=/i(0- 

Soit  &(t)  une  fonction  arbitraire;  je  poserai 

l    A,  =  fft(t  )  ht)  dt,  a,  =   ljfx{t)  §(t)  dt, 

(2)  \k*='ffi(t\$'t)dt%         dt==m  fft(t)Y(t)dt, 
F  A3  =  ffz(t)  §(t)  dt,         a3=  nf/3(t)  #(*)  dt. 
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Soit,  d'autre  pari,  la  courbe  sphérique  d'équations 

i  -rï  "+■  y\  ~+~  z\  —  '■ 

(3)  r-2  v2  -ri 

r  ■/■         m*         n* 

On  remarquera  que  si  le  point  #,  y,  5  est  sur  la  courbe  (  i),  le 
point  .r,  =  te,  )',  =  /k,  -(  =  /;  est  sur  la  courbe  (3).  Sur  la 
courbe  i  3  )  on  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  a?,,  jkI5  s, 
en  fonction  d'un  certain  paramètre  tK  ;  soient 

#i  =  ¥i(*i)i        J'i  =  ^2(^1  ),        ai=?s(^i). 

Je  poserai,  Ér,1  /,  )  étant  une  nouvelle  fonction  arbitraire, 

(4)  lB2=ftfl(ti)31(ti)dtu         fta=^  A>i(ti-)£i(ti)<fti, 

'    B,=i  A>,( «!")#,(*! )*„  è3=    i     A3('l)^|(/i)^,. 

On  vérifie  immédiatement  que  S  et  S,  ont  toutes  deux  pour  ds2 

(5)  <b»=£*(f)<ft*+£i(fi)<&; 

-t-~a[/i(«)  ?i(«i>H-/2(0  ?«(*i)-h/«(*i)ïi(*i)'] 
x  §{t)§x(u)dtdti\ 

donc  S  et  St  sont  bien  applicables  l'une  sur  l'autre. 

Si  /,  m,  /î  sont  réelles,  ainsi  que  les  fonctions  #  el  -7,  (£<),  on  a 
deux  surfaces  réelles,  admettant  pour  arêtes  de  rebroussement  les 
courbes  correspondant  aux  zéros  de  $(t)  ou  de  ^i(^).  Dans 
l'application  ces  arêtes  se  superposent. 

On  peut  remarquer  que  sur  la  surface  S  les  courbes  égales 
t,  =  const.  ont  pour  indicatrice  des  courbures  la  courbe  (1)  et  les 
courbes  t  =  const.  pour  indicatrice  la  courbe  (3);  sur  la  surface  S, 
ces  deux  indicatrices  des  courbures  correspondent  au  contraire  aux 
courbes  ?  =  const.  et  t,  =  const.  respectivement. 

Deuxième  groupe.    —  Je   me  contente  d'écrire  les  équations 
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u.  et  v  désignant  deux  constantes  arbitraires,  S  a  pour  équations 

x  =  fcosO$(Q)dQ-*-   Tucose,  5,(0,  ir/0,, 

(5)  J  y  =    f  sinÔ  J(6)rf0-f-  /^  v  sin6t  &( 8t) rf6,, 
I    s  =  f  \fi—  nscos*0i  —  v«  si  n*  6i&(6i  )efàt\ 

les  courbes  f)|  =  const.  sonl  planes;  ce  sont  d'ailleurs  des  courbes 
égales  à  une  courbe  plane  quelconque.  La  surface  S,  a  pour  équa- 
tions 

i    x  =  fixcos0  5(H)eiï-¥-   /cos6,  -?,(0,  )</<),, 
(S,)  \y  =  /   v  sin8^(8)rf0-t-   TsinS,  #,(0,  )  rfO,, 

f    *  =   /  v/i—  hl»cos28  —  v*sin26  i(8)d8; 

les  courbes  0  =  const.  sur  la  surface  S,  sont  planes,  égales  à  une 
courbe  plane  arbitraire.  La  connaissance  des  deux  courbes  planes 
en  question  et  des  constantes  ix,  v  définit  complètement  les  deux 
surfaces  S  et  S,  ;  on  a  pour  les  deux  surfaces 

(6)  ds*  =  £*(8)</8*  +  £}(  6,)rf0* 

-i-  2(jx  cos0  cosO,  -+-  v  sin6  sin6,)  ^(6)  ^(Bi  )</6  rfO,, 

et  les  zéros  de  #(9)  et  y,  1  B,)  donnent  les  arêtes  de  rebroussement 
qui  se  correspondent. 

Troisième  groupe.  —  Cette  fois,  la  surface  S  est  engendrée  par 
deux  courbes  planes  arbitraires  se  déplaçant  respectivement  paral- 
lèlement à  deux  plans  rectangulaires.  Les  équations  de  S  sont 

1   x  =  /cosO  ^(6)û?6-h  fcosQl$l(Ql)dQl, 
(S)  \y=  f*int§(b)dÀt 

'    z=    fsinB,^,^,)^,. 

Et  cette  fois  j'ai  une  déformation  continue  de  la  surface  S  par  les 
Bull,  des  Sciences  mat/iéni.,  2'  série,  t    XL  V.   (Mai    1920.)  6 
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équations,  où  [x  est  une  constante, 

I    ./•  =  |x  /cosG  rT:(0)r/e-h  -    /cos6,  #i(e,)rf8„ 

(Si)-  '  7=  /Vi  — n'cos'o.ftejrfe, 


-/v 


'..fH^^^eodBi. 


J'ai  constamment 

(7)     efc2  =  ^«(6)^6*4- #î(6,)rfeî-<-  2COS6COS6,  .f  (0)  ,f,  (0,  )  rfô-rfe,, 

et  les  zéros  de  ^(8)  ou  #,  (8,  )  donnent  des  arêtes  de  rebroussement 
persistant  dans  la  déformation. 

NOTE  ADDIT1VE. 

Depuis  l'envoi  à  l'impression  de  ce  travail  j'ai  obtenu  des 
couples  en  nombre  illimité  de  surfaces  réelles  S  et  S,  applicables 
l'une  sur  l'autre  et  telles  : 

i°  Que  ni  l'une  ni  l'autre  ne  soient  applicables  sur  une  surface 
de  révolution; 

■2"  Qu'aucun  point  réel  de  l'une  n'ait  de  correspondant  réel  sur 
l'autre. 

Ce  résultat  complète  ceux  que  j'ai  donnés  au  paragraphe  4;  j'ai 

obtenu  ces  exemples  dans  les  trois  classes  de  surfaces  de  translation 

signalées  à  la  fin  de  ce  travail;  je  publierai  aux  Nouvelles  Annales 

de  Mathématiques    une  étude  détaillée  de  ces  surfaces.   Je   me 

contente  d'indiquer  ici  un  seul  exemple.  Soit  la  surface  S  unicur- 

sale 

!F  =  <'+3 mt 3 4- 1\  4-  3 m.i  t \ , 


(S)  j  =  (i-<s)i(i  +  ïHi  +  3m/2j, 

\   z  =  (1  —  t])1  (1  -+-  2/«i  4-  3mi  t\). 

Le  ds-  de  cette  surface  est 

ds"-=  9*2(1  4-  5mti)1dti+  9<î(i4-5»Mï)*<&f 

4-  i8*»*î(i  4-  5/n/*)(l  4-  Sniit\)dt  dtx. 
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Soit  y.  un  paramètre  nouveau,  qui  est,  soil  réel,  soit  imaginaire 
pure.  Toutes  les  surfaces 

.   ,,        .  .  ..!•  /  1  lin        3m    à\ 

/         'i  \2 
Z  =  I  1 l    (  [ji5  -+-  2  m{  u4  -+-  3  m,  ;jl2  t\  ) 

ont  même  ds-  que  la  surface  S. 

Pour  ;j.  réel,  la  surface  S,  est  donc,  quel  que  soit  u,  applicable, 
point  réel  par  point  réel,  sur  la  surface  S,  ou  tout  au  moins  sur 
une  fraction  convenable  de  S. 

Mais  si  ji.  esi  imaginaire  pure,  pour  t  et  t,  réels,  le  point  M 
de  S  est  réel,  le  point  correspondant  M,  de  S,  est  imaginaire.  Or 
dans  ce  cas.  malgré  l'apparence,  S,  est  une  surface  réelle  connue 
on  le  voit  en  donnant  à  /  et  /,  des  valeurs  imaginaires  pures,  de 
sorte  qu'alors  M,  est  réel  et  M  imaginaire. 


REMARQUES  SUR  LE  THÉORÈME  DE  M.  PICARD; 
Par  M.  G.   VALIRON. 


Le 'théorème  de  M.   Picard  dont  il  sera  question  est.  la  proposi- 
tion classique  relative  aux  valeurs  d'une  fonction  uniforme  dans 
le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel  isolé.  Cette  proposition 
démontrée  par  M.  Picard  en  utilisant  les  propriétés  de  la  fonction 
-  modulaire  elliptique  se  ramène  à  la  suivante  : 

1.  Si  F(s)  est  une  fonction  régulière  et  uniforme  pour 
|  z  |  >  A  et  admet  le  point  à  V in  fini  pour  point  singulier  essen- 
tiel, elle  prend  une  infinité  de  fois  toute  valeur,  sauf  une 
valeur  au  plus,  dans  le  voisinage  de  ce  point  (  '  ). 

(')  E.    Picard,    Mémoire  sur  les  fonctions  entières    (Ann.    Ecole  Normale , 
2'  série,  t.  IX,  1880). 
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En  189(1,  M.  Borel  démontra  d'une  façon  élémentaire  un  cas 
particulier  du  théorème  I,  puis  dans  son  Mémoire  Sur  les  zéros 
des  fonctions  entières  (')  donna,  dans  le  cas  où  F(,s)  est  une 
fonction  entière,  une  proposition  plus  précise  qui  comprend  le  théo- 
rème I.  La  démonstration  s'étend  facilement  au  cas  général,  mais 
M.  Borel  ne  donnait  qu'une  esquisse  de  certaines  démonstrations, 
qui  ne  furent  complétées  qu'au  prix  de  développements  assez 
longs  (2). 

C'est  M.  Schottkj  qui  donne  la  première  démonstration  élémen- 
taire complète  du  théorème  I,  en  le  déduisant  ainsi  que  le  théo- 
rème de  Picard-Landau  du  lemme  suivant: 

II.  Soit  F (z)  une  fonction  régulière  et  différente  de  oetde  1 
pour  |  z  |  <  /•, 

F(z)  =  a0-f-  axz  -+-...  -+-  a„ zn  ...  ; 

soif  y  le  plus  petit  des  trois  nombres 

|log«0|,      |log(i—  a0)|, 

(loga    désigne    la    valeur    réduite   du    logarithme).    Si  Von 

désigne  par 

/(*)  =  IogF(s), 

la  fonction  holomorphe  pour  \  z  |  <  r  qui  prend  pour  z  =  o  la 
valeur  logF(o),  on  a  pour  );]<</• 

(0  |iogF(z)|  =  |/(^i<^l  (^rri])4   (■)• 

Dans  un  second  Mémoire  (''),  M.  Schottkj  a  montré  que  l'expo- 
sant 4  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  formule  (1)  peut 
être  remplacé  par  2.  Si  l'on  serre  de  plus  près  les  inégalités  du 
premier  Mémoire,  on  peut  remplacer  l'exposant  4  par  y  +  a> 
a  étant  positif  et  arbitrairement  petit.  Il  suffit  par  exemple  dans  la 

(')  Acta  matheniatica,  t.  XX,   p.  357-396. 

(2)  Voir  le  livre  de  M.  Hlumknthal,    Principes  de  la  théorie  des    fonctions 
entières  d'ordre  infini. 

(3)  Schottky,   Uber  den  Picard' schen  Satz  und  die  Borel  schen  L'ngleichun- 
gen  (Sitz.  der  Kg.  Aka demie  der   Wissenschaften,  Berlin,  1904,  p.  1  a 4 4 )  ■ 

(*)  Uber  zwei  Beweise  der  allgemein  Picard'schen  Satz  (Ibid..  1907.  p.  8a3). 
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démonstration  donnée  par  M.  Goursat  (Note  à  la  fin  du  second 
volume  de  son  Traité  d' Analyse,  3e  édition)  de  remplacer  ^(p) 

par(^)Tlog^]2(p'658)- 

Lorsqu'on  démontre  le  théorème  II  à  l'aide  des  propriétés  de  la 
fonction  modulaire  J(.s)  de  Hurwitz,  on  obtient  directement  la 
valeur  2  pour  l'exposant  (').  On  peut  mémo  obtenir  une  inégalité 
de  la  forme 

(»)  l'ogF(s)|<x(tt0)        '.,,» 


'/(a0)  ne  dépendant  que  de  a0  (  -  I. 

Les  auteurs  qui  se  sont  occupés  du  théorème  de  M.  Picard  et  de 
ses  généralisations  n'ont  pas  donné  d'application  de  l'inégalité  (  1  1 
dans  laquelle  la  valeur  de  l'exposant  joue  un  rôle  particulier.  Je 
vais  montrer  dans  ce  qui  suif  que  l'on  peu!  obtenir  en  utilisant  ces 
inégalités  une  démonstration  que  je  crois  inédite  du  théorème  I 
et  des  propositions  en  partie  nouvelles  dans  lesquelles  la  valeur 
de  l'exposant  joue  un  rôle  fondamental. 

En  réalité,  ce  n'est  pas  l'inégalité  1  2  1  que  j'utiliserai,  mais*  une 
inégalité  concernant  la  partie  réelle  de  logF(a)  qui  esi  obtenue 
directement  par  M.  Landau  dans  le  Mémoire  cité  [formule  (54)]- Je 
partirai  donc  de  la  proposition  suivante  : 

III.  Soil  F(z )  une  Jonction  régulière  et  différente  de  o  et 

de  1  pour  \  z  |  <;  r0 

F(z)  =  cio-i-  aiz  -j-  .... 
on  a  l'inégalité 


(3)  R[log/(*)]  </.(«„)  — -T7Ï» 

y(<70)  ne  dépendant  que  de  a0. 

1.  Je  mettrai  cette  proposition  sous  une  forme  un  peu  différente, 
qui  donne  déjà  une  première  extension  d'un  théorème  de  M.  Picard. 
Je  désignerai  par  M(r)  le  maximum  du  module  de  F(z)  pour 
I  z  |  =  /",  et  j'aurai  la  proposition  suivante  : 


(')  E.  Landau,  LJber  den  Picard'schen  Satz  (Viertel  jahrschrift  cler  naturf. 
Gesellschaft  in  Zurich.  1906,  p.  3g5). 

(2)  P.  Lévy,  Remarques  sur  le  théorème  de  M.  Picard  (Bull.  Soc.  math., 
1912,  p.  25). 
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1\.   Soit  F(s)  une  fonction  régulière  autour  de  l'origine, 
ayant  un  cercle  de  convergence  égal  à  /,,  et  telle  que 

(4)  Ïm7(r0— r)logM(r)  =-+•«, 

'='0 

cette  fonction  prend  une  fois  au  moins  toute  valeur,  sauf  une 
du  plus,  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence. 
Car  si  l'on  a 

FO)  =  60+-  biz  +..., 

la  fonction  prend  la  valeur  A„.  s'il  existait  deux  valeurs  a,  jîi  dis- 
tinctes de  />0  que  ne  puisse  prendre  F(.s),  la  fonction 

Fi(^)  =  — ôT =flfo+ai«+..l 

ne  prendrait  pas  les  valeurs  o  et  i  dans  le  cercle  |  z  |  <  /'0,  on 
aurait 

logM,(r)  <  y(alt)— — ,      M  (/•)<  J  a  |  -H  |  p  -  a  |  M,(r), 
/0  —  r 

ce  qui  est  incompatible  avec  l'inégalité  (  4)- 

Le  théorème  l\  étend  à  une  classe  de  séries  entières  le  premier 
théorème  que  M.  Picard  avait  donné  sur  les  fonctions  entières  ;  les 
séries  intéressées  sont  «elles  dont  le  maximum  du  module  ne  peut 

A 

être  majoré  par  une  exponentielle  de  la  forme  e'"~'  .  La  considé- 
ration de  la  fonction  e2^1  montre  que  cette  condition  ne  peut  être 
remplacée  par  une  autre  moins  restrictive. 

Mais  c'est  en  passant  au  cas  d'une  fonction  n'ayant  qu'un  seul 
point  singulier  sur  le  cercle  de  convergence  que  l'on  obtient  un 
résultat  intéressant  que  j'énoncerai  sous  la  forme  suivante: 

\  .  Soit  F(s)  une  fonction  de  la  variable  z  =  re'ï,  régulière 
et  uniforme  dans  le  domaine  1)  extérieur  au  cercle  C,  |  z  |  =A, 
et  intérieur  à  I  angle  A,  — a  £©<-{- a.  Supposons  que  la  fonc- 
tion soit  d'ordre  supérieur  à  —  dans  la  portion  D'  de  D  inté- 
rieure à  un  angle  A'  intérieur  à  A;  c'est-à-dire  que  le  maxi- 
mum M(r,   — ,<x  +  e,  y.  —  i)  du  module  de  F  (z)  pour  |  ^  ]  =  r 


MÉLANGES.  li- 

ez —  a  +  e^eSa  —  £  vérifie  la  condition 

— — Iog8M(r,  —  a  -+-  e,  a  —  ï)^        - 
r  =  --o  logr  =  2  (a  —  e) 

e  étant  un  nombre  positif  fixe.  Dans  ers  conditions,  F  (z) prend 
une  infinité  de  fais  toute  valeur,  sauf  une  au  plus,  dans  le 
domaine  D. 

Supposons  qu'il  existe  deux  valeurs,  que  nous  pouvons  supposer 
être  h  et  i,  que  Fl  z  i  ne  prenne  qu'un  nombre  fini  de  fois  dans  le 
domaine  D;  nous  pouvons  tracer  un  cercle  C,  |.s|  =  A',  tel  que 
Fi  ci  ne  prenne  plus  [es  valeurs  <>  et  i  dans  la  portion  D,  de  D  exté- 
rieure à  C  nous  appellerons  IJ,  la  portion  de  D'  intérieure  à  Dt. 

Posons 

71 

M'y* 

Z  =  uelv—  i  i  —  j      , 

le  domaine  D,  donne  le  demi-cercle  S  de  rayon  2,  de  nuire  ori- 
gine, situé  à  droite  de  l'axe  imaginaire,  Dt  donne  le  secteur  S'  de 

(•e  demi-cercle  limité  par  les  demi-droites  p  =  ±  (  -  —  -  ]<  La  trans- 
formée F,(Z)  de  F  (z)  est  régulière  dans  S  et  ne  prend  pas  les 
valeurs  o  et  1,  et  le  maximum  Mt(u)  du  module  de  F{  (s)  pour 
|Z  |  =  u  et  |  v  |  <  —  —  -  \  érifie  la  condition 

■p—  log2M1(a)  s 


,       1 


>!. 


Posons  alors 


Sl  =  Z-i,         F1(Z)  =  F2(.-1,. 

la  fonction  F2(.s,)  est  holomorphe  dans  le  cercle  \zt  I  =  1  et  ne 
prend  pas  les  valeurs  o  et  1  dans  ce  cercle.  Posons  s1  =  r1e"°  et 
soit  M2(/"t  )  le  maximum  de  F2(^i)  pour  |  z<  I  =  rt  ;  lorsque  /•,  est 
supérieur  à  cos-,  le  cercle  \zK  \  =  /•,  contient  à  son  intérieur  l'aie 
du  cercle 

|  Z  |  =  |  Z\-h  l  | ■=  u,         r\  =  1  -f-  u-  —  1  u  sin  -  (  u  <  sin  - 

qui  est  intérieur  à  S'.  On  a  donc 


2  sin  — 


M,(r1)>M1(u)I ^  = > 

U  I  —    l'\ 
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et,  par  suite. 


-ïï^-»og8M2(r1)>i; 


lu; 


d'où,  a  fortiori, 


lim    (i  —  ri)lpgM2(r1)  =  +  ao, 
'1=1 


ce  qui  est  en  contradiction  avec  le  théorème  IV,  la  proposition  V 
est  donc  établie. 

Ce  théorème  V  montre  que  le  théorème  I  de  Picard  est  encore 
applicable  aux  fonctions  admettant  un  point  singulier  essentiel, 
isolé  ou   non,   dont  on  peut   approcher  à  l'intérieur  d'un  angle 

d'ouverture  —  *  à  condition  que  le  maximum  du  module  de  la  fonc- 
tion dans  un  angle  intérieur  soit  d'ordre  supérieur  à  p. 

Inversement,  si  Ton  suppose  qu'une  fonction  f(z)  est  régulière 
dans  le  voisinage  de  l'origine  à  l'intérieur  d'un  angle  A  d'ouverture  a 
ayant  pour  sommet  l'origine,  et  que  cette  fonction  ne  prend  pas 
les  valeurs  o  et  i   dans  ce  domaine,  c'est  qu'elle  est  d'ordre  au 

plus  égal  à  —  dans  tout  angle  intérieur  à  A.  On  peut  déduire  de  là 

des  propriétés  des  zéros  des  fonctions  f{  z)  —  «  dans  les  angles  A', 
de  sommet  origine,  intérieurs  à  A.  On  ramènera,  par  une  transfor- 

mation  ^  =Za,  l'angle  A  à  l'angle  limité  par  l'axe  imaginaire,  etl'on 
considérera  la  portion  du  domaine  transformé  qui  est  intérieure  à 
un  cercle  C  tangent  à  l'origine  à  l'axe  imaginaire.  Dans  ce  cercle, 
la  fonction  transformée  F(Z')  est  exceptionnelle,  donc  son  module 
est  limité  par  le  théorème  de  Landau  ;  le  théorème  de  M.  Jensen 
donnera  alors  une  limite  supérieure  du  nombre  des  zéros  contenus 
dans  un  cercle  concentrique  à  C,  donc  a  fortiori  du  nombre  des 
zéros  contenus  à  la  fois  dans  un  tel  cercle  et  dans  un  angle  A'  ; 
pour  ces  zéros,  le  rapport  entre  la  distance  au  cercle  C  et  la  dis- 
tance à  l'origine  reste  compris  entre  deux  nombres  fixes.  On 
obtient  ainsi  le  résultat  suivant: 

Si  la  fonction  f{z)  ne  prend  pas  les  valeurs  o  et  i  dans 
V angle  A  d'ouverture  a  ayant  pour  sommet  V origine,  et  est 
régulière  à  C  intérieur  de  cet  angle  au  voisinage  de  l'origine, 
si  l'on  range  les  zéros  de  f(z)  —  a  contenus  dans  un  angle 
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intérieur  à  A  dans  V ordre  des  modales  décroissants,  et  si  an 
est  le  module  du  n'*1"1*  zéro,  la  série 


est  convergente. 

Ce  résultat  ne   semble  pas  entièrement  satisfaisant,  l'exposant 
doit  pouvoir  être  divisé  par  2.    Dans  le  cas  où  le  module  de  f(z) 

est  borné  dans  l'angle  A,  on  trouve  que  la  série  ffl,*  converge, 
résultat  beaucoup  moins  précis  que  celui  obtenu  par  AT.  Montel  ('  ). 
11  est  manifeste  que  le  théorème  V  contient  le  théorème  I  de 
M.  Picard.  Considérons  une  fonctionna)  régulière  et  uniforme 
pour  !  g  |  >>  A  et  admettant  le  point  à  l'infini  pour  point  essentiel. 
Posons  encore  z  =  re'ï  et  soil  U(  r,  cp0,  <pt)  le  maximum  \/(z)  \ 
pour  | z  |  =  /•  et  o0^©^<c,,  [M(r)  =  M(r,  0,21c)]  ;  nous  dirons 
que /(s  )  est  d'ordre  p  dans  l'angle  »0^<p£cp(  si  l'on  a 

— —  logïMl  r,  s,,,  ç,  ,1 
h  m    — 


logr 

(0  peut  être  infini);  l'ordre  de f(z)  sans  autre  spécification  sera 
l'ordre  dans  tout  le  plan,  donc  l'ordre  de  M(r). 

Si  f(z)  est  d'ordre  inférieur  ou  égal  à  ->  il  ne  peut  y  avoir  de 

valeur  exceptionnelle,  car  si  /  (  s  )  n'avait  pas  de  zéros  pour  r  >•  A', 

on  ;urait 

f(z)  =  P(z)9(z)e^, 

P(i)  étant  un  polynôme,  'j>{z)  étant  régulière  à  l'infini,  et  g(z) 
étant  une  fonction  entière;  la  condition  relative  à  l'ordre  entraîne, 
par  application  du  théorème  de  M.  Hadamard  (complément  de 
celui  de  Liouville),  que  g(z)  est  une  constante.  Le  point  à 
l'infini  ne  serait  donc  pas  un  point  essentiel. 

Supposons  alors  que  f{z)  soit  d'ordre  p  supérieur  à  -•  Soit  p( 


(')  P-  Montel,  Sur  les  familles  normales  de  fonctions  analytiques  (Ann. 
École  Normale,  t.  XXXIII,  1916,  p.  265).  Le  résultat  de  M.  Montel  se  complète 
aisément;  comme  la  propriété  ne  fait  pas  intervenir  la  valeur  de  l'angle,  elle  est 
encore  valable  après  une  transformation  z  —  Z*,  donc  la  série  £  «^converge  quel 
que  soit  e. 
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un  nombre  inférieur  à  p  et  p2  un  entier  supérieur  à  p.  Partageons 
le  plan  (extérieur  au  cercle  |  z  \  =  A)  en  domaines  angulaires  par 

les  demi-droites  <p  =  tù0-\-k  —  (k  =  o,  i,...,  2p2 —  i  ).  Quelque 

soit  p2,  f{z)  sera  d'ordre  p  dans  l'un  au  moins,  D,,  des  domaines 
angulaires  ainsi  formés,  on  pourra  appliquer  le  théorème  V  à  tout 

domaine  angulaire  D  d'ouverture  —  contenant  D,  à  son  intérieur. 

Pi 
On  peut  énoncer  le  résultat  sous  la  forme  suivante  : 

VI.  Si  la  fonction  F(z)  est  uniforme  et  régulière  pour  |-|>  A, 
admet  le  point  à  P  infini  pour  point  essentiel  et  est  d'ordre  p 

supérieur  à  —  >  dans  tout  son  domaine  angulaire  d'ouverture 

—  (  -  <  pi  <C  p  )  contenant  à  son  intérieur  un  domaine  angu- 
laire dans  lequel  F(z)  est  d'ordre  supérieur  à  p,,  la  fonction 
prend  une  infinité  de  fois  toute  valeur,  sauf  une  valeur  excep- 
tionnelle au  plus. 

Pour  les  fpnctions  d'ordre  fini  ou  nul,  ce  résultat  est  moins 
précis  que  celui  qui  découle  du  théorème  général  de  M.  Julia  ('  ), 
mais  il  n'est  pas  sans  intérêt,  car  il  fournit  explicitement  des 
angles  dans  lesquels  la  propriété  a  lieu.   Ainsi,   si  F(z)  est  une 

fonction  entière  à  coefficients  positifs,   d'ordre  p  supérieur  à   -» 

les  angles  d'ouverture  —  (a.  <T  p)  contenant  à  leur  intérieur  l'axe 

0  pi  Nl  '  '  . 

réel  positif  renferment  une  infinité  de  zéros  des  fonctions  F(z) — a, 
sauf  peut-être  pour  une  valeur  de  a. 

L'exemple  des  fonctions  de  la  forme  e$(z\  où  g(z)  est  un  poly- 
nôme, et  plus  généralement  des  fonctions  de  la  forme  f(  s  )  <p  (  -  ):>  où 

o  (  -  )  est  régulière  à  l'infini  elf(z)  une  fonction  entière  orientée 

d'ordre  non  entier  à  zéros  très  réguliers  (2),  montre  que  dans  le 
théorème  VI  l'ouverture  de  l'angle  ne  peut  être  diminuée,  c'est- 
à-dire  que  la  proposition  n'est  pas  nécessairement  vraie  dans  un 

(')    G.  Julia,  Sur  quelques  propriétés  nouvelles   des  fonctions  entières  ou 
méromorphes  (Ann.  École  Normale,  3e  série,  t.  XXXVI,  p.  98). 
(2)G.  Valiron,  Thèse,  p.  n/j- 
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angle  d'ouverture  a  à  l'intérieur  duquel  la  fonction  sérail  d'ordre 

moindre  que  -  •  La  seconde  sorte  d'exemple  montre  en  outre  que 

le  ers  d'exception  peut  se  produire  alors  même  qu'il  n'existe  pas 
de  valeur  exceptionnelle  au  sens  du  théorème  I. 

Étant  donnée  la  fonction  f(z  i   d'ordre  fini  p,  le  théorème  VI 

montre  qu'il  existe  un  angle  d'ouverture  — -f-  e  dans  lequel  la  fonc- 
tion est  d'ordre  p  et  ù  l'intérieur  duquel  toute  fonction  /'(c)  —  a 
(sauf  une  au  plus  )  a  une  infinité  de  zéros.  On  peut  chercher  à 
obtenir  des  renseignements  plus  précis  sur  la  suite  des  modules  de 
ces  zéros,  il  semble  bien  que  Tordre  de  cette  suite  est  aussi  égal 
à  p,  niais  je  n'ai  pu  obtenir  jusqu'ici  que  des  propositions  moins 
précises.  Dans  le  cas  de  l'ordre  infini,  on  aurait  une  propriété  ana- 
logue que  Ton  peut  démontrer  dans  le  cas  où  la  croissance  est 
suffisamment  rapide.  Il  est  d'autre  part  bien  facile  de  trouver  des 
fondions  entière-;  d'ordre  p  telles  que  toute  fonction  f  (s)  —  a 
(  sauf  une  )  admette  une  infinité  de  zéros  dans  un  angle  d'ouverture 
donnée,  l'ordre  de  la  suite  de  ces  zéros  étant  an  nombre  donné 
moindre  que  p.  Ces  remarques  montrent  que  le  théorème  VI  et  le 
théorème  de  M.  Julia  sont  peut-être  de  nature  plus  différente  que 
l'on  pourrait  le  croire  tout  d'abord. 

2.  On  peut  étendre  ces  résultats  au  moyen  de  représentations 
conformes  convenables. 

Considérons  une  courbe  continue  C  s'éloignant  indéfiniment  de 
l'origine,  c'est-à-dire  coupant  en  un  seul  point  tout  cercle 
|c|  =/(/>  A).  Désignons  par  Cq  la  courbe  obtenue  en  faisant 
tourner  la  courbe  C  de  l'angle  0  dans  le  sens  direct  autour  de 
l'origine,  par  D(0,,0L»)  le  domaine  balayé  par  Cq  lorsque  9  varie  de 
9,  à  92  {^-2  —  9,  <^  ait)  et  par  M  (r,  9(,  92)  le  maximum  du  module 
de  f(z)  sur  l'arc  du  cercle  |cj  =  r  compris  à  l'intérieur  (au  sens 
large)  de  D(9,  ,9;.).  On  peut  essayer  d'étendre  les  théorèmes  \  et  VI 
à  de  tels  domaines.  Si  une  proposition  de  l'espèce  Y  a  lieu  dans  un 
domaine  D(9,  ,  92)  lorsque  M  (/*,  9, ,  02)  satisfait  à  une  certaine  con- 
dition de  croissance,  le  théorème  VI  aura  lieu  pour  les  fonctions 
telles  que  M(r)  vérifie  cette  même  condition,  car  on  pourra  par- 
tager le  plan  en  domaines  D  (9/,  9<+,  )  avec  9<  =  —  7:  et,  dans  l'un  au 
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moins  de  ces  domaines,  M(/\  9/,8,+))  vérifiera  encore  la  condition 
considérée. 

Pour  étendre  le  théorème  V  au  cas  d'un  domaine  D (8t,92),  on 
peut  essayer  de  faire  une  représentation  conforme  Z  =  H  (s)  de  ce 
domaine  sur  un  domaine  angulaire  compris  entre  deux  demi-droites 
passant  par  l'origine  et  extérieur  à  un  cercle  ayant  pour  centre 
l'origine,  chercher  ce  que  devient  le  domaine  D  (  9,  -|-  e,  92  —  e)  et 
étudier  la  relation  entre  /•  — [js|  et  R  =|Z|.  Cette  étude  est  facile 
dans  le  cas  où  C  est  une  spirale  logarithmique,  la  transformation 
Z  =  ^a+'P,  où  a  et  [3  sont  convenablement  choisis,  résout  la  question, 
et  Ion  obtient  le  résultat  suivant  : 

VII.  Si  la  fond  ion  ¥  {z)  est  d'ordre  supérieur  à  p  dans  le 
domaine!)  compris  entre  les  deux  spirales 

log/-  =  Âcp,  log/=*    cp-f-  -/iH-  j-A\ 

et  extérieur  au  cercle  \  z\  =  A,  elle  prend  une  infinité  de  fois 
toute  valeur,  sauf  une  au  plus,  dans  tout  domaine  limité  par 
des  spirales  logarithmiques  et  comprenant  D  à  son  intérieur 
(au  sens  étroit). 

Ainsi  une  fonction  entière  d'ordre  infini,  à  coefficients  positifs, 
prend  une  infinité  de  fois  toute  valeur,  sauf  une  au  plus,  entre 
deux  spirales  logarithmiques  égales  quelconques. 

En  général,  un  domaine  D  (9, ,  82)  est  bien  applicable  sur  un 
domaine  angulaire,  mais  l'étude  de  la  transformation  conforme  au 
point  de  vue  qui  nous  intéresse  n'a  pas  été  faite.  Nous  nous  bor- 
nerons à  considérer  des  cas  particuliers,  et  nous  ne  chercherons 
pas  à  faire  la  représentation  conforme  du  domaine  D(9|,82)  sur 
un  domaine  angulaire,  nous  chercherons  une  transformation  con- 
forme du  domaine  D  (9,,  92)  dans  laquelle  les  courbes  Cq  donnent 
des  courbes  allant  à  l'infini  sur  lesquelles  l'argument  de  Z  tende 
vers  une  limite  dépendant  linéairement  de  9.  Alors  A(8,,92)  et 
A(9,  +  e,  92 — e)  étant  les  transformés  de  D  (9,,92)  etD(9,-f-e, 
9o  — ■  e),  on  pourra  trouver  un  domaine  angulaire  A  intérieur  à 
A(9,,92),  un-domaine  angulaire  A'  contenant  A(8,  -f-  e,  82  —  è) 
à  son  intérieur,  A'  étant  en  outre  intérieur  à  A  ;  le  théorème  V 
s'appliquera  donc  à  la  condition  que  Tordre  à  l'intérieur  de  A'  soit 
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suffisamment  élevé,  ce  qui  donnera  une  limitation  inférieure  de 
l'ordre  dans  D  (91  +  e,  82  —  e),  en  utilisant  la  relation  entre  /etR. 
Considérons  d'abord  les  spirales  Cq  d'équations 

(5)  logr  =  k(<o  +  B)P. 

Dans  le  domaine  D(6,,0;>)  balayé  par  ces  courbes  lorsque  8  varie 

de  8,  à  82,  on  a 

logz  =  k  ( <p  -+-  8  )/'  -i-  t<p , 

m  étant  bien  déterminé  par  l'égalité  (5)  pour  chaque  valeur  de  r, 
Jog,s  est  donc  uniforme  dans  ce  domaine.  Supposons  p  ^>  i ,  nous 
poserons 

(6)  logZ  =  log^  — / 


t'A 


1 

3-2/' 

— )  +tÀ2( 

log^ 

)" 

1+29(1—  p) 

/log*\      P 


a  étant  le  plus  grand  entier  inférieur  à  — -  •  On  voil  de  suite  que 

7  I  O  2  (  /J  —  I  )  ' 

pôur/?^-  la  partie  imaginaire  de  log-Z  est 

-te-heOp), 

3 
s(»)  tendant  vers  zéro  lorsque  cp  croît  indéfiniment  ;  pour  p  <C~ 

on  peut  déterminer  les  coefficients    V.,,  A, \,r  de  proche  en 

proche,  pour  que  cette  circonstance  se  produise  encore;  on  a 


A, 


P  —  1  J_ 
■i  pi    A-2 


L'égalité  (6)  montre  en  outre  que  les  courbes  transformées  des 
spirales  Ce  sont  des  courbes  simples  pour  »  >  <?o(<po  est  indépen- 
dant de  0)  sur  lesquelles  le  module  R  de  Z  est  croissant  et  l'argu- 
ment monotone;  en  outre,  ces  courbes  simples  ne  se  coupent  pas; 
la  transformation  (6)  donne  donc  une  représentation  conforme  du 
domaine  D(8,  ,92)  sur  le  domaine  A(J9(,92)  compris  entre  les  courbes 
transformées  de  C9  eX  Ce.  et  du  cercle  logr  =  Â" '.s£.  Cette  trans- 
formation satisfait  aux  conditions  énoncées  plus  haut,  l'ouverture 
du  domaine  est  conservée,  on  a  d'autre  part 
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t,  (cp)  tendant  vers  zéro  lorsque  cp   croît  indéfiniment,  l'ordre  est 
donc  aussi  conservé. 

On  peut  ainsi  utiliser  les  spirales  (5)  avec  p^>\  au  lieu  de 
droites  pour  limite)1  les  domaines  angulaires  figurant  dans 
les  énoncés  V  et  VI. 

Supposons  maintenant  p  <^i,  nous  poserons 
i  B, 


/ 


le  nombre  q  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  ;  les 

1  r        .  2  (  I  —  p  )  ' 

coefficients  B2,  B3,  ...,  Bq  pourront  encore  être  déterminés  de 
proche  en  proche  pour  que  la  partie  imaginaire  log^  soit  de  la 
forme 

Les  courbes  transformées  des  spirales  seront  des  courbes  simples 
pour  cp  ^>  cp0,  sur  lesquelles  le  module  et  l'argument  sont  des  fonc- 
tions monotones  de  cp,  la  relation  (7)  donne  la  représentation  con- 
forme de  D  (f),,02)  sur  un  domaine  A  (8,,92),  l'ouverture  du 
domaine  est  conservée,  mais  l'ordre  ne  Test  plus,  on  a 


1     p         1-4-e, (r) 
loti  R  = 


(■2  —p)  kp 


mT 


les  propositions  de  l'espèce  A   ou  A  1  relatives  au  domaine  D  (8,,82) 
ne  s'appliqueront  qu'à  des  fonctions  d'ordre  infini  suffisamment 

croissantes.  On  obtiendra  par  exemple  la  proposition  suivante  : 

VIII.   Si  F(-s)    est    uni/orme  et  régulière  dans  le  domaine 
D  (0, ,  80  )  limité  par  les  spirales 

logr  =  à-^-hO,)/',         log/-  =A ■(?-+-  02)/'         (/><i,         02  —  6,  <-.*-) 

et  par  le  cercle  \z\  =  A,  ei!  si  dans  le  domaine  intérieur  D(8,  -)-e, 
B2 — e)  /<?    maximum  du    module   M(r,  9, -f-e,  92  —  e)   vérifie  la 

condition 

—  log,M(r9l+s,01-6)       ^-^^ 
/•=«  lug2/-  P 
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la  fonction  prend  une  infinité  de  fois  toute  valeur  dans  le 
domaine  D  (  0,,^),  sauf  une  valeur  au  plus. 

Les  domaines  D  (9,, 82)  , considérés  ici  déterminent  sur  une 
droite  passant  par  l'origine  des  segments  dont  le  rapport  de  la  lon- 
gueur à  la  distanee  à  l'origine  tend  vers  zéro  lorsqu'on  s'éloigne 
indéfiniment. 

Prenons  encore  les  spirales  d'Àrchimède 

el  le  domaine  D  l  8< .  Qj  I  compris  entre  deux  de  ces  courbes  et  exté- 
rieur au  cercle  |s|  =  .Â.  Si  l'on  fait  la  transformation 

logZ  =  -  -/  logs)*-t-  log-s  x  log    "  loge     , 

on  obtiendra  encore  comme  transformées  des  spirales  des  courbes 
simples  s'éloignant  indéfiniment,  sur  lesquelles  l'argument  esl 
monotone  el  tend  vers  — i(i.  cette  transformation  conforme  con- 
serve  l'ouverture  du  domaine  et  donne  d'autre  part 

logR  =  [i  —  s  (?)]/•*, 

une  fonction  d'ordre  Uni  dans  le  plan  des  /est  transformée  en  une 
fonction  telle  que 

-y. —  log3M    r 

1 1  m i    — - _  ■>.. 

,.  =  .       log/- 

d'où  par  exemple  le  résultat  : 

I\.  Soit  V[Z)  une  fonction  uniforme  et  régulière  pour  \z\  >■  A, 
telle  que  l'on  ait 

log,  M  (  r  )  >  /•*         (a  >  2), 

pour  une  infinité  de  valeurs  indéfiniment  croissantes  de  r.  Quel 
que  soit  a  et  si  petit  que  soit  t,  il  existe  des  spirales  d'Archi- 
mède 

r  =  a(ç-f-8),         r  =  a  (<p  -4-  8  -+-  s-), 

entre  lesquelles  F(z)  prend  une  infinité  de  fois  toute  valeur, 
sauf  une  valeur  exceptionnelle  au  plus. 

On  pourra  multiplier  ce*  exemples  ;  à  chaque  famille  de  spirales 
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correspondra  une  famille  de  fonctions  dont  l'ordre  sera  limité  infé- 
rieurement  pour  lesquelles  on  aura  des  propositions  analogues 
à  V  et  VJ.  Dans  les  propositions  de  l'espèce  V  les  conditions  rela- 
tives à  l'ordre  sont  indispensables,  on  le  voit  en  transformant  les 
exemples  cités  plus  haut.  Dans  le  cas  des  fonctions  admettant  le 
point  à  l'infini  pour  point  essentiel  isolé,  on  peut  se  demander  si 
la  condition  relative  à  Tordre  ne  peut  pas  être  supprimée,  en  se 
bornant  naturellement  à  énoncer  l'existence  de  domaines  D  (0, ,  92) 
dans  lesquels  la  propriété  à  lieu,  ces  domaines  ne  correspondant 
plus  nécessairement  aux  grandes  valeurs  de  M  (/•,  (),,62).  Il  n'y  a 
lieu  d'examiner  la  question  que  dans  le  cas  où  la  spirale  coupe  les 
cercles  de  centre  origine  sous  un  angle  qui  tend  vers  zéro  lorsqu'on 
s'éloigne  indéfiniment,  et  il  s'agit  de  savoir  en  somme  si  le  théo- 
rème de  M.  Julia  s'étend  à  des  domaines  limités  par  de  telles  spi- 
rales. L'exemple  de  la  fonction 

F  (z)  =  sin.3 

montre  que  le  théorème  IX.  n'est  pas  valable  pour  toutes  les  fonc- 
tions entières  ;  entre  deux  spirales 

r=i(<pH-6),  r=  i.  (  cp  +  6  )  +  e     (e<w), 

quel  que  soit  f),  il  y  a  une  infinité  de  valeurs  exceptionnelles. 
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VEBLËN  (O.)  and  YOUNG  (J.  W.).  —  Projective  Geometry  [Géomé- 
trie projective];  vol.  II,  par  OswALD  Vbblbn.  —  In  vol.  in-8",  xn-5_î  i 
pages,  avec  88  fig.  Ginn  and  C",  Boston,  ...,  1918. 

En  1911,1e  Bulletin  a  sit;n;i  1<-  L'apparition  du  premier  Tome  de 
la  Géométrie  projective  de  MM.  Yeblen  et  Young( '  ).  Le  Tome  IL 
rédigé  exclusivement  par  M.  Veblen,  apport»'  une  contribution 
magistrale  à  l'éjxfde  des  principaux  problèmes  de  la  Géométrie 
moderne. 

Aussi  bien,  la  brièveté  «lu  titre  ue  doit-elle  pas  nous  induire  en 
erreur  :  loin  de  se  limitera  la  Géométrie  projective,  les  auteurs 
abordent  l'examen  des  diverses  doctrines  auxquelles  sont  associés 
les  noms  d'Euclide,  de  Descartes,  de  Lobatchewski,  de  Riemann, 
de  Poincaré  :  partant  d'axiomes  en  nombre  aussi  restreint  que 
possible,  ils  établissent  successivement  les  principaux  résultats  de 
la  Géométrie  projective,  puis,  par  spécialisation  progressive,  ceux 
des  diverses  Géométries  métriques,  et  terminent,  enfin,  par  les 
éléments  de  la  Géométrie  de  situation.  Indiquons  rapidement  leur 
méthode. 

Dans  toute  proposition  de  Çéométrie,  il  y  a  lieu  d'envisager  le 
type  d'espace  où  elle  e>t  valable,  et  la  nature  du  groupe  qu'elle 
admet  :  à  l'intérieur  d'un  espace  donne,  l'ensemble  des  définitions 
et  des  théorèmes,  qui  expriment  des  propriétés  invariantes  pour  un 
groupe  ilonné,  constitue  une  Géométrie.  D'ailleurs,  pour  qu'un 
espace  puisse  être  considéré  comme  donné,  il  faut  avoir  relié 
ses  éléments  (points,  droites,  plans)  par  des  systèmes  à'axïomes 
à  la  fois  compatible^,  indépendants  et  bien  déterminés;  quant 
à  la  définition  et  à  la  classification  des  groupes  de  coordonnées, 
elles  relèvent rde  l'Analyse.  Etablir  par  cette  méthode  la  Géométrie 
projective,  tel  est  précisément  l'objet  du  Tome  I,  que  nous  rap- 
pellerons rapidement . 

(l  )  Bull.  Se.  math.,  t.  XXXV,  1911,  p.  40-42. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  i%  série,  t.  XLIV.  (Juin  1920.)  7 
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A  la  base  de  la  Géométrie'projective  se  trouvent  deux  notions 
premières  que  l'on  ne  cherche  pas  à  définir  :  celles  de  point  et  de 
ligne  droite.  Ces  êtres  géométriques  satisfont  à  deux  séries 
d'axiomes  :  les  axiomes  de  l'alignement  (A)  et  ceux  de  l'étendue 
(«extension»)  (E).  Les  premiers  apprennent,  notamment,  que 
par  deux  points  passe  une  droite  et  une  seule;  les  seconds  expri- 
ment d'une  manière  précise  que  l'espace  est  triplement  infini;  ils 
peuvent  d'ailleurs  se  généraliser  pour  un  espace  à  n  dimensions. 
Ces  axiomes  posés,  on  peut  établir  immédiatement  les  propriétés 
de  la  configuration  de  Desargues,  et  des  correspondances  pers- 
pectives et  projectives;  pourtant,  si  l'on  veut  être  sûr  que  les 
suites  harmoniques  sur  une  droite  ne  se  composent  pas,  exclusi- 
vement, de  trois  points,  il  faut  introduire  un  axiome  supplémen- 
taire (H0),  en  vertu  duquel  les  points  de  concours  des  diagonales 
d'un  quadrilatère  complet  ne  sont  pas  en  ligne  droite.  La  théorie 
des  constructions  harmoniques  dans  un  espace  projectif  général 
prend  alors  un  sens,  et  l'on  peut  établir  le  théorème  fondamental 
de  la  Géométrie  projective  d'après  lequel  les  correspondances 
projectives  entre  A,  B,  C,  D  et  A',  B  ,  C,  D',  d'une  part,  et  entre 
A,  B,  C,  D  et  A',  B',  C,  D',,  d'autre  part,  entraînent  l'identité  de 
D'  etD'r  Toutefois,  dans  cette  démonstration,  un  nouvel  axiome 
est  encore  nécessaire  :  l'axiome  de  projectivité  (P),  en  vertu  duquel 
toute  projectivité  qui  laisse  invariants  trois  points  distincts  d'une 
droite  laisse  invariant  tout  point  de  la  droite.  Ainsi  se  trouve 
défini  l'espace  projectif  propre. 

Les  Auteurs  avertissent  d'ailleurs  qu'on  pourrait  se  passer  du 
nouvel  axiome,  en  le  remplaçant  par  les  axiomes  d'ordre  (S),  et 
de  continuité  (C),  qui  seront  exposés  au  Tome  II;  mais  le  détour 
est  long,  et  sans  application  en  Géométrie  projective.  D'ailleurs, 
le  théorème  fondamental  s'applique  dans  des  cas  où  (S)  et  (C) 
cessent  d'être  valables. 

Ce  théorème  une  fois  établi,  on  peut  introduire  la  notion  de 
coordonnées  sans  faire  intervenir  celle  de  distance  :  c'est  là  un 
résultat  des  plus  importants,  puisqu'il  permet  l'application  des 
méthodes  de  l'Analyse;  l'existence  et  les  propriétés  du  groupe 
projectif  en  résultent  aussitôt.  Le  Tome  I  se  termine  par  l'exposé 
des  propriétés  les  plus  simples  des  coniques,  des  quadriques  et 
des  complexes  linéaires. 
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Le  lecteur  qui  aborde  le  Tome  II  ne  connaît  donc  que  les  types 
très  généraux  d'espace  projectif  et  de  groupe  projectif;  or  la 
catégorie  des  espaces  projectifs  est  très  étendue  ;  et  leurs  propriétés 
seront  très  différentes  suivant  la  nature  des  hypothèses  supplé- 
mentaires qu'on  introduira  pour  achever  de  les  définir.  Par  exemple, 
admettons  l'axiome  (K)  [ou  (J)],  qui  implique  l'existence  de 
l'ensemble  de  tous  les  points  dont  les  coordonnées  appartiennent 
au  champ  réel  (ou  complexe)  totaL  :  l'espace  sur  lequel  on  raison- 
nera sera  l'espace  projectif  réel  (ou  complexe);  on  peut  d'ailleurs 
remplacer  ces  axiomes  par  d'autres  systèmes  de  postulats,  qui 
évitent  l'intervention  de  la  théorie  de  Dedekind.  Au  point  de  vue 
des  applications,  les  espaces  qu'on  vient  de  citer  sont  les  plus 
importants;  mais  on  peut  aussi  fonder  d'autres  géométries  dans 
des  espaces  d'un  caractère  complètement  différent  :  tels  sont,  par 
exemple,  ces  espaces  modulaires  dans  lesquels  une  suite  harmo- 
nique quelconque  ne  comprend  qu'un  nombre  fini  de  points 
[axiome  (H)] 'et  sur  lesquels  l'Auteur  donne  de  rapides  indi- 
cations. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  l'espace  projectif  réel,  et  envisa- 
geons les  transformations  projectives  (réelles)  d'une  droite  de 
cet  espace  en  elle-même;  la  distinction  entre  les  deux  signes  pos- 
sibles du  déterminant  de  la  transformation  permet  de  définir  deux 
sens  sur  la  droite  (Chap.  III);  cette  distinction  est  donc  isomorphe 
à  celle  qui  sépare  les  nombres  positifs  et  les  nombres  négatifs; 
elle  permet  d'introduire  les  notions  de  segment  et  d'intervalle.  La 
notion  du  sens  s'étend  d'ailleurs  à  l'espace  projectif  à  trois  dimen- 
sions, mais  non  au  plan  projectif  :  M.  Y'eblen  établit,  avec  tous 
les  développements  nécessaires,  qu'un  tel  plan  est  une-surface 
unilatérale. 

Pour  parler  de  sens  sur  un  plan,  il  faut  donc  modifier  le  plan 
projectif  :  par  exemple,  on  pourra  le  transformer  en  un  plan  eu- 
clidien moyennant  la  suppression  de  la  droite  à  l'infini,  lx. 
Ainsi  introduite,  la  notion  de  plan  euclidien  exige  l'acquisition 
préalable  d'un  grand  nombre  de  notions  préliminaires.  Pourrait-on 
y  accéder  plus  directement?  Dans  un  Mémoire  souvent  cité  ('), 

(')  Transactions  0/  the  American  Mathematical  Society,  t.xV,  1904. 
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M.  Veblen  a  montré  qu'on  peut  répondre  affirmativement  tout  en 
s'appuvant  uniquement  sur  des  relations  d'ordre;  à  la  base  de  son 
système  d'axiomes  figurent  deux  notions  primitives  :  celle  de 
point  et  celle  d'une  relation  entre  trois  points  A,  B,  C,  exprimée 
par  la  locution  «  les  points  sont  dans  l'ordre  [  A  B  G  \  ».  11  devient 
alors  possible  de  définir  les  notions  de  segment,  d'intervalle,  de 
rayon  et  de  ligne  droite  :  par  exemple,  la  droite  AB  est  l'ensemble 
des  points  A,  B,  et  de  tous  les  points  X  dans  l'un  des  ordres  \  ABX  j, 
{AXBj,jXABj.  L'équivalence  entre  ces  deux  voies  si  différentes 
pour  parvenir  à  la  notion  de  plan  euclidien  a  déjà  soulevé 
d'intéressantes  recherches. 

A  l'espace  euclidien  correspond  uji  sous-groupe  projectif  parti- 
culièrement important  :  le  sous-grôupe  des  transformations  affines 
qui  conservent  la  droite  fx:  (Chap.  111). 

La  Géométrie  qui  est  rattachée  à  ce  sous-groupe  occupe,  en 
quelque  sorte,  une  place  intermédiaire  entre  la  Géométrie  projec- 
tiye  et  la  Géométrie  euclidienne.  C'est  à  cette  Géométrie  «  affine  » 
qu'appartiennent  la  théorie  des  translations  et  les  débuts  de  la 
théorie  des  vecteurs,  la  théorie  des  homothéties,  des  transversales 
et  des  réflexions,  la  distinction  entre  les  trois  genres  de  coniques 
et  la  mesure  des  triades  de  points  orientées,  première  ébauche  de 
la  théorie  des  aires. 

Toutefois,  si  l'on  veut  retrouver  complètement  la  Géométrie 
euclidienne  classique,  une  nouvelle  étape  est  encore  nécessaire  : 
suivant  notre  locution  antérieure,  il  faut  introduire  un  nouveau 
groupe  de  transformations,  sous-groupe  nécessairement  non  inva- 
riant du  groupe  affine;  ce  sera  le  groupe  des  transformations 
(affines)  qui  laissent  invariante  une  certaine  involution  fonda- 
mentale, I,  fixée  (arbitrairement,  d'ailleurs)  sur  lx.  A  ce  sous- 
groupe,  qu'on  pourra  appeler  groupe  euclidien,  se  rattache  aus- 
si loi  la  notion  de  congruence,  que  l'étude  des  translations  et  des 
symétries  laissait  déjà  entrevoir.  Cette  notion  acquise,  il  devient 
aisé  d'établir  les  différentes  théories  des  déplacements,  des  simili- 
tudes, de  l'égalité  des  triangles,  du  cercle,  de  la  mesure  des  angles 
et  des  aires  :  bref,  c'est  toute  la  Géométrie  classique  qui  se  trouve 
condensée  en  quelques  pages  (Ghap.  IV),  et  prolongée  par  un 
exposé  des  propriétés  métriques  des  coniques  (Ghap.  V).  Nous 
n'insisterons  pas  sur  un  enchaînement  de  propositions  familier  au. 
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lecteur  français;  observons  seulement  que  M.  \  chien  a  complété 
son  système  d'axiomes,  précédemment  indiqué  pour  la  Géométrie 
affine,  de  façon  que  le  nouveau  système  puisse  constituer  une 
base  autonome  pour  la  Géométrie  euclidienne. 

In  procédé  analogue  s'applique  à  l'espace  à  trois  dimensions  ; 
cette  généralisation  fait  l'objet  du  Chapitre  VII;  elle  contient, 
notamment,  une  étude  approfondie  des  déplacements,  de  leur 
représentation  analvtique  et  de-  quaternions. 

Insistons  davantage  sur  le  Chapitre  \  I.  véritable  trait  d'union 
entre  les  théories  les  plus  diverses  de  la  Géométrie  et  de  l'Analyse. 
Le  procédé  de  l'Auteur  n'est  d'ailleurs  que  la  mise  en  œuvre 
systématique  du  principe  de  transposition  que  nous  résumerons 
de  la  façon  suivante  :  à  deux  groupes  de  transformations  holoédri- 
quement  isomorphes,  correspondent  deux  Géométries  identiques 
(à  la  terminologie  pies  >.  Ceci  rappelé,  partons  de  la  notion  de 
vecteur,  établie  au  Chapitre  III,  et  définissons  la  multiplication 
vectorielle  :  nous  en  déduirons,  comme  le  fait  l'Auteur,  la  repré- 
sentation vectorielle  des  quantités  complexes  et,  par  suite,  une 
correspondance  bien  définie  entre  le  plan  euclidien  réel  et  la 
droite,  envisagée  comme  lieu  de  points  .réels  et  imaginaires*  Les 
transformations  projectives,  T,  de  la  droite  en  elle-même  se  tra- 
duisent en  transformations  circulaires  du  plan,  et  Ion  a  défini 
ainsi,  dans  le  plan  euclidien  réel,  un  groupe  de  transformations 
comprenant  l'inversion  et  les  déplacement.  Mais  les  transforma- 
tions T  forment  un  groupe,  holoédriquement  isomorphe  à  celui 
des  transformations  d'une  quadrique  en  elle-même  (chaque  sys- 
tème de  génératrices  restant  invariant  1:  à  un  autre  point  de  vue, 
l'emploi  des  coordonnées  tétracycliques  permet  encore  d'établir 
que  la  Géométrie  projective,  sur  une  quadrique  réelle,  est  équiva- 
lente à  la  Géométrie  projective  sur  une  droite  complexe.  (  les 
résultats  entraînent  d'intéressantes  conséquences  àHAnalysis 
silus  :  ainsi  le  plan  projectif  complexe  correspond  biunivoquement 
aux  couples  de  points  (non  ordonnés)  d'une  quadrique  convexe, 
tandis  que  le  plan  analytique  est  équivalent  à  une  quadrique 
réglée.  La  théorie  précédente  permet  encore  l'étude  systématique 
des  transformations  projectives  d'une  quadrique  en  elle-même; 
à  cet  égard,  citons  les  diverses  extensions  du  théorème  de  Pascal 
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aux  quadriques,  ainsi  que  la  répartition  en  deux  classes  des  droites 
imaginaires  de  l'espace. 

Revenons  maintenant  au  plan  projectif,  et  considérons  le  groupe 
de  toutes  les  transformations  proj  écrives  qui  conservent  non  plus 
une  certaine  involution  appartenant  à  lx,  mais  une  conique 
réelle  ou  imaginaire  du  plan;  la  Géométrie  correspondante  sera 
non  plus  la  Géométrie  euclidienne,  mais  la  Géométrie  hyperbo- 
lique ou  elliptique;  et  un  procédé  analogue  s'applique  à  l'espace. 
L'exposé  des  résultats  essentiels  de  ces  Géométries  (congruence, 
mesure  des  angles,  représentation  analytique  des  déplacements...) 
forme  l'objet  du  Chapitre  VIII;  l'élégance  des  démonstrations  fait 
regretter  davantage  que  l'Auteur  n'ait  pas  cru  insister  plus  lon- 
guement sur  les  nouvelles  Géométries. 

Par  son  sujet,  par  son  étendue  (p.  385-5oo),  le  Chapitre  IX 
qui  termine  l'Ouvrage  mérite  une  mention  toute  spéciale  :  consacré 
à  l'exposition  des  notions  de  «  sens  »  et  de  «  séparation  »,  c'est, 
en  réalité,  une  excellente  introduction  à  VA  nalysis  situs.  On  peut 
le  subdiviser  en  trois  parties  distinctes  qui  développent  successi- 
vement les  notions  de  convexité,  d'orientation  et  de  divisions  en 
régions. 

La  définition  de  région  convexe  s'énonce  d'une  façon  analogue, 
quel  que  soit  le  nombre  des  dimensions  de  l'espace  auquel  appar- 
tient la  région;  ainsi,  dans  le  plan,  un  ensemble  de  points  formera 
une  région  convexe  dans  le  cas  (et  dans  le  cas  seulement)  où  il 
remplira  simultanément  les  conditions  suivantes  : 

i°  Deux  points  quelconques  de  l'ensemble  doivent  pouvoir  être 
reliés  par  un  intervalle  composé  entièrement  de  points  de  l'en- 
semble ; 

2°  Tout  point  de  l'ensemble  appartient  à  une  région  triangulaire 
dont  tous  les  points  appartiennent  à  l'ensemble; 

3°  11  existe  au  moins  une  droite  du  plan  ne  contenant  aucun 
point  de  l'ensemble. 

L'Auteur  complète  l'étude  de  ces  régions  par  différents  résultats 
sur  leurs  frontières  et  sur  les  courbes  (au  sens  de  M.  Jordan);  il 
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montre  notamment  que  la  droite  du  plan  projectif  et  la  conique 
sont  des  courbes  simples  fermées. 

Considérons  dans  un  espace  Sa  un  tétraèdre  ABCD  et,  à  l'un 
des  points,  D,  par  exemple,  substituons  un  point  D'  tel  que  le 
segment  DD'  ne  rencontre  pas  le  plan  ABC.  Une  telle  opération 
constitue  ce  que  M.  Veblen  appelle  une  transformation  élémen- 
taire ;  elle  s'étend  aisément  au  cas  d'un  espace  à  un  nombre  quel- 
conque de  dimensions  (projectif  ou  euclidien);  elle  joue  un  rôle 
capital  dans  l'étude  des  problèmes  de  disposition  et  de  sens.  C'est 
ainsi,  qu'appliquées  aux  opérations  projectives,  les  transformations 
élémentaires  permettent  de  préciser  la  notion  d'orientation  dans 
les  chapitres  les  plus  divers  de  la  Géométrie  projective,  et  notam- 
ment dans  la  théorie  des  congruences  et  des  complexes  linéaires. 
Les  résultats  obtenus  peuvent  d'ailleurs  s'étendre  aux  opérations 
analytiques  générales,  du  moins  si  l'on  se  borne  aux  théorèmes 
«  à  une  dimension  »;  mais,  si  l'on  sorl  de  ce  cadre,  la  généralisa- 
tion de  la  théorie  précédente  exigerait  la  démonstration  préalable 
du  théorème  de  M.  Jordan  sur  les  contours  continus  simples 
fermés  :  cette  démonstration,  l'Auteur  né  la  donne  que  dans  le  cas 
des  polygones,  dont  l'étude  remplira  les  dernières  pages  du  Traité. 

Dans  son  Analyse,  le-rôle  fondamental  est  joué  par  une  notion 
de  matrice  auxiliaire,  introduite  par  H.  Poincaré.  Considérons, 
dans  le  plan  projectif,  par  exemple,  le  système  formé  par  n  droites, 
leurs  intersections  an,  les  segments  ai  déterminés  par  ces 
intersections,  et  les  régions  convexes  a-  limitées  par  les  droites. 
Soient  a0,a,,a2  les  nombres  de  ces  éléments,  nombres  qui  satis- 
font d'ailleurs  à  la  relation  a0  —  a,  -f-  a2  =  i  ;  formons  une  matrice 
H,  de  a0  lignes  et  de  a,  colonnes,  telle  que  l'élément  de  la  /'ème  ligne 
et  de  layième  colonne  soit  égal  à  i  ou  à  o  suivant  que  a°  est,  ou  non, 
une  extrémité  de  a).  Cela  étant,  la  considération  de  cette  matrice 
et  d'autres  analogues  permet  à  l'Auteur  d'établir  d'importants 
résultats,  entre  autres  la  division  des  polygones  du  plan  projectif 
en  deux  classes  :  les  polygones  impairs  et  les  polygones  pairs.  Les 
premiers  (comme,  par  exemple,  la  droite  projective)  ne  détruisent 
pas  la  connexion  du  plan;  les  autres  le  subdivisent  en  deux 
régions.  Combinée  avec  le  concept  d'orientation,  la  théorie  de  ces 
matrices  fournit  le  premier  exemple  des  coefficients  de  torsion  de 
H.  Poincaré. 
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Par  ce  rapide  aperçu  on  aura  pu  pressentir  la  variété  des  pro- 
blèmes abordés,  la  rigueur  des  développements  et  l'importance  des 
résultais  établis.  A  ces  qualités  essentielles,  le  Traité  joint  tous  les 
avantages  d'une  forme  -attrayante ;  rédigé  dans  un  style  clair  et 
précis,  complété  par  un  choix  très  étendu  d'  «  exercices  »  —  dont 
quelques-uns,  d'un  niveau  élevé,  sont  empruntés  à  de  récents 
Mémoires  — ,  l'Ouvrage  de  MM.  Veblen  et  Young  sera  pour 
l'étudiant  français  le  plus  sûr  des  initiateurs. 

René  Gaknier  . 


MELANGES 


LES  FONCTIONS  ENTIÈRES  DE  DEUX  VARIABLES 
ET  LES  ENSEMBLES  DE  MESURE  NULLE; 

Par  M.  G.  VALIRON. 


Dans  un  Mémoire  Sur  les  fonctions  entières  de  deux  variables 
d'ordre  apparent  total  Ji ni  et  à  croissance  régulière  par  rap- 
port à  l'une  des  variables  ('),  M.  Sire  a  démontré  la  proposition 
suivante  :  «  -F(x,y)  étant  une  fonction  entière  de  x  et  y  dont  les 
coefficients  satisfont  à  certaines  conditions,  cette  fonction  consi- 
dérée comme  fonction  de  x  est  à  croissance  régulière  quel  que 
soit  y,  sauf  pour  certains  points  appartenant  à  un  ensemble  ponc- 
tuel. Un  ensemble  ponctuel  est  un  ensemble  dont  les  points  peuvent 
être  enfermés  dans  une  infinité  dénombrable  de  cercles  dont  la 
somme  des  rayons  est  arbitrairement  petite.  » 

Dans  cet  énoncé,  il  s'agit  de  la  croiss'ance  régulière  au  sens  de 
M.  Borel;  mais  si  l'on  impose  à  la  croissance  de  la  fonction  des 
conditions  plus  serrées,  on  trouve  encore  dans  certains  cas  un 
résultat  analogue  :  les  valeurs  de  y,  pour  lesquelles  les  conditions 

(l)  Journal  de  Mathématiques,  6°  série,  t.  IX.  p.  1-37. 
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de  régularité  ne  sont  plus  vérifiées,  forment  encore  un  ensemble 
ponctuel.  De  même  si  l'on  cherche  simplemenl  les  valeurs  de  y 
pour  lesquelles  l'ordre  de  la  fonction  est  constant,  on  trouve  que 
les  valeurs  exceptionnelles  peuvent  former  un  ensemble  ponc- 
tuel (').  11  v  a  donc  lieu  de  chercher  à  distinguer  ces  ensembles 
au  moyen  de  la  classification  proposée  par  M.  Bore!  pour  les 
ensembles  réguliers  de  mesure  nulle  (2). 

Je  vais  montrer  dans  ce  qui  suit  que  l'on  peut  conduire  les 
démonstrations  de  façon  à  introduire  directement  des  ensembles 
réguliers  de  mesure  nulle  renfermant  tous  les  points  exceptionnels; 
pour  classer  ces  ensembles  on  est  amené  à  modifier  légèrement  la 
définition  de  l'ordre  asymplo tique  donnée  par  M.  Borel,  les  aires 
d'exclusion  entourant  les  points  fondamentaux  se  groupant  natu- 
rellement d'une  façon  déterminée.  Je  me  bornerai  d'ailleurs  à 
indiquer  la  marche  à  suivre  et  à  donner  deux  exemples  de  la  forme 
que  prennent  les  énoncés  dans  le  cas  des  croissance-  régulières, 
on  obtiendra  facilement  des  énoncés  semblables  (3). 

1 .  Nous  poserons 

00  H—  X 

(i),  Ff>,  y)  =  ^aitOO^*,         ajy)  =  ^  cn,,,yi',         gn,P=  |c«,/»'| 

0  p  =  0 

et  nous  ferons  les  hypothèses  suivantes  : 

i"  L'ordre  apparent  total  est  fini,  c'est-à-dire  que  l'on  a 
(2)  lim -]"ïï»-p =*         (Xfini); 

2°   Si  l'on  désigne  par  gn  le  plus  grand  des  nombres- 

S.n,P     (P  =  o,   i.    ... 

(')  Sire,  Sur  les  fonctions  entières  de  deux  variables  d'ordre  apparent  total 
fini  (  T/ièse,  Paris,  1910). 

(*)  E.  Borkl,  Sur  les  ensembles  de  mesure  nulle  (Bulletin  de  la  Soc.  math., 
t.  \LI.  1 9 1 3 ,  p.  1-19);  Leçons  sur  les  fonctions  monogènes,  Cliap.  \\  (Paris, 
Gauthier-Yillars,  1916). 

Un  nouveau  Mémoire  de  M.  Borel  sur  cette  question  doit  paraître  prochainement. 

(3)  La  notion  d'ensemble  régulier  s'introduit  aussi  dans  l'étude  des  fonctions 
entières  d'une  variable  d'ordre  entier:  voir  ma  Note  Sur  les  fonctions  entières 
d'ordre  entier  (Rendiconti  del  Circolo  Matematico  cli  Palermo,  1920). 
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il  existe  un  nombre  a  •<  X  tel  que  l'on  a,  pour  /•  >  r0, 

(3)  '/(*■)  =  s  g»r»>er*. 

Nous  nous  proposons  de  comparer  le  maximum  M(r,  y)  du 
module  de  F(x,  y)  pour  |.r|  =  r,  à  la  fonction  f(r)  définie 
ci-dessus,  et  cela  pour  les  valeurs  dey  intérieures  au  cercle 

\y\  =  R        (R>i). 

Nous  prendrons  pour  point  de  départ  un  résultat  de  M.  Sire  dont 
je  donnerai  rapidement  la  démonstration,  afin  de  ne  faire  appel 
qu'aux  propriétés  des  fonctions  entières  d'une  seule  variable.  Il 
s'agit  de  montrer  que  l'on  peut  se  borner  au  cas  où  les  fonctions 
entières  a„(y)  seraient  remplacées  par  des  polynômes  dont  le 
degré  serait  de  l'ordre  de  ji. 

Soit  a,  un  nombre  inférieur  à  a,  la  condition  (3)  entraîne  l'exis- 
tence d'une  suite  infinie  de  nombres  n  pour  lesquels  on  a 


(4) 


A»(R)  =  2*»,j 


R/>>  n 


car  si  cette  inégalité  n'était  plus  vérifiée  à  partir  d'une  valeur  de  n, 
la  fonction  entière  £AH(R)r"  et  a  fortiori  f  (r)  serait  d'ordre  a, 
au  plus  (').  Soit  /i,,  /*2,  ...,  nq,  ...  la  suite  des  nombres  véri- 
fiant l'inégalité  (4);  pour  les  nombres  n  n'appartenant  pas  à  cette 
suite,  le  module  de  ««(y)  est  inférieur  ou  égal  au  troisième 
membre  de  l'inégalité  (4),  on  peut  donc  écrire 


<J=' 


F(^r)=  2a"?(jr),r"''+Fl(a:r'-r)' 


F,  (oc,  y)  étant  d'ordre  a,  au  plus  en  x  pour  |  )|  <<  R.  On  a  d'autre 
part 

"«,00  =  s*»900  +  fUn/r). 

S*„  (y)  désignant  la  somme  des  kftq  premiers  termes  de  la  fonction 
entière  a„  (y)  et  R/„  (  y)  le  reste.  Si  l'on  désigne  par  À,  un  nombre 

(')  Pour  les  propriétés  des  fonctions  d'une  variable  qui  seront  utilisées,  voir 
le  Mémoire  de  M.  Lindelôf,  Sur  la  détermination  de  la  croissance  des  fonc- 
tions entières  définies  par  un  développement  de  Taylor  (ce  Bulletin,  t.  XXVII, 
igo3)  ou  ma  J'hète,  p.  G2-66. 
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supérieur  au  nombre  À  qui  figure  dans  l'égalité  (2),  on  aura,  à 
partir  d'une  valeur  N0  de  ng, 

1 

|RA«/7)|<2*%A'R/J<2("'/~/""/,'''  +  rR/J 
P 

<A/[(i  +  Aj«î]    V       V) 

A  étant  un  nombre  fixe.  On  pourra  prendre  /.  pour  que  — — ■  -"il 
supérieur  à  a,,  et  l'on  aura,  pour  n  =  /?y^>  N,, 

n 

(5)  |R*»(r)l<  2]  «°'"./'H"<  ^  n"*'> 
ce  qui  montre  que  l'on  peut  écrire 

F2(#,  r)  étant  d'ordre  a,  au  plus  en  x,  et  SA„  (j')  étant  un  poly- 
nôme de  degré  knq  au  plus.  D'autre  part,  la  comparaison  des 
inégalités  (4)  et  (5)  qui  sont  vérifiées  pour  la. suite  des  nombres  nq 
montre  que  le  polynôme  Skn  (y)  contient  le  coefficient  de  plus 
grand  module  de  la  fonction  a„  (y),  on  peut  ainsi  écrire  F(#,  y) 
sous  la  forme 

(6)  F(x,y)  =  G(x,y)  +  Fi(x,y) 
avec 

<7  =  °° 

G(*.  y  =  y\  ffr,qfnAy)xni, 


7=1 


le  polynôme  f„  (y)  de  degré  au  plus  égal  à  knq  possède  un  coeffi- 
cient de  module  égal  à  1,  et  tous  ses  autres  coefficients  ont  leur 
module  au  plus  égal  à  1 . 

Telle  est  l'égalité  de  M.  Sire  que  je  voulais  obtenir,  elle  montre, 
eu  égard  à  l'inégalité  (3  ),  que  l'on  a 

(7)  M(r)<r)<2/(R*/-)         (r>/-0) 

et  elle  justifie  les  deux  hypothèses  faites. 
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2.  Pour  obtenir  une  seconde  inégalité  entre  M(/\  y)  et/(r), 
il  faut  étudier  la  suite  des  polynômes  fn  (y),  ou  une  suite  de 
polynômes  extraite  de  celle-là.  Considérons  d'abord  un  seul  poly- 
nôme, que  nous  appellerons  g(y),  de  degré  m,  et  dont  tous  les 
coefficients  ont  un  module  au  plus  égal  à  i,  l'un  d'eux  étant  de 
module  i .  Posons  y  =  u  -\-  iv  et  considérons  dans  le  plan  des  w,  v 
le  carré  CK  de  côtés  4R  parallèles  aux  axes  et  ayant  pour  centre 
l'origine  soient  at,  a2,  ...,  ols  les  s  zéros  de  g(y)  qui  sont  con- 
tenus dans  CR.  Mettons  g{y)  sous  la  forme 

s 
ff(y)  =  h(y)k(y),         A-(7)=JJ(.r  —  a,-), 

i 

le  maximum  du  module  de  g(  y)  pour  \y\  =  R  est  au  moins  égal 
à  i ,  si  Y  est  une  valeur  pour  laquelle  ce  maximum  est  atteint,  on  a 
pour  |j|£R 

k(.y) 


(8)  k(j)|>3-"»-< 


*(Y) 


>V-'»{iR)s\k(y)\. 


Nous  chercherons  le  minimum  de  |A"(y)|  à  l'extérieur  de  cer- 
tains cercles  obtenus  par  la  méthode  d'exclusion  de  M.  Bou- 
troux  (  '  ).  Partageons  les  côtés  de  Cn  parallèles  à  O  u  en  M  s  parties 
égales  (M  >  azj)  et  joignons  ces  points  deux  à  deux  par  des  paral- 
lèles à  Oc,  nous  déterminons  une  suite  de  M.ç  rectangles.  Si  un 
rectangle  contient  i  zéros  de  A  (y),  nous  le  marquons  ainsi  que 
les  i  rectangles  précédents  et  les  i  rectangles  suivants;  si  ce  groupe 
de  il ' -[-  i  rectangles  contient  encore  y  autres  zéros,  nous  marquons 
encore  les  j  rectangles  précédents  et  suivants,  et  ainsi  de  suite. 
On  obtient  ainsi  un  certain  nombre  de  bandes  formées  par  des 
ensembles  de  rectangles  marqués,  la  largeur  totale  de  ces  bandes 

est  au  plus  égale  à  — —  >  il  reste  donc  dans  le  cercle  |)-|  =  R  des 

bandes  non  marquées.  Si  y  est  dans  l'une  de  ces  bandes  ou  sur 
l'un  des  grand  côtés,  on  a 


(')  Boutroux,  Sur  quehjues  propriétés  des  fonctions  entières  (Acta  math., 

i9o3). 
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Opérons  de  même  en  partant  des  côtés  parallèles  à  Or,  nous 
aurons  encore  l'inégalité  (9)  dans  les  bandes  non  marquées,  de 
sorte  que  cette  inégalité  est  valable  partout  sauf  dans  les  rectangles 
formés  par  la  partie  commune  à  deux  bandes  marquées  parallèles 
O a  et  Qv.  Soit  D  un  tel  rectangle,  si  D  ne  contient  pas  de  zéros, 
l'inégalité  (9)  valable  sur  les  côtés  du  rectangle  l'est  aussi  à  l'inté- 
rieur puisque  | /*(,)')  |  atteint  son  minimum  sur  les  côtés  (si  D  a  un 
côté  commun  avec  CK,  il  est  extérieur  au  cercle  \y\  =  R  et  il 
n'y  a  pas  lieu  de  l'examiner).  Supposons  maintenant  que  D  con- 
tienne u  zéros  de  k(y)  ',  posons 

k{y)  =  Ky)m(y), 

m(y)  étant  le  polynôme  ïl(x  —  a<)  formé  avec  les  zéros  de  k(y) 
intérieurs  à  D,  soit  Y,  la  valeur  dey  pour  laquelle  |^(jk)|  atteint 
son  minimum  dans  l'aire  1),  \  ,  est  sur  l'un  des  côtés,  et  l'on  a 
par  suite,  si  y  est  intérieur  à  D, 


i*ooi>r*(*t>i 


m\  v  1 


m  1  Y ,  1 


Isolons  les  zéros  de  /."()')  intérieurs  à  D  par  des  cercles  avant 

pour  centres  ces  points  et  pour  rayon  r-j—  >  ces  cercles  ne  coupent 

pas  les  côtés  et  par  suite  si  y  est  extérieur  à  ces  cercles,  on  a,  en 
tenant  compte  de  l'inégalité  (9), 

11  en  résulte  que  si  u  est  inférieur  ou  égal  à  ; >  on  aura  à  l'exté- 

rieur  des  cercles  considérés 

O»)  l*.Cr>J>A(OT 

Le  nombre  des  rectangles  D  pour  lesquels  u  est  supérieur  à  ; 

&  î  1  i  |og$ 

est  moindre  que  logs,  chacun  d'eux  peut  être  enfermé  dans  un 

.         D 

cercle  de  rayon  moindre  que  — tt->  la  somme  des  rayons  de  ces 

1          .   i               •    j               12R  logs  ,        ,.       , 

cercles  est  donc  moindre  que  °    ,  quant  aux  cercles  d  exclu- 
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/  R 

sion  de  rayon  t-t->  leur  nombre  étant  moindre  que  s,  la  somme  de 

J         M  s  l 

'  R 

leurs  rayons  est  au  plus  égale  à  ^-  L'inégalité    (10)   est   donc 

valable  pour  \y\  <Rà  l'extérieur  de  cercles  dont  le  nombre  est 
moindre  que  s  et  dont  la  somme  des  rayons  est  au  plus  égale 

à     4        °    •  D'après  l'inégalité  (8),   on  aura,  à  l'extérieur  de  ces 

cercles, 

(il)  \g(y)\>  \(9eni)-»K 

Le  calcul  fait  supposer  implicitement  que  s  est  supérieur  à  un 
nombre  fixe,  10  par  exemple;  il  est  manifeste  que  l'inégalité 
obtenue  a  lieu  a  fortiori  dans  le  cas  contraire. 

Si  l'on  remplace  M  par  l'un  de  ses  multiples,  les   cercles   de 

rayon  ^7-  diminuent,   les  cercles  contenant  : zéros  au  moins 

J         M*  \ogs 

peuvent  se  décomposer  en  plusieurs  autres  qui  leur  sont  intérieurs, 

ou  bien  leur  rayon  diminue;   dans  tous  les  cas  l'aire  de  chaque 

région  d'exclusion  diminue  et  la  somme  des  rayons  est  toujours 

moindre  que  rp2 — 

J'appellerai  dans  la  suite  cercles  d'exclusion,  relatifs  au  poly- 
nôme g{y)  et  correspondant  au  nombre  M,  les  cercles  construits 
à  partir  de  ce  nombre  M  par  la  méthode  précédente. 

On  constatera  facilement,  en  prenant  pour  zéros  les  sommets 
d'un  carrelage  en  triangles  équilatéraux,  que  la  relation  entre  le 
minimum  de  |.£"(j')|  à  l'extérieur  de  certains  cercles  et  la  somme 
des  rayons  de  ces  cercles  ne  peut  guère  être  améliorée;  l'inégalité 
opposée  à  (11)  peut  effectivement  être  réalisée  à  l'intérieur   de 

cercles  dont  la  somme  des  rayons  est  de  la  forme  B  — -^ — • 

3.  Pour  déduire  des  résultats  précédents  une  limitation  infé- 
rieure de  M(r,  y)  valable  en  général,  on  procédera  de  la  façon 
suivante.  Donnons-nous  une  valeur  approchée  de  f(r),  c'est- 
à-dire  des  inégalités  de  la  forme 

r*<  ù,(r)<  log/(r)<  ^,(r); 
on  déduit  de  là,  par  l'application  des  méthodes  de  la  théorie  des 
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fonctions  entières,  que  les  coefficients  gn  vérifient  une  inégalité 
de  la  forme 

valable  pour  une  suite  infinie  n\,  n'.2:  ....  n! _,  ...  de  valeurs  de  n 
telles    que    n'/^G(/i'      ),   ^i(n)  étant   une   fonction   croissante  qui 

dépend  de  '!>;>(/•)  et  du  rapport -j-î(  '  ).  Si  ce  rapport  est  petit  vis-à-vis 
de  <|<2(r),  log'/(/î)  est  supérieur  à  — ■  -log/j,  et  l'inégalité  (4)  est 

vérifiée  pour  les  nombres  ri  qui  font  donc  partie  de  la  suite  nq 
définie  au  n"  1.  Extrayons  alors  de  la  suite  ri  une  suite  de 
nombre  Nt,  ,N2,  . . .,  Np  assez  denses  pour  que  l'on  ait 

log(S ffnpr*p)  >  <h(r)e(r)>  r», 

e(r)  étant  une  fonction  tendant  vers  zéro  avec  ->  et  faisons-lui 
correspondre  une  suite  de  nombres  Mp  tels  que  la  série 

logN, 


(1a)  «  = 


M. 


soit  convergente.  Considérons  la  suite  des  polynômes  />,(jk)  et 
construisons  pour  chacun  d'eux  les  cercles  d'exclusion  correspon- 
dant aux  nombres  Mw  »  =  2(0M;),  soit  TM,P  l'ensemble  des  cercles 
d'exclusion  relatifs  au  polynôme  d'indice  N^  et  au  nombre  M„v,. 
Si  0)  est  donné,  les  cercles  rW)/,  forment  une  suite  énumérable  de 
domaines  entourant  les  zéros  des  polynômes  fy  (y),  soit  Ew  l'en- 
semble des  points  du  cercle  | y\  <<  R  qui  sont  intérieurs  à  l'un  au 
moins  de  ces  cercles.  D'après  ce  qui  a  été  dit,  l'ensemble  Ew+,  est 
intérieur  (au  moins  au  sens  large)  à  E(0.  soit  donc  E  l'ensemble 
des  points  communs  à  tous  les  ensembles  Et0.  C'est  un  ensemble 
ponctuel,  car  les  points  de  E  appartiennent  à  Ew  quel  que  soit  w, 

S 
et  l'on  peut  prendre  u)  assez  grand  pour  que  la  somme  A  —  des 

rayons  des  cercles  rWj/,  soit  arbitrairement  petite.  C'est  aussi  un 
ensemble  régulier  ayant  pour  points  fondamentaux  les  zéros  des 
polynômes  fy \  (y)  intérieurs  au  cercle  \y\  <C  R,  mais  certaines  des 
aires  d'exclusion  sont  groupées. 

(')    Voir  les  Mémoires  cités  (note  de  la  page  116). 
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Si  un  point  y  n'appartient  pas  à  E,  il  est  extérieur  à  un  certain 
ensemble  EMo,  donc  à  tous  les  cercles  rWo„,  on  a  donc,  quel  que 
soit  p, 

(i3)  |/Wr)|>[B2-^M-'j™P. 


Supposons  que  l'on  ait  à  partir  dune  valeur  de  r,  qui  dépend 
d'ailleurs  de  (o0, 

(i4)     log<p(r)>4/1(r)e(r)e1(r)>r«,         <p(r)  =  ^^  ( ^37MT /        *'" 

Comme  cp(/*)  est  constitué  par  une  partie  de  la  série  formée  par 
les  modules  des  termes  de  la  fonction  G(x,  y),  le  maximum  du 

i 
module  de  cette  fonction  G(.r,  y)  restera  supérieur  à  [©(/')]''  à 

partir  d'une  certaine  valeur  de  /',  on  aura  donc 

(i5)  \oëM(r,y)>^i(r)t(r)el(r)         (r>r0) 

à  l'extérieur  de  l'ensemble  ponctuel  E  (  '  ). 

Pour  que  l'inégalité  (i4)  soit  intéressante,  il  faut  évidemment 
que  Mp  soit  infiniment  petit  par  rapport  à  N/M  et  comme  la 
série  (12)  doit  converger,  les  intervalles  N/J+)  —  N;,  doivent  croître 
assez  vite.  Si  l'on  se  borne  à  rechercher  une  égalité  valable  à  l'exté- 
rieur d'un  ensemble  ponctuel,  il  suffira  de  prendre  les  M^  assez 
grands  pour  que  la  série  (12)  converge,  de  façon  à  réduire  autant 
que  possible  la  valeur  de  ej  (r).    . 

Mais  on  doit  remarquer  que  l'ensemble  E  peut  être  dense  dans 
tout  le  cercle  \y\  <  R  ;  il  suffit,  en  effet,  que  les  zéros  des  polv- 
aomes'/N  (y)  soient  denses  dans  ce  cercle  pour  que  tout  point  du 
cercle  soit  point  de  condensation  de  E  (-').  Il  est  donc  légitime  de 
s'occuper  de  l'ordre  de  l'ensemble  E,  c'est-cà-dire  de  la  façon  dont  la 
série  S  converge.  Dans  une  aire  où  les  zéros  des  polynômes /N  (y) 
sont  denses,  la  densité  des  points  de  E  dépend  de  la  rapidité  de  la 
convergence  de  la  série  S;  nous  appellerons  ordre  asymptotique 

(')  Je  m'appuie  sur  la  propriété  suivante  des  fonctions  d'ordre  fini  :  Le  rapport 
du  logarithme  du  maximum  du  module  au  logarilhme  du  module  du  terme  de 
plus  grand  module  tend  vers  un  (G.  Valiron,  Thèse). 

(2)  Voir  les  travaux  eilés  de  M.  Borel,  et  ma  Note  Sur  les  ensembles  réguliers 
de  mesure  nulle  (Comptes  rendus,  t.   16'J,  p.    1078). 
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M 

<r/e  E,  l'ordre  de  grandeur  de  la  fonction  ■ — £-  ^  Pi  noté  sui- 

vaut  les  méthodes  de  M.  Borel.  Cette  définition  n'est  pas  tout  à 
fait  celle  de  M.  Borel,  elle  en  diffère  surtout  en  ce  que  les  aires 
d'exclusion  relatives  aux  zéros  d'un  même  polynôme  sont  groupées 
pour  former  un  seul  terme  de  la  série  S,  ce  groupement  s'impose 
car  si  l'on  ne  le  faisait  pas  les  divers  cas  ne  se  distingueraient  pas. 

4.  Comme  premier  exemple  prenons  celui  de  la  croissance 
régulière  au  sens  de  M.  Borel.  On  sait  que  f  (r)  étant  d'ordre  p  à 
croissance  régulière,  c'est-à-dire  telle  que 

]im      *J       ;  =  p. 
r=«      logr 

gn  vérifie  l'inégalité 

(16)  log^v^—  (n-e«)  7log/i        (»  =  »',,  n\,  ...,  n'p,  ...) 

P 

avec 


lion  ea=.o,         hm     a    '    '  =i; 
n  =  oo  j)=»    log  np 

et  que  réciproquement  les  conditions  (16)  entraînent  l'inégalité 

Extrayons  de  la  suite  des  nombres  n    une  suite  de  nombres  N^, 
tels  que 

logjNp^.nôg/?)*,        A>i,         lim 


logN^, 


ce  qui  est  évidemment  possible,  nous  aurons  encore 


..      log,  C2.gnpr*r) 

lim  — - — ■ — — - -  p  ; 

■  =  «  logr 


prenons  enfin  Mp=  (Np)P;  le  logarithme  du  jo,eme  terme  de  la 
série  S  sera  moindre  que  — el0tf/,)  ,  B  étant  inférieur  à  A;  l'ordre 
asymptotique  de  E  sera  donc  au  moins  égal  à  w2B  —  •  A  l'extérieur 

(')  Résultat  donné  explicitement  par  E.  Lindelôf  dans  le  Mémoire  cité. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2e  série,  t.  XLIV.  (Juin  1920.)  8 
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de  l'ensemble  E,  les  polynômes /N  (y)  vérifient  l'inégalité    , 

R(y)  étant  un  nombre  fini  dépendant  de  y,  on  a  donc  aussi 

d'où  le  résultat  suivant  qui  complète  celui  de  M.  Sire  :    . 

Sif(r)  est  d'ordre  p  à  croissance  régulière,  F (x,  y)  est  aussi 
d'ordre  p  et  à  croissance  régulière  pour  \y\  <^R,  à  l'extérieur 
d'un   ensemble  ponctuel   régulier  E  d'ordre  au    moins   égal 

à  w'-B  —  >  B  étant  arbitrairement  grand. 

Il  est  clair  que  l'ensemble  C  des  points  pour  lesquels  V(x,y) 
n'est  plus  d'ordre  p  et  à  croissance  régulière  peut  être  d'ordre  bien 
inférieur  à  celui  de  E,  il  peut  même  ne  renfermer  aucun  point; 
mais  on  peut  former  des  fonctions  pour  lesquelles  cet  ensemble  C 
est  partout  dense  dans  le  cercle  \y\  <  R  et  est  d'ordre  w2(i). 

Prenons 

F(^>r)  =  2(7"an)"  S' 

les  nombres  a.n  étant  définis  de  la  façon  suivante  :  dans  le  carré  GR 
de  côtés  2R  ayant  pour  centre  l'origine,  on  considère  la  suite  des 
points  à  coordonnées  rationnelles,  numérotée  normalement,  par 
exemple  en  prenant  d'abord  les  points  à  coordonnées  entières, 
puis  ceux  dont  les  coordonnées  ont  un  dénominateur  au  plus  égal 
à  2,  etc.;  soit  ap  le  pieme  de  ces  points.  Nous  prenons 

««=«/>         pour         NpSn<N/)+1         (L2Np  =  />) 

(La  désignant  le  logarithme  base  10  de  u). 

On  a  évidemment  log/(r)  =  hrr,  hr  étant  fini. 

A  partir  des  points  ap  nous  construisons  un  ensemble  régulier  E 
de  la  façon  suivante  :  10  étant  un   entier,   nous  considérons  les 

cercles  Tp  w  de   centre  ap  et  rayons  — ^ >   et  nous  désignons 

par  Ew  l'ensemble  des  points  intérieurs  à  l'un  des  cercles  Vp%Ui  au 
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moins  (jd  =  i,  2,  ...);  l'ensemble  E  est  l'ensemble  des  points 
communs  à  tous  les  ensembles  Ew.  C'est  un  ensemble  d'ordre 
asjmptotique  w2(i),  admettant  tout  point  du  carré  CR  pour  point 
de  condensation.  Si  y  est  un  point  de  E  autre  qu'un  point  ap,  il 
existe  une  suite  infinie  de  points  ap  tels  que 

\y  —  al,\  Np+i<i. 

Ni 

Soit/>  une  telle  valeur,  et  r  =  \x\  =     p+  •  Comme 
on  a 

\_ 

la  seconde  somme  est  inférieure  à  e^,  la  troisième  à  1  si  u.  >>  ?\\r2.Y\.e, 

i_ 
enfin  la  première  à  (N/7+,  )np,  donc  à  (  u/•)(ti'",1";  d'où  l'inégalité 

1  1 

logM(r,  y)<  r9         pour         r  =  -  Np+i 

cl  pour  une  suite  infinie  de  valeurs  de  p;  F(  .r,  y)  es/  //'es  irrégu- 
lièi\e  pour  les  points  d'un  ensemble  régulier  d'ordre  asy  m  p  to- 
uque w2(i)  admettant  tout  point  du  carré  CR  pour  point  de 
condensation. 

On  formera  aisément  des  exemples  analogues  dans  lesquels 
l'ordre  de  la  fonction  f(r)  sera  un  nombre  quelconque  p,  ainsi 
que  des  exemples  dans  lesquels  l'ensemble  des  valeurs  exception- 
nelles admettra  tout  point  du  plan  pour  tout  point  de  condensa- 
tion ('). 

o.  Comme  second  exemple,  prenons  le  cas  où  f{r)  est  défini 
par  des  inégalités  de  la  forme 

(17)  rP(logr)B<log/(r)<r?(log/-;A     (A>B), 

on  en  déduit  que  g„  vérifie  l'inégalité 

-  \o«gn>  G log/i  -r-  -  log2n  —  -logj/l 

n  p  p  p 

(  '  )    Voir  ma  Note  des  liendiconti. 
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pour  une  suite  de  valeurs  n\,  /i'2,  . ..,  n! _,  . ..  telles  que 

^±L<(Iog/^)*-Blogl/i'p    («). 


On  pourra  prendre  ici 

Np^P*,         ïfi±î<K(logNl,)P,       . 

(3  étant  supérieur  à  A  —  B.  Cherchons  à  obtenir  pour  M(r,  y)  des 
inégalités  de  la  même  forme  que  (17),  on  devra  prendre 

Mp=(logNp)Y        (t>2), 
et  l'on  aura  à  l'extérieur  de  l'ensemble  E  correspondant 

4,0Sl  W«O0l>  —  -log/H-(B  —  y*  — ep)log,n         (n  =  Np), 

e^  tendant  vers  zéro  avec  —  ■  Il  résulte  de  cette  inégalité  et  de  la 
relation  entre  N^  et  N/7+1  que  l'on  a 

logM(r,7)  >rP(logr)B-PY*-Mf>. 

Le  terme  de  rang  p  de  la  série  (.12)  est  ici  au  plus  égal  à 
(logNp)i-Y<(Pjplogp)i-Y, 

le  nombre  [i  ne  joue  donc  qu'un  rôle  minime  dans  la  détermination 
de  l'ordre  asymptotique  et  peut  être  pris  très  voisin  de  A — B.  En 
se  reportant  à  la  valeur  de  A~,  on  voit  qu'on  a  le  résultat  suivant  : 

Si  F(#,  y)  est  d'ordre  apparent  total  \  et  si  /(/')  vérifie  les 
conditions  (17).  on  a 

(18)   /•p(logr)'J~Yl"'_p'_A~B<logM(r,jK)<Hrp(logr)A        (Hfini,Yi>2) 

pour  \y\  ,<  R,  sauf  peut-être  pour  les  valeurs  y  appartenant  à 
un  ensemble  ponctuel  régulier  JL  d'ordre  asymptotique  (y,  —  1). 

On  ne  peut  obtenir  par  la  méthode  précédente  des  inégalités 
plus  serrées  que  (18)  valables  à  l'extérieur  d'un  ensemble  ponctuel. 
Cette   limitation   de   l'approximation   dans  la  relation  qui  existe 

(l)  11  suffit  d'appliquer  la  méthode  générale  indiquée  dans  ma   Thèse. 
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entre  /(/')  et  M(r,  y)  ne  tient  pas  uniquement  à  l'imperfection 
de  la  méthode,  mais  aussi  à  la  nature  même  du  problème. 
Prenons  encore 

F(^JK)=2(^_a")"  T\* 

si  l'on  suppose  |a„|  •<  2,  on  a  log/(/')  =  fi,i\  hr  restant  fini;  or 
on  peut  choisir  les  a„  de  telle  façon  que  l'on  ait  pour  une  infinité 
de  valeurs  de  r,  et  pour  tous  les  points  du  segment  o  —  1 , 

logM(r,j)</-(logr)-Y     (Y  >  o). 

Il  suffit  pour  cela  de  prendre  sur  le  segment. o  —  1  les  points  dont 
l'abscisse  a  un  développement   décimal    limité,   ces   points   étant 

numérotés  normalement  (les  10V —  io?  "'  points  dont  l'abscisse  est 

k 
de  la  forme  >  k  n'étant   pas   multiple  de    10,  sont  numérotés 

de  io?-'  à   10'/  dans  l'ordre  des  abscisses  croissantes);  si  ap  est 

le  p'em''  de  ces  points,  nous  posons 

^n—cLp        pour        Npln<N/>+i         (LN/,  =  />2). 

Si  y  est  un  point  du  segment  o  —  1,  il  existe  une  suite  infinie  de 
points  ap  (correspondant  aux  valeurs  approchées  de  y)  tels  que 

10 
\y-ap\  <  — . 

Pour  une  telle  valeur  de  p  et  pour  r  - 


F(,,r)l<2^'2(^)''^i<^ 


ce  qui  donne  visiblement 

1 

logMv'r,  jK)<Kr(logr)    2 

On  construira  de  même  des  fonctions  pour  lesquelles  le  rapport 

de  logM(r,  y)  à  /(/')  restera,  pour  une  suite  de  valeurs  de  r 

1 
indéfiniment  croissantes,  inférieur  à  K(logr)   2,  et  cela  pour  tous 
les  points  y  appartenant  à  un  carré. 
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SUR  UNE  NOUVELLE  SOLUTION  DU  PROBLEME  DE  L'AIGUILLE: 
Par  M.  B.  HOSTINSKt. 


J'ai  rédigé  ce  travail  d'après  un  article  écrit  en  langue  tchèque 
que  j'avais  publié,  en  19 17,  dans  les  Mémoires  de  V Académie 
tchèque  à  Prague  (Rozpravy  Ceské  Akadernie,  t.  XXVI, 
classe  II,  n°  13). 

1.  La  solution  classique  du  problème  de  V aiguille.  —  On 
lance  une  aiguille  cylindrique  sur  un  plan  horizontal,  où  sont 
tracées  des  parallèles  équidistantes;  la  distance  ia  de  deux 
parallèles  voisines  est  supposée  plus  grande  que  la  longueur  2  b  de 
l'aiguille. 

Quelle  est  la  probabilité  pour  que  l'aiguille  rencontre  l'une 
des  parallèles? 

Buffon  (1)  a  donné  une  première  solution  de  ce  problème;  sa 
solution  s'appuie  sur  les  deux  hypothèses  suivantes  : 

I.  La  probabilité  pour  que  le  centre  de  l'aiguille  soit  à  l'inté- 
rieur d'une  partie  e  du  plan,  limitée  par  un  contour  fermé,  est 
proportionnelle  à  l'aire  de  e. 

IL  La  probabilité,  pour  que  l'angle  w  que  fait  l'axe  de  l'aiguille 
avec  une  droite  fixe  du  plan  soit  compris  entre  o)t  et  to2,  est 
proportionnelle  à  la  différence  <o2  —  a), . 

Choisissons  une  des  parallèles  données  pour  l'axe  des  x)  les 
parallèles  seront  représentées  par  les  équations 

y  =  o,        y  =  ia,        y  =  âa,         ...,        y  =  ina. 

Nous  cherchons,  en  premier  lieu,  la  probabilité  pour  que  le 
centre  de  l'aiguille  (ou,  avec  plus  de  précision,  la  projection  du 
centre  sur  le  plan  des  parallèles)  se  trouve  à  l'intérieur  du  rec- 

(')  Buffon,  Essai  d'arithmétique  morale  (  Supplément  à  VHistoire  naturelle, 
vol.  IV,  1777),  p.  101. 
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tangle  formé  par  les  points  A  (o,  o),  B  (s,  o),  C  (s,  a),  D  (o,  a), 
et  que  l'aiguille  coupe  en  même  temps  le  côté  AB.  Cette  proba- 
bilité est  égale  à  la  probabilité  cherchée  p. 

Soient  #,  h  les  coordonnées  du  centre  S  de  l'aiguille  et  fixons, 
sur  l'axe    de   l'aiguille,   un  sens  positif  que  fait  l'angle   w   avec 
l'axe  Oy  ( — t:  <  10  <  -f-  it).   La  condition  que  l'aiguille  coupe 
le  côté  AB  du  rectangle  s'exprime  par  les  inégalités 

h  *  h  f>  h 

—  arc  cos -r  <  «  <  arecos  r      ou     -aiccosT  <2it — &><arccos  — • 
b  I  b  b  b 

L'angle  (o  doit  être  à  l'intérieur  de  l'un  de  ces  deux  intervalles; 
mais  il  suffit  de  considérer  seulement  les  valeurs  de  co  qui  sont 

comprises  entre  o  et  -  •  Un  a 

dx  dli  d'-i 


(0  P- 


fff 


fff 


dx  dh  do> 


L'intégrale  qui  figure  dans  le  dénominateur  est  étendue  au 
domaine  de  tous  cas  possibles;  ce  domaine  est  défini  par  les 
inégalités 

7T 

o  <'.><—  »         o  <  h  <  a,         o  <  x  <  s  ; 

•2 

l'autre  intégrale  est  étendue  au  domaine  F  des  cas  favorables  qui 
est  défini  par  les  inégalités 

o  <  w  <  arc  cos  T»         o  <  //  <  6,         o<.r<s. 
b 

La  première  intégrale  étant  égale  à  -ticis,  la  seconde  à  65,  la  for- 
mule (1)  donne 

lb 
P=   ' 

ce  qui  est  le  résultat  de  Bufion. 

Si   l'on  jette   l'aiguille   jx  fois,   et  si   elle   rencontre,   dans  ces 
a  expériences,  v  fois  une  parallèle,  on  a  la  relation  approchée 

ib        v  •  •>.  b  u 

—  =  —  ou  n:  =  ; 

Tza         \x  a  v 
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ainsi,    on   est   amené  à  faire  une  «  détermination   expérimentale 

du  nombre  tz  ».. 

2.  Objections  contre  la  solution  classique  du  problème.  — 
Il  est  réellement  impossible  d'imaginer  un  tel  mode  d'expériences 
qui  serait  compatible  avec  l'hypothèse  I.  Considéi'ons,  par  exemple, 
les  conditions  suivantes  :  les  parallèles  sont  tracées  sur  une  table 
qui  a  la  forme  d'un  carré.  On  commence  par  placer  l'aiguille  au 
centre  de  ce  carré,  l'axe  de  l'aiguille  étant  vertical  ;  puis  on  imprime 
à  l'aiguille  une  vitesse  verticale  déterminée.  Il  y  a  toujours  de 
petites  erreurs  dans  ces  conditions  initiales  ;  l'aiguille  commence 
son  mouvement  dans  une  position  qui  n'est,  qu'approximative- 
ment  verticale,  et  la  vitesse  initiale  varie  d'une  expérience  à 
l'autre,  soit  en  grandeur,  soit  en  direction.  C'est  pourquoi 
l'aiguille  tombe,  dans  des  expériences  différentes,  sur  des  places 
différentes  de  la  table.  Mais  il  est  nécessaire  que  les  erreurs,  dans 
les  conditions  initiales,  ne  soient  pas  trop  grandes,  car  l'aiguille 
ne  doit  pas  tomber  en  dehors  de  la  table.  Supposons  donc  qu'il 
est  peu  probable  que  le  centre  de  l'aiguille  tombe  sur  le  bord  de 
la  table  et  soit  />,  la  probabilité  pour  que  le  centre  de  l'aiguille 
soit  à  l'intérieur  d'un  carré  déterminé,  de  côté  de  icm,  qui  est 
tracé  au  voisinage  du  centre  de  la  table;  et  soit  p2  la  probabilité 
analogue  pour  un  carré  de  côté  de  i -'"  qui  est  tracé  dans  le  voisi- 
nage du  bord  de  la  table.  Il  est  évident  qu'on  doit  avoir pf  > p.,) 
l'hypothèse  I  n'est  pas  admissible. 

Par  conséquent,  si  nous  voulons  calculer  la  probabilité-  pour 
que  le  centre  de  l'aiguille  se  trouve  à  l'intérieur  d'un  domaine 
donné  du  plan,  il  faut  remplacer  l'hypothèse  I  par  une  autre,  plus 
générale  que  celle-là.  Nous  admettrons  que  cette  probabilité  est 
proportionnelle  à  l'intégrale 


/     /  fK*,y)dxdy 


étendue  au  domaine  considéré.  La  fonction  j f'(x,y)  n'est  pas 
donnée.  Mais  on  sait  ('),  qu'il  y  a  certains  problèmes,  où  la  pro- 
babilité étudiée  ne  dépend  pas  de  la  fonction  jf( a?,  y);  dans  ces 


(')  H.  Poincark,  Le  calcul  des  probabilités,  Parisi  1896  ;  2"  édition,  1912,  p.  147. 
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cas,  il  suffit  d'imposer  à  la  fonction  /  des  conditions  d'un  carac- 
tère très  général  (on  suppose  la  continuité  ou  l'existence  des 
dérivées,  et  ainsi  de  suite),  et  la  fonction  n'apparaît  pas  dans  le 
résultat  final. 

J'ai  trouvé  qu'on  peut,  en  employant  cette  méthode,  résoudre 
le  problème  de  l'aiguille.  La  solution  est  exposée  dans  le  n°  -i:  elle 
repose  sur  un  théorème  dont  la  démonstration  se  trouve  dans  le 
n°3. 

3.  Théorème  de  Poincaré.  —  a.  Soxly  =  'f(x)  une  fonction  de 
la  variable  x,  uniforme  et  continue  dans  l'intervalle  (#0,  x{)  ;  n<»us 
supposons  que  la  dérivée  'f'(x)  de  <p(#)  vérifie  la  condition 

I  ?'(*)!<*, 

K  étant  une  constante.  Divisons  l'intervalle  (x0,  x,)  en  im  parties 
égales,  et  construisons,  dans  chaque  point  de  division,  l'ordonnée 
correspondante  de  la  courbe  y  =  ce  (x).  L'aire  limitée  par  les  deux 
ordonnées  extrêmes,  par  l'arc  de  la  courbe  et  par  l'axe  Ox,  se  trouve 
ainsi  divisée  en  im  parties. 

La  première  partie  va  de  x  —  x0  jusqu'à  x  =  X0-] ; >  la 

deuxième  partie  va  de  x  =  xn-A jusqu'à  x  =  x0-\-  2  — > 

et  ainsi  de  suite.  Nous  appellerons,  pour  abréger,  blanche  toute 
partie  à  indice  impair,  et  noire  toute  partie  d'indice  pair. 

Si  m  augmente  indéfiniment,  la  somme  des  aires  blanches  a  une 
limite  égale  à  celle  de  la  somme  des  aires  noires,  ou  à  la  moitié  de 
l'aire  totale  (Poincaré). 

Nous  allons  généraliser  ce  théorème. 

b.  Soit  A  un  domaine  à  trois  dimensions  d'un  seul  tenant  et 
situé  à  distance  finie.  Nous  désignons,  en  même  temps,  par  A  le 
volume 


ffjdxdydz 


de  ce  domaine. 

Soit  o  (x,y,  z)  une  fonction,  uniforme  et  continue  dans  A,  et 
pourvue  de  dérivées  premières  continues;   on  suppose,  déplus, 
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que  ces  dérivées  vérifient  dans  tout  le  domaine  A  les  inégalités 


ux 


<  K, 


£|<K,        |£ 

ôj\  \ôz 


<K, 


K  étant  une  constante. 

Divisons  maintenant  le  domaine  A  en  m  domaines  élémentaires 
égaux.  Un  domaine  élémentaire  quelconque  doit  être  seul  tenant; 
son  volume  est  égal  à 


Outre  cela,  nous  supposons  que  la  division  soit  faite  d'une  telle 
manière  que  la  distance  de  deux  points  contenus  dans  un  même 
domaine  élémentaire  ne  soit  jamais  plus  grande  qu'un  certain 
nombre  /. 

Enfin,  nous  divisons  chaque  domaine  élémentaire  en  deux  par- 
ties (dont  chacune  peut  être  composée  de  plusieurs  parties  plus 
petites  séparées  les  unes  des  autres)  ;  le  volume  de  la  première  ou 
partie  blanche  est  égal  à  Xe,  celui  de  la  seconde  ou  noire  à 
(i — X)e.  Le  rapport  À  de  la  partie  blanche  au  volume  total  du 
domaine  considéré  doit  être  constant;  c'est  un  nombre,  compris 
entre  o  et  1 ,  qui  ne  dépend  ni  du  domaine  élémentaire  considéré, 
ni  du  nombre  m. 

Désignons  par  I  et  par  I,  les  intégrales  suivantes  : 

I==   /   /    /   ?(**?!  z)dxdydz,         I,=    /    j    j   tp  < 'x,  y,  s)  dx  dy  dz. 

La  première  est  étendue  au  domaine  primitif  A,  la  seconde  au 
domaine  A(  formé  par  toutes  les  parties  blanches  contenues  à 
l'intérieur  de  A. 

L'intégrale  I,  dépend  du  nombre  m.  Si  nous  faisons  croître  m 
indéfiniment,  et  si  l  tend  en  même  temps  vers  zéro,  on  a 

(2)  limI1=XI. 

m  =  *> 

Nous  allons  démontrer  cette  formule.  La  démonstration  repose 
sur  l'équation 

(3>  *r-($).^+(|)iv'+-(S)i^ 
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où 


A=P  =  ©  (x  -+-  bx,  y  -+-  ày,  i  +  ia) — y(x,  y,  *)', 


(  rf  )  '  (  T*"  )  et(^)  sont  ^es  V£deurs  des  dérivées  premières  de  la 
fonction  cp  en  trois  points  (£,,  yjj,  Ç,-)  (i  =  i,  2,  3)  dont  les  coor- 
données satisfont  aux  conditions 


Soit  maintenant  0  un  domaine  élémentaire  quelconque;  il  y  a,  à 
l'intérieur  de  8,  un  point  (oc,  y,  z),  où  la  fonction  cp  reçoit  la  plus 
grande  valeur  M  et  un  point  (x  -\-  kx,  y  -+-  by,  z-\-kz),  où  çp 
reçoit  la  plus  petite  valeur  u/.  On  a 

\^x\ïl,        \±y\H,       \±*\âl\ 
l'équation  (3)  montre  que 

(4)  jjL-n'=A<p<  3/K. 

La  partie  de  l'intégrale  I,  relative  au  domaine  élémentaire  0  con- 
sidéré, multipliée  par  X,  est  moindre  que  Xu.e  ;  la  partie  de  l'inté- 
grale I,  relative  à  la  portion  blanche  de  0  est  plus  grande  que  Xut/e. 
Faisons  la  différence  de  ces  deux  parties  ;  nous  obtenons  une  partie 
de  l'intégrale  triple  XI  —  If  qui  est  plus  petite  que 

.      ,        .»,,„  3/ÀKA 

(u  — u  )  sX<3/XKe  =  ■ 

m 

L'intégrale  triple  XI  —  If  entière  est  composée  de  m  parties,  donc 

(5)  |  XI  —  I,|<3/XKA. 

La  quantité  /  a  pour  limite  zéro,  quand  m  augmente  indéfiniment; 
la  formule  (2)  se  trouve  ainsi  démontrée. 

Il  serait  aisé  d'étendre  la  démonstration  aux  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables. 

Dans  le  cas  d'une  seule  variable  indépendante,  la  formule  (2) 

donne,  pour  K  =  -,  le  théorème  de  Poincaré  énoncé  plus  haut. 

c.  Supposons  enfin  qne  la  valeur  de  es  ne  dépend  pas  de  z.  Le 
troisième  terme  dans  le  second  membre  de  (3)  disparaît  et  l'on 
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aura,  au  lieu  de  (4),  l'inégalité 

(4')  |x-n/<2/K. 

Cette  inégalité  a  lieu,  quand  même  la  condition  |  As  \>l  n'est  pas 
vérifiée;  dans  ce  cas,  on  aura,  au  lieu  de  (5),  l'inégalité 


(5') 


|  X  I  —  li]  <2/XKA, 


d'où  la  conclusion  suivante  :  Si  l'on  suppose  que  la  valeur  de  la 
fonction  es  ne  dépend  pas  des,  le  théorème  (2)  subsiste  dans  le  cas 
où  les  dimensions  des  domaines  élémentaires,  mesurées  parallèle- 
ment à  l'axe  OZf  n'ont  pas  zéro  pour  limite,  m  augmentant  indéfi- 
niment. 


A.  Solution  nouvelle  du  problème  de  Vaiguille.  —  Pour 
donner  au  problème  de  l'aiguille  un  énoncé  plus  précis,  nous  allons 
remplacer  l'hypothèse  I  {voir  le  n°  1)  par' une  hypothèse  plus 
générale. 

Voici  les  deux  hypothèses  du  problème  : 

Première  hypothèse.  —  On  lance  l'aiguille  d'une  telle  manière 
que,  dans  chaque  expérience,  son  centre  tombe  sur  un  point  qui 
se  trouve  à  l'intérieur  d'un  carré  C  dans  le  plan  horizontal.  Les 
sommets  du  carré  C  ont  les  coordonnées 

(o,  o),         (5,  o),         (s,  s),         (o,  s). 

Le  côté  s  du  carré  est  égal  à  un  multiple  entier  de  la  distance  la 
de  deux  parallèles  voisines;  on  a  x 

s  =  in  a. 
Les  droites  parallèles 

y  =  o,        y  =  sa,        y  =  *a,         ...,        y  =  ma 

divisent  le  carré  G  en  n  rectangles  congruents  ;  les  dimensions 
d'un  rectangle  sont  ina  et  ia. 

La  probabilité  pour  que  le  centre  de  l'aiguille  se  trouve  à  l'inté- 
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rieur  d'une  courbe  fermée  est  égale  à 


// 


©  (x,  y)  dx  dy 


/      /     o{x,y)dxdy 

l'intégrale    dans   le   numérateur   est   étendue  tp.   l'intérieur  de  la 
courbe  donnée. 

La  fonction  o(x,  y)  est  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  pre- 
mières, et  l'on  a,  quel  que  soit  le  point  (x,  y)  à  l'intérieur  de  C, 


\àf(x,y) 
dx 

K  étant  une  constante. 


<K, 


ày{x,  y) 


ày 


<K, 


Seconde  hypothèse.  —  La  probabilité,  pour  que  l'angle  w  que 
fait  l'axe  de  l'aiguille- avec  une  droite  fixe  du  plan  soit  compris 
entre  u)t  et  w2,  est  proportionnelle  à  la  différence  to2  —  w,. 

Ces  hypothèses  étant  admises,  calculons  la  probabilité  p'  pour 
que  l'aiguille  coupe  une  quelconque  des  parallèles  situées  à  l'inté- 
rieur de  G.  On  trouve 

Il         o(x,y)dx  dy  dio 

(6>  "--rrr- r 

II  ^Kx,  y)dx  dy  d^ 
Le  domaine  A  est  défini  (voir  le  n°  I  )  par  les  inégalités 

71 

o<:r<2na,         o<r<2/ia,         o  <  to  <  -  • 

i 

Le  domaine  A,  (qui  correspond  aux  «  cas  favorables»)  est  com- 
posé de  2  ai  parties.  Chaque  partie  est  définie  d'une  manière  tout 
à  fn il  analogue  à  celle  qui  a  été  employée  pour  le  domaine  d'inté- 
gration F  dans  le  numérateur  de  la  fonction  (i);  on  a,  pour 
m  parties,  les  inégalités 

y  —  2  V  d 

o  <  x  <  ina,         2va</<2va  +  è,         o  <  to  <  arc  cos r 

b 

(v  =  o,  r,  2,  . .  .,  n  —  i, 
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et  pour  les  m  autres  : 

_  /  2V  a  —  y 

o  <  x  <C.ina,         2v  a  —  b  <  y  <  2  va,         o  <  co  <  arc  cos  ; — — 

b 

(v  =  i,  2,  .  ..,  n). 

Soient  #,  y,  10  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point;  ce 
point  représente  une  position  déterminée  de  l'aiguille  sur  le  plan 
de  C,  #,  y  étant  les  coordonnées  de  son  centre  et  u>  l'angle  que  fait 
son  axe  avec  Ox. 

Le  domaine  A  sera  ainsi  représenté  par  un  parallélépipède  rec- 
tangle qui  a  le  carré  C  pour  base  et  dont  la  hauteur  est  égale  à  -■ 

Divisons  le  domaine  A  en  n2  domaines  élémentaires  par  des  plans 
verticaux  qui  contiennent  les  parallèles  données  : 

y  =  ava(v  =  1,  2,  ...,  n  —  1), 
et  par  des  plans  qui  sont  perpendiculaires  aux  précédentes  : 
«f  =  avfl(v  =  i,  3,  . . .,  n  —  1).  , 

Chaque  domaine  élémentaire  a  donc  une  hauteur  égale  à  -  et  sa 
base  est  un  carré  dont  le  côté  est  égal  à  ia. 

Coupons  encore  ces  domaines  élémentaires  par  les  surfaces  cylin- 
driques suivantes  : 

•                   y  —  2  va  é 
w  =  arc  cos (  v  =  r,  2,  .  .  . ,  n) 


et 


2  v  a  —  y 
b)  =  arc  cos — —  ( v  =  1 ,  2.  .  . . ,  n), 


dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Ox.  Chaque  domaine  élé- 
mentaire est  divisé  ainsi  en  deux  parties  ;  la  partie  blanche  est 
composée  des  points  représentatifs  (x,  y,  to)  correspondant  aux 
cas  où  l'aiguille  se  met  parallèle,  le  reste  constitue  la  partie 
noire.  , 

Le  domaine  A,  est  précisément  constitué  par  l'ensemble  de 
toutes  les  parties  blanches.  Le  rapport  p  qui  ligure  dans  l'équa- 
tion (1)  est  égal  à  '-—  ou  bien  au  rapport  d'une  partie  blanche  d'un 
domaine  élémentaire  quelconque  à  ce  domaine  entier. 
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La  formule  (6)  montre  que  la  probabilité/)'  dépend  du  nombre  n 
des  parallèles. 

Cela  posé,  appliquons  le  théorème  (2)  ;  nous  nous  trouvons  dans 
les  circonstances  particulières  du  n°  3  c,  car  la  valeur  de  la  fonc- 
tion œ  ne  dépend  pas  de  la  troisième  variable  z  =  co.  En  revenant 
aux  notations  du  n°  3,  on  a 

..         ib 
u)  =z,  /i2=  m,         A  =  —  • 

-a 

Si  nous  admettons  que  n  augmente  indéfiniment,  tandis  que 
5=2/met-  ne  changent  pas,  la  formule  (2)  donne 

,.       ,      *b 
hmp  =  —  ; 
n  =  x         ira 

mais,  si  nous  ne  voulons  pas  changer  les  hypothèses  énoncées  au 
début  de  ce  numéro,  nous  ne  pouvons  déduire  des  calculs  précé- 
dents qu'une  formule  approchée  de/?'. 

Les  deux  hypothèses,  énoncées  plus  haut,  étant  admises,  et 
Le  nombre  des  parallèles  tracées  à  l'intérieur  du  carré  C  étant 

très  grand,  l'expression  —  donne  une  valeur  approchée  de  la 

probabilité  pour  que  l'aiguille  rencontre  l'une  des  parallèles. 

Cette  expression  s'approche  autant  de  la  probabilité  cherchée 
que  la  fonction  cp  (x,  y)  diffère  moins  d'une  constante.  Si 
o  (x,  y)  =  const.,  les  deux  hypothèses  du  n°  4  se  confondent 
avec  celles  du  n°  1  et  la  formule  (6)  devient  identique  avec  la 
formule  (1)  ou  (1). 

Une  série  d'expériences  peut  nous  fournir  des  valeurs  approchées 
de  la  fonction  cp  (x,  y);  une  détermination  précise  de  v(x,y) 
est  impossible.  Nous  en  tirons  une  conséquence  négative  pour  ce 
qui  concerne  la  «  détermination  expérimentale  du  nombre  tz  »  à 
l'aide  de  l'aiguille  (voir  la  fin  du  n°l).  En  effet,  il  ne  faut  pas 
s'attendre  à  obtenir  ainsi  pour  -  une  valeur  très  précise  ;  il  n'est 
point  sûr  que  le  degré  de  précision  que  l'on  atteint,  en  lançant 
l'aiguille  N  fois,  soit  comparable  au  degré  de  précision  avec  lequel 
on  peut  mesurer  la  longueur  ib  de  l'aiguille  et  la  distance  2a  de 
deux  parallèles,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  N. 


i36  PREMIÈRE   PARTIE. 

Je  remarque  enfin  que  M.  Carvallo  (1)  a  fait  des  objections 
contre  la  solution  classique  du  problème  de  l'aiguille  ;  ses  objec- 
tions sont  de  même  nature  que  celles  qui  ont  été  exposées  dans  le 
n°  2  du  présent  travail. 


(')  E.  Carvallo,  Le  calcul  des  probabilités  et  ses   applications.   Paris,   191 2, 
p.  100.  Voir  aussi  le  Livre  de  M.  Borel,  Le  Hasard,  p.  80  et  suiv. 
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VALLÉE  POUSSIN  (G  de  la):  —  Leçons  sur  l'approximation  des  fonc- 
tions d'une  variable  réelle,  professées  à  la  Sorbonne.  (Collection  de 
Monographies  sur  la  Théorie  des  fonctions,  publiée  sous  la  direction 
cTEjiile  Boricl.  )  1  vol.  i  11— S  raisin,  viii-ijo  pages.  Paris,  Gautliier- 
Villars  et  G",  1919. 

C'esl  le  second  Livre  que  M.  «le  la  Vallée  Poussin,  publie  dans 
la  «  Collection  de  Monographies  surla  Théorie  des  fonctions  »  dirigée 
par  M.  Borel;  comme  le  précédent,  ce  Livre  imite  de  travaux 
récents  dont  beaucoup  sont  dus,  quant  au  fond,  à  M.  de  la  Vallée 
Poussin  lui-même  et  cpii,  tous,  mit  tout  au  moins  reçu  de  lui, 
quant  à  l'énoncé  et  à  la  démonstration,  la  forme  simple,  précise  cl 
en  quelque  sorte  classique  sous  laquelle  il  les  présente. 
*  Dans  la  Préface,  datée  de  Louvain,  juillet  1919,  M.  de  la  \  allée- 
Poussin  déclare  que  son  Livre  est  presque  exactement  la  reproduc- 
tion des  leçons  qu'il  fît.  à  la  Sorbonne  en  19 18  et  il  saisit  cette 
occasion  d'exprimer  sa  -ratitude  pour  l'hospitalité  que  l'Université 
de  Paris  lui  a  donnée  «  aux  jours  sombres  ». 

Tous  les  Professeurs  de  l'Université  de  Paris  seront  touchés  de 
ce  témoignage;  mais  ils  se  demanderont,  avec  moi,  si  ce  n'est  pas 
nous  qui  devrions  remercier  M.  de  la  \  allée  Poussin  d'avoir  fait 
des  cours  et  des  conférences  au  Collège  de  France  et  à  la  Sorbonne 
et  d'avoir,  en  publiant  deux  de  ses  cours,  doté  la  littérature 
mathématique  française  de  deux  des  meilleurs  Livres  dont  elle  se 
soit  enrichie  depuis  H)i4- 

Le  sujet  dont  s'occupe  M.  de  la  Vallée  Poussin  est  tout  neuf. 
Bien  qu'il  se  soit  développé  avec  une  rapidité  surprenante,  il  est 
loin  d'être  épuisé  et  il  doit  être  particulièrement  signalé  aux 
débutants.  Le  Livre  de  M.  de  la  Vallée  Poussin  fournira  certaine- 
ment à  plusieurs  d'entre  eux  l'occasion  d'un  premier  travail. 

11  s'agit  de  la  représentation  approchée  des  fonctions  continues 
par  des  polynômes  ou  par  des  suites  trigonométriqués  finies. 
Bull,  des  Sciences  mathe'm.,  2°  série,  t.  \LIV.  (Juillet  1920  9 
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M.  Borel  a  déjà  abordé  ce  sujet  dans  un  des  Livres  de  la  même 
Collection  (');  mais  il  s'était  borné  à  l'exposition  des  résultats  de 
TchebychetT  et  de  Weierstrass,  qui  vont  servir  de  points  de  départ 
à  la  nouvelle  théorie  et  que  je  vais  tout  d'abord  rappeler  en  intro- 
duisant les  dénominations  employées  par  M.  de  la  Vallée  Poussin. 
J  (x)  étant  une  fonction  continue  donnée  et  P(x)  un  polynôme, 
X approximation  de/(x)  par  P(a?)  estle  maximum  de  \/(x)  —  P(.r')  | 
dans  l'intervalle  que  l'on  considère.  Si  un  polynôme  r^,{x)  de 
degré  n  fournit  une  approximation  pn  meilleure  que  celle  fournie 
par  tout  autre  polynôme  de  même  degré,  p„  et  t„  sont  dits  respec- 
tivement l'approximation  minimum  et  le  polynôme  d' approxi- 
mation minimum  d'ordre  n.  Des  définitions  analogues,  relatives 
à  l'approximation  trigonométrique,  s'obtiennent  en  remplaçant  Vix) 
par  une  suite  trigonométrique  d'ordre  n 

A0-t-  A!  cos.r  •+-  B,  sin  x  -+- . .  .-+-  A«  cos/t.r  -+-  B„  s  in  n  x. 

Des  travaux  de  Tchebycheff(  -  ),  mis  au  point  par  M.  Kirschberger 
et  par  M.  Borel,  il  résulte  qu'à  chaque  valeur  de  n  correspond  un 
polynôme  d'approximation  minimum  7i„(.r),  et  naturellement  un 
seul  d'après  la  définition  même,  et  qu'il  existe  n  -+-  i  valeurs 
croissantes  de  .r,  a,,  a->,  ...,  a„+±  pour  lesquelles  /(x)  —  Tin(x) 
prenne  alternativement  les  valeurs  -j-  p„  et  —  ç>„  (ou  —  p„  et  -f-  p„), 
on  étant  l'approximation  minimum  d'ordre  n.  On  a  un  énoncé 
analogue  pour  l'approximation  trigonométrique  (:i). 


I1)  Leçons  sur  tes  fondions  de  variables  réelles  et  les  développements  en 
série  de  polynômes;  voir  aussi,  dans  la  même  Collection,  les  Leçons  sur  les  séries 
de  polynômes  à  une  variable  complexe,  de  Ai.  Alontel. 

(2)  TchebychkéF,  Sur  les  questions  de  minima  qui  se  rattachent  à  la  repré- 
sentation approximative  des  fonctions  (  Mémoires  de  l'Académie  de  Saint- 
Pétersbourg  :  Sciences  mathématique  et  physique,  fi°  série,  t.  VU,  i85g; 
< H.  nvres,  l  I  ).  —  KiRBCHBERGER,  L'eber  TchebychejJ  Annaherungsnietlwde 
(  Inaugural  Dissertation,  Gôttiugen,   1902  ).  —  Boiiei.  (voir  la  noie  précédente). 

(3)  Tcliebycheff  a  fait  Lui-même  allusion  à  la  possibilité  de  remplacer  dans  «es 
recherches  les  polynômes  par  d'autres  fonctions.  Le  cas  de  l'approximation  par 
des  suites  trigouoniclriques  a  été  mis  au  point  par  AI.  AI.  Fréchet  (Annales  de 
l'École  Xorma/e  supérieure,  1908)  et  par  Al.  J.-AV.  Young  (Transactions  0/  the 
Ann.  Math.  Soc,  1907  ),  qui  étudie  aussi  le  cas  de  l'approximation  par  des  fonctions 
dépendant    linéairement  de  paramètres. 

Pour  compléter  ce  petit  historique,  j'ajoute  que  le  cas  des  Fonctions  de  plusieurs 
variable»,  fort  différent  du  ras  "ù  il  n'y  a  qu'une  variable,  a  été  abordé  par 
M.  L.  Tonelli  (Annali  di   Uatematica.   1908). 
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Les  travaux  bien  connus  de  Weierstrass  ( '  )  ont  prouvé,  qu'en 
prenant  n  assez  grand,  on  peut  toujours  trouver  un  polynôme  ou 
une  suite  trigonométrique  donnant  une  approximation  p  aussi  petite 
que  Ton  veut  ;  donc  que  p„  tend  vers  zéro  avec  -• 

Dans  son  Livre,  M.  de  la  Vallée  Poussin  recherche  l'ordre  de 
grandeur  de  l' infiniment  petit  p«  considéré  ranime  fonction 
de  -  ou,  d'une  façon  plus  précise,  il  étudie  la  question  suivante  : 
Peut-on  fixer  V ordre  de  grandeur  de  V approximation  mini- 
mum, polynomiale  ou  trigonométrique,  on  d'une  jonction  J  (x) 
quand  on  connaît  certaines  propriétés  différentielles  de  cette 
fonction  et,  inversement,  quand  on  connaît  V ordre  de  grandeur 
de  p„,  peut-on  en  déduire  des  propriétés  différentielles  de  J(.r  |  ".' 

A  ces  deux  parties  de  la  question  correspondront  des  théorèmes 
que  M.  de  La  Vallée  Poussin  distingue  en  les  qualifiant  respective- 
ment de  «  directs  »  et  de  «  réciproques  ». 

Celte  question  se  pose  tout  naturellement;  le  théorème 
de  Weierstrass  nous  permet  de  remplacer  toujours  la  considération 
d'une  fonction  continue  f(x)  par  celle  d'une  série  absolument  et 
uniformément  convergente  S  de  polynômes  et  inversement.  Mais, 
pour  que  nous  ne  perdions  rien  à  une  telle  substitution,  il  faut,  si 
nous  connaissons  sur/(.r  )  une  propriété  autre  que  sa  continuité, 
que  nou>  sachions  la  traduire  en  une  propriété  de  S  et.  inversement, 
que  nous  sachions  traduire  en  propriétés  de  f(x)  les  propriétés 
autres  que  la  convergence  absolue  et  uniforme  que  nous  connais- 
sons sur  S. 

Quand  on  reste  dans  le  domaine  des  séries  S  très  générales,  les 
seules  propriétés  de  S  qui  se  présentent  à  l'esprit,  les  seules  en 
tout  cas  qui  aient  été  étudiées  jusqu'ici,  sont  relatives  à  la  rapidité 
de  la  convergence  de  S,  c'est-à-dire  à  l'ordre  de  grandeur  de  pH. 
Quant  aux  propriétés  différentielles  de/(.r),  c'est  à  l'existence  des 
dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre  que  l'on  pense  tout  d'abord,  mais, 
en  réalité,  la  condition  de  Lipschitz 

|  f(fx  -+-  h)  —  fi  r  I  |'<  A  ha         (o  <  a  S  i  i. 

(')  Weikrsthass,  Ueber  die  analylische  Da/s/ellbai keit  sogenannter 
willkurlicker  Funktionen  einer  /eelte/i  Verànderlichen  (Sitz.  d.  A.  Pr.  Ak. 
d.  Wiss..  i885;  ll'erke,  BdlII).—  Voir  aussi  dans  les  Acta  mathematicà,  t.  VI 
et  VII,  i8S5,  des  travaux  de  M.  Runge  qui  l'ont  conduit  presque  en  même  temps 
aux  mêmes  résultats. 


I4''J  PREMIÈRE    PARTIK. 

n'est  pas  moins  importante  et  s'impose  tout  autant  à  l'attention, 
rs  on  seulement  parce  qu'elle  joue  un  rôle  essentiel  dans  des  questions 
où  interviennent  les  séries  polynomiales  ou  trigonométriques 
somme  l'intégration  des  équations  différentielles,  mais  aussi  parce 
qu'on  ne  peut  pas  calculer  une  limite  supérieure  du  reste  d'un 
développement  en  série  d'une  fonction  J {oc')  sans  être  conduit  à 
faire  une  hypothèse  sur  la  rapidité  de  la  décroissance  avec  h  du 
maximum,  pour  x  variable,  de  la  différence  \f(.i--\-h) — f(x)\ 
que  M.  de  la  Vallée  Poussin  appelle  module  de  continuité  de  J {•!')', 
il  le  représente  par  o)(h).  Or,  l'hypothèse  la  plus  simple  que 
l'on  puisse  faire  sur  l'ordre  de  cet  infiniment  petit,  fonction  de  h, 
est  celle  qui  se  traduit  par  l'inégalité  de  Lipschitz, 

io<  h  |  <  A  A*. 

C'est  d'ailleurs  exactement  de  celte  manière  que  Lipschitz,  au 
cours  d'un  calcul  destiné  à  évaluer,  l'ordre  de  grandeur  du  reste 
d'une  série  de  Fourier,  a  été  conduit  à  écrire  pour  la  première  fois 
la  condition  qui  porte  maintenant  son  nom .  Ce  Mémoire  de  Lipschitz 
est  en  quelque  sorte  le  premier  en  date  se  rapportant  à  la  question 
étudiée  par  M.  de  la  \  iillee  Poussin  ('). 

Si  la  condition  de  Lipschitz  et  la  dérivabilité  se  sont  imposées  à 

(  '  )  Le  Mémoire  de  Lipschitz.  écrit  en  latin,  a  élé  publié  dans  le  Journal  de 
Cre/le,  Bd  LXIII,  iS6^;  une  traduction  française,  due  à  M.  Montel,  es!  parue 
dans  les  Acta  mathematica,  l.  XXXVI,  1912. 

Le  résultai  de  Lipschitz  a  élé  précisé  par  L'Iisse  Dini  (Série  di  Fourier  e  allie 
rappresenta  zioni  analitiche  délie  funzioni  di  una  variabile  reale,  p.  49-  Tipo- 
gralia  T.  Nislri.  Pise,  1880)  et  par  M.  Phragmén;  voir  un  extrait  d'une  lettre  de 
cet  Auteur  dans  un  Mémoire  de  M.  Miltag-Leffler  (Acta  mathematica,  t.  XXIV, 
1901,  p.  23o  ).  , 

J'ai  eu  moi-même  l'occasion  de  reprendre  les  calculs  de  Lipschitz  (Bull,  de  la 
Soc.   math,  de  Fr.,  t.  XXXVIII,  1910). 

M.  Phragmén  insiste  sur  le  grand  intérêt  du  résultat  de  Lipschitz  qu'il  qualifie, 
avec  raison  à  mon  avis,  de  plus  utile  et  de  plus  élémentaire  que  celui  de  Dirichlet. 

Ce  que  j'ai  dit  dans  le  texte  montre  que  la  condition  de  Lipschitz  s'impose  à 
l'esprit  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  fonction  m  (A).  Si  celte  fonction  ne  figure 
pas  explicitement  dans  le  Mémoire  de  Lipschitz,  elle  est  introduite  explicitement 
dans  les  énoncés  de  Dini  el  de  M.  Phragmén  et  j'ai  élé  amené  aussi  à  la  consi- 
dérer. C'est  par  inadvertance  que  M.  de  la  Vallée  Poussin  ne  fait  remonter  qu'à 
M.  Dunliam  Jackson,  page  6G,  l'introduction  de  cetle  fonction  et,  page  25.  la 
méthode  q.ui  permet  de  déduire  d'un  résultat  relatif  au  cas  <o(  A)  <  A  A  un  résultat 
valable  pour  toul  module  a>(A).  La  fonction  to(A)  joue  un  rôle  essentiel  dans  les 
travaux  d'Arzelà  et  d'Ascoli  sur  les  fonctions  également  continues. 
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l'attention  <  1  « ■  s  le  début,  seul  le  développement  de  la  théorie  a 
montré  que  la  considération  de  ces  deux  propriétés  différentielles 
suffisait    pour    établir   une    théorie   cohérente   conduisant    à    des 

théorèmes  ayant  une  réciproque  exacte,  tels  que  le  suivant,  généra- 
lisation heureuse  de  résultats  de  M.  Dunham  Jackson  et  de 
M.  Serge  Bernstein,  donné  par  M.  de  la  Vallée  Poussin  à  la 
page  72  : 

S«,  dans  un  intervalle  <  a.  I>\.  /i.n  possède  une  dérivée 
continue  d'ordre  r  qui  satisfait  a  une  condition  de  Lipschitz 
d'ordre  a,  (o<a  <C  1),  alors,  quel  que  soit  n.  j\x)  [>eut  être 
représenté  par  un  f>olynonu'  de  degré  n  avec  une  approxi- 
mation 

?n  <  — — ;  '  ^  =  con«t.  1. 

Réciproquement .  si  l'on  peut  vérifier  cette  condition,  quel 

que  soit  /*,  alors  j\x  1  admet,  dans  tout  intervalle  intérieur 
à  (a,  b),  une  dérivée  continue  d'ordre  r  qui  satisfait  ci  une 
condition  île  Lipschitz  d'ordre  a  ('). 

Un  énoncé  entièrement  analogue  est  applicable  au  cas  de  l'ap- 
proximation tngonométrique.  L ne  remarque,  due  à  M.  Bernstein, 
permet  d'ailleurs  de  montrer  très  simplement  l'identité  des 
problèmes  posés  par  les  deux  modes  d'approximation  : 

On  peut  évidemment  se  borner  aux  fonctions  de  .r,  définies 
dans  —  1,  -+- 1 .  Posons  ^  =  cos^:  alors,  de  fis  1,  on  déduit  la 
fonction  périodique  paire 

£     f)  =/l  cos 

D'un  polynôme  F(.r),  approché  de  J(&),  on  déduira  la  suite 

d'ordre   n 

G(«0  =  F   coso  . 


(*)  M.  Montel  (Bull,  de  la  Soc.  math,  de  Fr.,  1919)  a  donné  un  énoncé 
identique  à  relui  du  texte,  à  cela  près  que  la  condition  relative  à  l'existence  fa'une 
dérivée  d'ordre  r  satisfaisant  à  une  condition  de  Lipschitz  d'oidre  %  y  est  rem- 
placée par  la  condition  qu'il  existe  des  dérivées  généralisées  de  Liouville  pour 
tous  les  ordies  inférieurs  à  /• -f-  a.  M.  delà  Vallée  Poussin  conclut  de  là  l'identité 
de  ces  deux  propriétés  différentielles;  identité  antérieurement  reconnue  par 
M.  Hermann  Wevl  (  \~ierteljahrschift  de  Zurich,   191  -  1. 
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approchée  de  g{  0  )  avec  la  même  approximation.  Réciproquement 
de  la  suite  d'ordre  /?,  G((<p),  approchée  de  g(v),  on  déduira 
d'abord  la  suite  paire 

G(cp)  =  i.[G1'(«p)-t--Gi{—  ?)], 

puis  la  fonction 

Y ( x)  =  G(arc  cosar), 

approchée  de  j  (x)  avec  la  même  approximation  et  F  (je  )  est  un 
polynôme  d'ordre  n  parce  que  cos(parccos^)  est  un  polynôme 
d'ordre  p;  ce  polynôme,  considéré  autrefois  par  Tchebycheff,  est 
appelé  par  M.  Bernstein  le  «  polynôme  trigonométrique  d'ordre  p  ». 
Grâce  à  cette  remarque,  M.  de  la  ^  allée  Poussin  déduit  les 
énoncés  relatifs  aux  deux  modes  d'approximation  de  l'étude  de  la 
représentation  trigonométrique  des  fonctions.  La  série  de  Fourier, 
étudiée  au  Chapitre  I,  fournit  une  suite  d'ordre   n  donnant  une 

approximation  inférieure  à  Mw  (-]  log«   (ici,   et  dans  la  suite, 

M  est  une  constante).  C'est,  en  somme,  le  résultat  de  Lipschitz. 

Le  facteur  log/i  provient  de  ce  que  le  reste  d'ordre  n  de  la  série 
de  Fourier  d'une  fonction,  inférieure  en  module  à  A,  peut  atteindre 
une  valeur  de  la  forme  MAlog//,  ce  qui  est  lié,  comme  on  sait, 
à  l'existence  de  fonctions  continues  ayant  une  série  de  Fourier 
divergente.  Pour  avoir  une  meilleure  approximation,  il  va  donc 
falloir  s'adresser  à  un  développement  trigonométrique  toujours 
convergent;  le  plus  simple  est  celui  qu'a  obtenu  M.  Fejér  en 
appliquant  à  la  série  de  Fourier  la  méthode  de  sommation  par  les 
moyennes  arithmétiques,  due  à  M.  Cesarô.  Au  Chapitre  II,  ce  pro- 
cédé fournit  une  approximation  au  moins  égale  à 


M^),og[„(i)]; 


A 

pour  le  cas  de  co(//)<  A/ia,  o<a<i,  on  obtient  M  —  •  Mais,  pour 
faire  disparaître  dans   tous  les  cas  log     io(  -  )    »  il  faut  recourir 

à  des  procédés  de  représentation  plus  compliqués;  M.  de  la  Vallée 
Poussin  utilise,  comme  M.  Dunham  Jackson,  des  combinaisons 
linéaires  des  intégrales 


r  +  ca  ,,  /s\nnt\' 
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généralisations  de  celle  qui  exprime  la  somme  de  Fejér  de  la  série 
de  Fourier  de  f(x). 

Ceci  le  conduit,  au  Chapitre  III,  à  des  théorèmes  directs  tels 
que  celui  que  j'ai  cité. 

tfeste  à  obtenir  les  réciproques.  La  démonstration  est  essentiel- 
lement basée  sur  la  remarque  suivante,  extrêmement  importante 
dans  toute  question  où  Ton  a  à  étudier  la  dérivation  terme  à  terme 
de  séries  polynomiales  ou  trigonométriques  (•)  :  lorsque  Ion 
connaît  une  limite  supérieure  du  module  d'un  polynôme  ou  d'une 
suite  d'ordre  n  dans  un  intervalle,  on  en  peut  déduire  une  limite 
supérieure  du  module  d'une  quelconque  de  ses  dérivi 

Précisant  un  résultat  de  M.  Bernstein,  M.  de  la  Vallée  Poussin 
démontre,  par  un  procédé  très  élégant,  que  si  le  module  d'une 
suite  d'ordre  n  ne  surpasse  pas  L,  le  module  de  sa  dérivée  ne 
surpasse  pas  «L.  On  comprend  que  si,  partant  de  là  et  s'appuvant 
sur  l'ordre  de  p„  pour  une  fonction  /  (  a?),  on  a  pu  écrire 
/(  x)  =  T,+  T.îH-...-t-Tn  -+-..., 

T„  étant  une  suite  d'ordre  //  et  la  convergence  uniforme  et  absolue 
étant  assez  rapide,  on  puisse  en  déduire  la  convergence  uniforme 
de  la  série  des  dérivées  k" "" \  c'est-à-dire  l'existence  des  dérivées 
de  J '(  x)  jusqu'à  l'ordre  k. 

De  plus,  la  même  propriété  permet  de  déduire  de  la  connaissance 

du  module  de  chaque  terme  T„,  ou        A"  ,  une  limite  supérieure  du 

module  de  continuité  de  ce  terme  et  par  suite  une  limite  supérieure 
du  module  de  continuité  de  la  somme  de  la  série  des  T„, 
ou  des  dérivées  A-lèmc\ 

Ce  procédé  de  démonstration  est  employé  au  Chapitre  IV.  Le 
Chapitre  V  est  relatif  au  passage  de  l'approximation  trigonomé- 
trique  à  l'approximation  polynomiale. 

Cette  analvse  manquerait  de  franchise  si  je  cachais  l'impression 
que  le  Chapitre  IV  m'a  faite.  M.  de  la  Vallée  Poussin  a  adopté 
partout  une  rédaction  résolument  synthétique;  cela  entraîne 
toujours  un  auteur  à  quelques  habiletés  que  les  gens  du  métier 

(')  C'est  ainsi  que  M.  Montel  (loc.  cit.)  indique  un  Mémoire  de  M.  Dulac, 
Sur  les  séries  de  Maclaurin  à  plusieurs  variables  (Acta  mat.,  t.  XXXI,  1908), 
comme  contenant  le  premier  énoncé  de  la  nature  de  ceux  qu'il  utilise  dans  ses 
recherches  sur  l'approximation. 
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saluent  au  passage.  Par  exemple,  au  premier  paragraphe  du 
premier  Chapitre  de  ce  Livre  où  il  ne  sera  question  que  de  la  plus 
ou  moins  rapide  convergence  d'une  suite  trigonométrique  o„  vers 
une  fonction  /,  M.  de  la  Vallée  Poussin  ne  parle  nullement  de  la 
convergence  de  s,,t  vers  y,  mais  il  se  propose  d'étudier  le  minimum 

de     /       (  /  —  o„ydx,  bien  qu'à  aucun  moment  on  ne  parlera  de  la 

«•  0 

méthode  des  moindres-  carrés;  et  c'est  de  là  que  sont  déduites  les 
définitions  des  constantes  de  Fourier,  de  la  série  de  Fourier,  de  la 
somme  de  Fourier  d'ordre  //.  Cela,  parce  qu'il  peut  ainsi  abréger 
quelque  peu  sa  rédaction  tout  en  préparant  l'exposition  d'un 
résultat  important  de  M.  Bernstein. 

De  telles  habiletés  sont  sans  inconvénients  réels;  il  suffit  que  le 
lecteur  soit  un  peu  docile.  S'il  consent  à  se  laisser  conduire  par 
M.  de  la  Vallée  Poussin  il  apprendra  vite  et  beaucoup.  Mais,  au 
Chapitre  IV,  la  docilité  doit  devenir  toute  particulière.  M.  de  la 
Vallée  Poussin  a  réussi  à  construire  un  énoncé  qui  réunit  tous  les 
résultats  acquis  et  permet  d'aller  plus  loin.  Cet  énoncé  sera  très 
apprécié  de  ceux  qui,  ayant  lu  les  Mémoires  antérieurs,  seront 
amenés  à  lui  par  généralisations  successives,  mais  il  me  paraît 
regrettable  d'en  avoir  fait  le  début  d'un  Chapitre  et  d'en  avoir  tout 
déduit.  On  peut  lire  sans  crainte  ce  Chapitre,  très  clair  comme 
tout  le  Livre,  on  le  comprendra  pas  à  pas;  et  cependant,  pour  bien 
goûter  l'énoncé  de  M.  de  la  Vallée  Poussin,  pour  saisir  comment 
et  pourquoi  il  a  été  construit,  pour  le  bien  comprendre  en  un  mot, 
il  faudra,  après  avoir  fini  le  Chapitre,  le  relire  en  commençant  par 
la  fin.  M.  de  la  Vallée  Poussin  arrive  au  but  plus  vite  que  ses 
devanciers,  il  va  plus  loin  qu'eux  et  en  donnant  à  des  calculs,  très 
rébarbatifs  au  début,  une  simplicité  qu'il  sera  bien  difficile 
d'accroître  encore;  mais  il  y  réussit  parce  qu'aux  idées  de 
MM.  Jackson  et  Bernstein,  il  surajoute  les  siennes,  et  c'est  demander 
beaucoup  au  Lecteur  que  de  lui  demander  de  tout  comprendre 
d'un  coup. 

Dans  sa  Préface,  M.  de  la  Vallée  Poussin  s'excuse  de  ce  que  sa 
rédaction  synthétique  ne  lui  ait  pas  toujours  permis  de  délimiter 
exactement  la  part,  de  chaque  Auteur.  Ce  n'est  pas  à  ce  point  de 
vue  que  je  me  place;  M.  de  la  Vallée  Poussin  donne  d'ailleurs 
beaucoup    d'indications  bibliographiques   et    le    lecteur    pourrait 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  M5 

toujours  se  reporter  à  la  conférence  que  M.  de  la  Vallée  Poussin  a 
faite  à  la  Société  mathématique  suisse,  le  24  février  191.81  Enseigne- 
ment mathématique,  l.  X.X,  n°  1,  1918).  Mais  une  exposition 
plus  analytique,  qui  aurait  davantage  suivi  Tordre  historique  par 
cela  même,  aurait  peut-être  mieux  fait  apprécier  la  beauté  de 
l'œuvre  accomplie.  Seulement,  une  telle  exposition  aurait  été  plus 
longue  et,  à  cause  des  tarifs  de  publication  actuels,  M.  de  la  Vallée 
Poussin  a  dû.  sans  doute,  s'imposer  par-dessus  tout  L'obligation 
d'être  court. 

Les  Chapitres  VI  et  VII  traitent  de  l'approximation  minimum, 
polynomiale  et  trigonométrique.  C'est  là  qu'on  trouve  les  résultats 
de  Tchebychelf  dont  j'ai  parlé,  exposés  par  la  méthode  de  M.  Borel 
et  aussi  grâce  à  un  mode  oie  raisonnement  dû  à  M.  de  la  Vallée 
Poussin  et  qui  va  jouer  un  rôle  tus  important  dans  la  suite.  J'ai 
rappelé  que  si  -„  de  degré  //  est  d'approximation  minimum  pour 
j  (.r),  il  va  n  -h  2  valeurs  a,  <Ca2  <  ...  <  a/l+2  pour  lesquels  ~„  (  x) 
prend  les  valeurs/(<7,  )  -f-  £„,  /(#-.>)  —  e„,  /(rts)  +  e«î  •••  >  e"  étant, 
au  signe  près,  l'approximation  minimum  o„.  Il  suit  de  là  que  la 
connaissance  de  «,,  a2,  ...,  an+.,  et  de  /'(a,),  ...,  J(a,,+i)  suffit 
pour  déterminer  7tw( x)  et  £„,  donc  p„.  Supposons  donnée  /(#)  et 
prenons  arbitrairement  des  points  a,,  a2,  •••,  a«+2  ;  déterminons  s 
et  ~(x),  de  degré  /*,  tels  que  l'on  ait 

w(«i)=/(ai)-t-3,         w(«î)  =/(««)  — e. 

~(oc)  sera  le  polynôme  d'approximation  minimum  à.ef(x),  consi- 
déré seulement  pour  les  valeurs  x  =  a;,  et  p  =  |-e  J  sera  l'approxi- 
mation minimum  pour  cet  exemple  de  valeurs  at\  Ceci  n'est  pas 
une  simple  dénomination,  mais  exprime  ce  fait  mathématique, 
facile  à  vérifier,  que  tout  autre  polynôme  de  degré  n  diffère  de  f(x  ) 
de  plus  de  p  en  l'un  des  points  a,.  Faisons  varier  maintenant  le 
groupe  A  des  points  a,-,  quand  p  sera  maximum  nous  aurons  les 
points  ai,  donc  n„  et  p„. 

Or  la  recherche  de  p  et  tt,  pour  A  donné,  est  un  problème  d'algèbre 
relativement  simple  et  qui  conduit  M.  de  la  Vallée  Poussin  à  des 
remarques  telles  que  celle-ci  :  si,  par  un  procédé  quelconque,  on 
a  trouvé  un  polynôme  P  de  degré  //,  donnant  aux  points  d'un 
groupe  A  de  n  -f-  2  points  des  valeurs  approchées  alternativement 
par  défaut  et  par  excès,  l'approximation  minimum  pour  A  sera 


I»< 
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comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  absolues 
de  ces  erreurs.  Si  donc  /  est  la  plus  petite  valeur  absolue,  /  sera  a 
fortiori  inférieure  à  l'approximation  minimum  o„  dans  l'intervalle 
(«,  b)  considéré  ;  mais,  d'autre  part,  le  maximum  L  de  \f{x)  — P(#)  | 
dans  (a,  b)  est  une  limite  supérieure  de  /„  ;  donc,  on  a 

l^z„l  L. 

Quand  on  aura  été  assez  habile  pour  choisir  À  de  façon  que  /etL 
soient  du  même  ordre  infinitésimal,  l'ordre  de  p„  sera  par  cela 
même  connu. 

Avec  les  Chapitres  VIII,  IX  et  X  nous  revenons  à  la  question 
traitée  dans  les  Chapitres  I  à  A  :  ordre  de  l'approximation  pour  les 
fonctions  possédant  une  propriété  différentielle  donnée  et  inverse- 
ment. Mais  les  fonctions  étudiées  maintenant  sont  indéfiniment 
dérivables.  Le  théorème  que  j'ai  cité  donne,  exprimé  à  l'aide  de 
l'ordre  de  grandeur  de  p„,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'il  existe  des  dérivées  de  tout  ordre  :  on  doit  être  asymptotique- 

ment  plus  petit  que  — -■>  quel  que  soit  l'entier/).  Il  faut  maintenant 

étudier  des  familles  spéciales  de  fonctions  indéfiniment  dérivables. 
La  plus  simple,  la  plus  intéressante  est  naturellement  la  famille 
des  fonctions  analytiques. 

Supposons  donc  J'(x)  analytique  et  sans  point  singulier 
sur  ( —  i,  +i),  extrémités  comprises;  la  fonction  £"(©),  que  nous 
en  avons  déduite,  sera  holomorphe  au  voisinage  de  Taxe 
des  ç,(«p  =  H  -\-  iri  )  ;  elle  sera  holomorphe  dans  une  bande  limitée 
par  deux  droites  v\  =  6,,  y,  = —  b,.  Faisons  encore  la  transforma- 
tion z  =  e"?,  classique  dans  l'étude  des  fonctions  de  période  2ic; 
g(cp)  devient  h(z),  h(z)  étant  holomorphe  dans  la  couronne 

e-6»<  |  z  |  <  eAi. 

A  la  série  de  Fourier  de  g{'s)  correspond,  nous  le  savons,  un 
développement  en  série  de  polynômes  trigonométriques  pour/(.r) 
et,  pour  h\z\.  un  développement  en  série  de  Laurent.  Si  donc 
nous  reprenons  la  question  traitée  au  Chapitre  I,  c'est-à-dire  l'ordre 
de  grandeur  de  l'approximation  fournie  parles  premiers  termes  de 
la  série  de  Fourier  de  g  (y  ),  nous  aurons  à  étudier  la  rapidité  de 
la  convergence  d'une  série  de  Laurent  sur  I  s\  =  f.    Les  résultats 
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de  DarbouxetdeM.  Hadamard  nous  apprennent  que  cette  rapidité 
dépend  de  la  position  des  points  singuliers  les  plus  voisins 
de  |  z  |  =  i  ;  il  faut  considérer  le  module  le  plus  petit  des  points 
singuliers  de  modules  plus  grands  que  i  et  l'inverse  du  module 
le  plus  grand  des  points  singuliers  de  modules  plus  petits  que  i, 
c'est-à-dire  le  plus  petit  b  des  deux  nombres  bt  et  b2  (•■).  Nous 
savons  aussi  que,  pour  préciser  davantage  la  rapidité  de  la  conver- 
gence, il  faudra  connaître  la  partie  principale  en  ces  points 
singuliers.  Les  classes  de  fonctions  que  L'on  est  ainsi  conduit  à 
considérer  sont  celles  pour  lesquelles  M.  de  la  Vallée  Poussin  étudie 
l'ordre  de  z„.  Au  Chapitre  VIII,  il  s'occupe  des  fonctions  pour 
lesquelles  les  points   singuliers   qui    interviennent   sont  des   pôles 

(partie  principale  .  ■  ) •  Au  Chapitre  IV  les  fonctions  pour 
lesquelles  les  points  sont  points  critiques  d'ordre  s  |  partie  princi- 
pale de  la  forme  '—r-<  j   et  des   points  logarithmiques    (  partie 

principale   I  "*'  «  —  ~j\'"  \      .^u    Chapitre   X,    il   s'agit   du    cas   des 

fonctions  entières:  alors  l'ordre  de  la  meilleure  approximation  est 
Ké,  comme  on  pouvait  s'y  attendre,  à  l'ordre  de  croissance  de  la 
fonction.  D'une  façon  précise,  c'est,  pour^(cp),  l'ordre  de  crois- 
sance,  pour  Tj  croissant   indéfiniment,  qui  intervient. 

Voici,  à  titre  d'exemple,  quelques  résultats  extraits  du 
Chapitre  V1I1.  Si  g\  m  \  est  holomorphe  dans  la  bande  limitée  par 
les  droites  r,  =  zb  6,  on  a,  quel  que  soit  £^>o, 

onS  M  e    »(*-£); 

si,  de  plus,  les  seuls  points  singuliers  sur  les  droites  yj  =  ±  b  sont 
des  pôles  d'ordre  /au  plus,  on  a 

Et,  comme  exemple  de  propriété  réciproque  : 

Si  gi'-s),  de  période  2-,  admet  une  approximation 

(')  D'ailleurs,  pour  f  {x)  réelle,  g('-s)  esl  réelle  et  bt=  b... 
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&(ti)  étant  non  décroissante,  g('f)  est  holomorphe  dans  la  bande 
limitée  par  7)  =±6.  Si,  de  plus,  on  sait  que  ty(n)=  nr"'  y  («), 
où  */(«)  tend  vers  zéro  et  qu'e^(cp)  n'a  que  des  pôles  surr,  =±6, 
ceux-ci  sont  d'ordre  plus  petit  que  r. 

Dans  ces  énoncés,  p„  est  relatif  à  l'approximation  trigonomé- 
triqûe  ;  pour  passer  à  l'approximation  poljnomiale  on  revient  à 
la  fonction  f{x)  par  la  transformation  x  =  cos  cp  ;  alors  à  la 
bande  r\  =  zb  b  correspond  l'intérieur  de  l'ellipse 

X2  Y2 

(a?  =  X  +  i  Y). 


ch26        sh26 

Les  théorèmes  directs  résultent  du  simple  examen  de  la  série 
de  Fourier  de  g  (y),  donc  de  la  série  de  Laurent  de  h(z)  (').  Pour 
le  cas  de£-,(cp)  holomorphe  dans  ( —  b,  -J-  b),  limites  comprises, 
on  calcule  l'ordre  des  coefficients  de  ces  séries,  d'où  l'ordre  de 
grandeur  du  reste.  Puis,  pour  passer  au  cas  des  singularités 
étudiées,  il  faut  poser 

gz(f)  donnant  les  parties  principales  aux  points  singuliers.  On 
étudie  pour  cela  aux  Chapitres  VIII  et  IX  les  séries  de  Fourier  des 
fonctions 

A     "  A  [log(a  —  g'?)]"» 

(a  —  «'?)"  '      ( a  —  e'9 )s  '  (a  —  e'9)s       ' 

qui  ont  les  mêmes  parties  principales  que  les  fonctions  obtenues 
en  faisant  la  transformation  z  =  e"P  dans  les  parties  principales 
en  z)  chacun  de  ces  éléments  simples  en  o  est  périodique  et  admet 
tous  les  points  singuliers  provenant  d'un  point  singulier  z  =  a. 

En  somme,  jusqu'ici,  la  méthode  est  la  même  que  précédemment; 
elle  est  même  plus  simple,  car  il  suffit  de  s'adresser  aux  développe- 
ments fournis  par  la  série  de  Fourier,  et  non  à  ceux  plus 
compliqués  du  Chapitre  III,  et  de  majorer  ces  développements  en 
remplaçant  chaque  terme  par  son  module  maximum.  Voyons  les 
théorèmes  réciproques. 

(')  On  peut  dire  qu'ils  ne  différent  pas  des  théorèmes  directs  relatifs  à  la  série 
de  Taylor,  au  contraire  il  y  mirait  lieu  de  comparer  les  théorèmes  réciproques 
de  IBM.  Berustein  et  delà  Vallée  Poussin  aux  théorèmes  réciproques  de  Darhoux 
et  de  M.  Hadamard. 
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Le  premier  est  eelui  qui  affirme  l'analytieité  et  l'holomorphie 
entre — b  et -f-è. lorsque o„  esl  plus  petit  que  ty(n )e~w*;.il s'obtient 
comme  précédemment  :  l  ue  série  de  suites  trigonométriques  des 
degrés  1,  a,  ...  représente  g(v)  pour  o  réel,  son  /<"""'  reste  est 
majoré  par  an  ;  de  là  résulte  que  cette  série  esl  dérivable  terme  à 
terme  indéfiniment.  D'où  L'existence  des  dérivées  g  1  f  l,  ,i-  (o),  ... 
pour  -^  réel  et,  en  même  temps,  des  bornes  de  La  valeur  absolue  de 
ces  dérivées  qui  permettent  d'affirmer  que  la  série  de  Taylor 
de  g[  -c  )  procédant  suivant  Les  puissances  de  3  —  sfl  a  un  cercle  de 
convergence  au  moins  égal  à  A,  quand  ©0  est  réel. 

Celte  série  de  Taylor  permet  d'avoir  une  limite  supérieure  du 
module  de   #(p);    s'    donc    on    peut    démontrer   que    |.£'(v)|    est 

.     ..     .                    M  .  ,, 

asymptoliquement  intérieur  a j- -,  pour  r,>>o,  quel  que  soi  I  M. 

et  qu'en  même  temps  on  sache  que  Les  seuls  points  singuliers 
de  g(f)  sur  r\=  b  sont  des  pôles,  on  pourra  affirmer  que  ces  pôles 
sont  d'ordre  inférieur  à /;.  C'est  donc  sans  l'emploi  d'idées  vraiment 

nouvelles  rpie  L'on  obtient  L'énoncé  que  j'ai  donné  ;  mais  ce  théorème 
peut  aussi  être  obtenu  par  une  méthode  très  différente,  et  qui  sera 
la  seule  employée  au  Chapitre  IX. 

Supposant   que  g{  çp  )  n'ait  que  des  pôles  sur  r,  =  —  h.  je  posé 

g\  <p)  =  go(?)  ■+•  SA  <fi(f  )  -+-  SB  é       =         •  ■  •  : 

go('?)    est    holomorphe    dans    La    bande    considérée,     frontières 

comprises;  les  A,  B,  ...,  sont  des  constantes,  les  fonctions  g\(<o)j 
gi('ï).  ...  sont  des  (déments  simples  de  la  forme 


1  ci>S2  —  a  1        1  cosç  —  a  12 

chacun  d'eux  ne  dépend  donc  que  d'un  seul  paramètre  a. 

Or.  M.  Bernstein  à  réussi  à  trouver  l'ordre  de  grandeur  de  an 
pour  chacune  des  fonctions  g0l  g,,  ...;  cela  suffit  pour  énoncer  la 
partie  directe  de  l'énoncé  que  j'ai  rappelé.  11  a  même  réussi  a 
former  la  valeur  asvmptotique  de  z„  pour  l'élément  simple  gp 
correspondant  à  une  série  de  pôles  d'ordre  /?(©  =  arecosa);  il 
résulte  de  cette  expression  que  l'ordre  infinitésimal  de  pa  va  en 
décroissant  quand  p  croit  et  de  plus  que  cet  ordre  est  le  même  pour 
un  élément  simple  d'ordre  p  et  pour  la  somme  de  plusieurs  (déments 
simples  d'ordre  p  ;  d'où  la  partie  réciproque  de  l'énoncé.  L'intro- 
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duction  de  cette  nouvelle  méthode,  qui  utilise  les  recherches  de 
M.  de  la  Vallée  Poussin  sur  l'approximation  minimum,  explique 
la  place,  un  peu  étrange  au  premier  abord,  qu'occupent  les 
Chapitres  qui  traitent  de  cette  approximation;  on  peut  dire  qu'avant 
ces  Chapitres,  la  méthode  était  celle  de  M.  Dunham  Jackson  et 
qu'après,  c'est  celle  de  M.  Bernstein. 

Il  est  étonnant  que  ces  deux  Savants,  écrivant  au  même  moment 
sur  le  même  sujet,  soient  arrivés  à  deux  Mémoires  si  différents;  il 
est  vrai  qu'ils  ont  travaillé  d'une  façon  entièrement  indépendante. 
C'est  en  1908  que  j'ai  soulevé  la  question  du  calcul  de  l'ordre  de 
l'approximation  pour  une  famille  donnée  de  fonctions;  l'impor- 
tance des  travaux  qui  ont  été  écrits  sur  ce  sujet  explique  que  j'aie 
plaisir  à  le  rappeler.  Je  l'ai  fait  à  l'occasion  d'une  intégrale  signalée 
par  M .  Landau  et  qui  me  paraissait  propre  à  aborder  le  problème  (  '  ). 
A  l'occasion  de  la  même  intégrale,  M.  de  la  Vallée  Poussin  s'était 
posé,  de  son  côté,  la  même  question  et  dès  1908  il  publiait  deux 
Mémoires  importants  sur  le  sujet,  bientôt  suivis,  en  1910,  d'un 
troisième  dont  je  parlerai  dans  un  moment  ('-).  Les  résultats 
obtenus  attirèrent  l'attention  de  M.  Landau  qui  fit  mettre  la 
question  comme  sujet  de  prix  paria  Faculté  des  Sciences  de 
(jottingue  pendant  que  M.  de  la  Vallée  Poussin  faisait  proposer  le 
même  sujet  de  prix  par  l'Académie  de  Bruxelles.  Ce  fut  l'occasion 
des  Mémoires  de  MM.  Jackson  et  Bernstein  (  3). 


(  '  )  Landau,  Ueber  die  Approximation  einer  stetigen  Function  durche  eir.er 
ganze  i*ationale  Function  (Bendiconti  de  Païenne,  t.  XXV,  1908).  —  Lkbesgue, 
Sur  la  représentation  approchée  des  fonctions  (Ibid.,  I.  XXVI,  1908).  Je  ne 
suis  revenu  sur  la  question  que  clans  l'article  cité  du  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique de  France,  et,  incidemment,  dans  un  Mémoire  :  Sur  les  intégrales 
singulières  (Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  3°  série,  t.  I,  1910). 

( 2  )  De  la  Vallée  Poussin,  Sur  l'approximation  des  fonctions  de  variable 
réelle,  etc.  (Bull,  de  l'Ac  Boy.  de  Belg.,  Classe  des  Sciences,  1908);  Sur  la 
convergence  des  formules  d'interpolation  entre  ordonnées  équidistantes 
(Ibid.,   1908);    Sur  les  polynômes  d'approximation     (Ibid.,  1910). 

(■')  D.  Jackson,  Ueber  die  Genauigkeit  der  Annàherung  stetiger  Functionen 
durche  ganze  rationnle  Functionen  gegebenen  Grades  und  trigonometrischc 
Summen  gegebener  Ordnung  (Inaugural  Dissertation,  Gôttingen,  1911).  Voir 
aussi  un  article  de  M.  Jackson  dans  les  Transactions  of  the  Am.  Math.  Soc, 
1912;  S.  Beknstein,  Sur  l'ordre  de  la  meilleure  approximation  des  fonctions 
continues  par  dis  polj  nomes  1  Mémoires  publiées  par  l'Ac.  Roy.  de  Belg.,  1912). 

Voir  aussi  du  même  auteur  une  Note  (Comptes  tendus,  26  novembre  1912),  et 
un  .Mémoire  paru  aux  Acta  mathematica  en  igi3. 


COMPTK.S  iu<:ndus  ET  ANALVSKS.  i  5 1 

M.  Jackson  s'est,  occupé  surtout  des  théorèmes  directs  et 
M.  Bernstein  presque  uniquement  des  théorèmes  réciproques,  ce 
à  quoi  le  préparait  si  bien  ses  travaux  antérieurs;  presque  tous  les 
théorèmes  réciproques  sont  de  M.  Bernstein.  Mais,  par  contre. 
M.  Bernstein  s'est  borné  à  la  considération  de  hi  série  de  Fourier 
pour  obtenir  des  théorèmes  directs  et  si,  comme  je  l'ai  dit,  cela 
suffit  pour  les  fonctions  analytiques,  cela  ne  suffit  plus  pour  les 
fonctions  non  indéfiniment   dérivables. 

Au  Congrès  international  de  (912,  M.  Bernstein  a  confronté  les 
théorèmes  directs  cl  réciproques;  c'esl  ce  que  M.  de  la  Vallée 
Poussin   vient   de  faire  de  nouveau   dans  son  Livre,   après   avoir 

Complété  les  <\i'ux  espèces  d'énoncés.  On  comprend  que,  dans  son 
Livre,  M.  de  la  \  allée  Poussin  s'arrête  après  les  théorèmes  directs 
du  Chapitre  111,  parce  qu'il  obtienl  au  Chapitre  l\  des  réciproques 
presque  parfaites  de  ces  théorèmes;  mais  comment  M.  Jackson, 
qui  ne  s'occupait  que  de  théorèmes  directs,  reconnaissait-il  qu'il 
avait  obtenu  le  bon  ordre  de  grandeur  pour  l'approximation?  - 
Grâce  à  des  exemples  prouvant  que,  pour  des  fonctions  de  la  classe 
considérée,  l'ordre  de  l'approximation  ne  pouvait  plus  être 
abaisse  (*). 

En  rapprochant  deux,  résultats  du  Chapitre  I.  les  lecteurs  de 
M.  de  la  Vallée  Poussin  pourraient  d'ailleurs,  sans  recourir  aux 
réciproques  du  Chapitre  1\  ,  se  rendre  compte  que  les  ordres 
obtenus  au  Chapitre  III  ne  peuvent  pas  être  améliores  : 

Pour  une  fonction  satisfaisant  à  une  condition  de  Lipschitz 
d'ordre  a  on  trouve,   au  Chapitre  I,  que  l'approximation  donnée 


(  '  )  Il   importe  de  remarquer  que  si  les  théorèmes  réciproques  sont   beaucoup 

plus   utiles  que  les  exemples  de  M.  Jackson,  ils  ne  les  remplacent    cependant  pas 

complètement    parce    que    les  réciproques   ne   sont   pas    toujours    exactes   :    Ainsi, 

M 
avec  la   condition   de   Lipschitz  d'ordre  i,  o>(o)-<K«r,    on    trouve    (pn  =  —  ;  mais, 

en  ce  qui  concerne  le  théorème  réciproque,  cette  dernière  égalité  ne  permet  que 
de  conclure  u(5)<Rô  |  log  S  |. 

Oès  lors,  on  est  en  droit  de  se  demander,  quand  on  a  trouvé  la  limite  —  >  s'il  est 

possible  ou  non  de  l'améliorer.  Un  exemple  de  M.  Jackson  prouve  que  cela  est 
impossible.  M.  Bernstein  a  obtenu  de  son  côté  un  résultat  équivalent  au  point  de 
vue  actuel  et  même  beaucoup  plus  précis,  car  il  a  prouvé  que,  pour  la  fonction  \x\, 

.     M 

p„  est  de  1  ordre  de  — 
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par  la  série  de  Fourier  est  limitée  par  M  *  et,  de  la  démons- 
tration même,  il  résulte  sans  peine  que  cette  limite  est  effectivement 
atteinte  pour  une  fonction  <p(a?)  de  la  famille;  or,  un  autre  résultat 
du  même  Chapitre  nous  apprend  qu'il  suffit  de  diviser  le  /jlème  reste 
de  la  série  de  Fourier  de  z>(x)  par  Mlog/i  pour  avoir  une  limite 
inférieure  de  la  meilleure  approximation  d'ordre  n .  Donc,  pour  'f  (#), 

Mi  /^i       •        ht  -  M" 

on  a  o„ c  rrv  —  et  comme,  au  Chapitre  111,  on  trouve  o„^  — .  cette 
'  "      M    n*  »  »  "—  n* 

limite  ne  peut  être  améliorée.  Dans  ce  mode  de  raisonnement,  qui 

ne  nous  donne  pas  les  théorèmes  réciproques  ('),  on  n'opère  plus 

comme  précédemment  sur  la  classe  des  fonctions  considérées,  on 

s'efforce  de  s'approcher  au  mieux  d'une  fonction  déterminée  et,  ce 

qui  est  essentiel,  c'est  la  possibilité  d'obtenir  une  limite  inférieure 

de  p„.  On  trouvera  un  grand  nombre  de  telles  limites  dans  le  Livre 

de  M.  de  la  Vallée  Poussin.  Celle  que  je  viens  d'utiliser  n'est  citée 

ici   que   pour  permettre  une  exposition   plus  claire  du   mode  de 

raisonnement  utilisé  dans  la  suite 

Jusqu'ici  l'idée  de  limite  inférieure  de  l'approximation  d'ordre  n 

suffit,  les  résultats  de  Tchebycheff  sur  l'approximation  minimum 

n'interviennent   pas.    C'est   M.    de    la    Vallée    Poussin    qui,    dans 

son  Mémoire  de   1910,  a  osé  le  premier  utiliser  ces  résultats  et 

effectuer  le  calcul  approché  de  7tw(:r)  et  de  p„,  par  les  procédés  que 

j'ai  indiqués  en  parlant  du  Chapitre  VI,  [jour  le  cas  très  important 

de  la  fonction  I  X  |  qui,  comme  on  sait,  peut  être  considérée  comme 

l'élément  simple  à  partir  duquel  se  construisent  toutes  les  fonctions 

continues  (-).  La  méthode  de  M.  de  la  Vallée  Poussin,  c'est-à-dire 

le  calcul  approché  deu,,^  ),  ne  peut,  il  semble,  être  tenté  que  pour 

des  fonctions  très  particulières.  M.   Bernstein,  qui  a  suivi  la  voie 


(  '  )  La  première  classe  de  fonctions  pour  laquelle  l'ordre  de  pn  a  élé  déterminé 
est  celle  des  fonctions  satisfaisant  à  la  condition  de  Lipseliitz-flini, 

limws=0(5)-|  logS|,=  o; 
on  trouve 

Ce  résultat,  qui  a  été  obtenu  par  le  mode  de  raisonnement  du  tevte.  n'impliquait 
pas  la  réciproque  ;  elle  est  exacte  cependant  comme  M.  Bernstein  l'a  montré  ensuite. 

(2)  loir  un  article  Sur  l'approximation  des  fonctions  que  j'ai  publié  dans 
ce  Bulletin  en   1898. 
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ouverte  par  M.  de  la  Vallée  Poussin,  l'a  utilisée  pour  \x\  el  pour 
les  principaux  des  éléments  simples  qu'on  rencontre  aux 
Chapitres    VIII  et  IX. 

Jusqu'à  M.  Bernstein,  les  résultats  de  TchebychefF  n'avaient  pas 
été  utilisés  complètement  ;  grâce,  en  particulier,  à  M.  Borel,  la 
notion  de  polynôme  d'approximation  minimum  avait  été  sauvée  de 
l'oubli,  mais  on  ne  se  rappelait  guère  que  TchebychefF  avait  effecti- 
vement déterminé  de  tels  polynômes;  savoir  le  polynôme  d'approxi- 
mation minimum  d'ordre  n  —  i  pour  la  fonction  x"  considérée 
dans  ( — i,  4-i).  C'est  ce  qui  conduit  TchebychefF  à  ces  poly- 
nômes que  M.  Bernstein  appelle  les  polynômes  Jrigonométriques 
et  dont  il  a. fait  un  puissant  outil  de  recherches  algébriques  et 
analytiques  dans  un  domaine  où  semblaient  seuls  utilisables  les 
types  ordinaires  de  raisonnement  de  la  théorie  générale  des  fonc- 
tions de  variable  réelle. 

La  méthode,  de  M.  de  la  Vallée  Poussin  supposait  le  choix 
de  n  -f-  2  points  a;,  M.  Bernstein  le  fait  toujours  en  utilisant  les 
propriétés  des  polynômes  trigonométriques  et  des  remarques  sur 
la  variation  du  polynôme  d'approximation  avec  la  fonction  que  je 
regrette  de  ne  pouvoir  indiquer  de  façon  plus  précise.  C'est  ainsi 
que,  par  une  sorte  de.  divination  qui  rappelle  bien  son  illustre 
compatriote    TchebychefF,    M.    Bernstein    trouve    les    polynômes 

d'approximation  de >  puis,  qu'il,  en  déduit  la  valeur  asympto- 

tique  de  p„  pour  les  éléments  simples  des  Chapitres  VIII  et  IX. 

Dans  cette  Analyse,  je  me  suis  laissé  entraîner  par  la  nouveauté 
du  sujet  à  parler  plus  de  la  matière  du  Livre  que  de  sa  forme;  mais 
qu'aurais-je  pu  dire  qu'on  ne  sache  déjà  sur  les  talents  d'exposi- 
tion de  M.  de  la  Vallée  Poussin? 

Et  s'il  m'avait  fallu  indiquer  ses  contributions  nouvelles  à  la 
théorie  données  par  ce  livre,  il  m'aurait  fallu  parler  de  presque 
tous  les  énoncés  et  de  toutes  les  démonstrations.  Je  veux  cependant 
signaler  l'importance  toute  particulière  des  Chapitres  consacrés  à 
l'étude  de  l'approximation  des  fonctions  analytiques. 

H.    Lebf.sgte. 


Bull,  des  Sciences  mathém.,  2«  série,  t.  XLIV.  (Juillet  igao.) 
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LEWIS  (C.-J.)i  —  A  Survey  of  Svmbolig  LoGlC.  [Revue  de  la  logique 
symbolique];  (Semicentennial  Publications  of  the  University  of 
Californie/,  1868-1918;  Publications  du  Cinquantenaire  de  l'Université 
de  Californie;.  1  vol.  in-8  jesus,  vi-409  pages.  University  of  California 
Press,   Berkeley,  1918. 

Cet  Ouvrage  fait  partie  des  publications  relatives  au  cinquante- 
naire de  l'Université  californienne.  Il  est  bien  digne  de  fixer  l'atten- 
tion en  ce  sens  qu'il  ne  représente  pas  quelque  nouvelle  tentative 
logistique,  mais  que,  comme  l'indique  le  titre,  il  fait  l'histoire  de 
la  logique  symbolique  et  réexpose  avec  élégance  tout  ce  qui  mérite 
d'être  conservé.  Les  formules  logiques  y  sont  sobres;  l'auteur 
paraît  bien  connaître  le  danger  des  expositions  où  l'on  ne  veut 
voir  que  ces  formules,  à  l'exclusion  même  du  langage  ordinaire. 
Pour  lui,  ce  langage  ne  doit  pas  plus  disparaître  des  traités  de 
logique  que  des  ouvrages  mathématiques  ou  scientifiques  quel- 
conques; il  insiste  beaucoup  sur  ce  que  les  problèmes  logiques 
sont  les  problèmes  de  la  vie  habituelle  en  face  desquels  un  logis- 
ticien  se  trouvera  simplement  mieux  armé  qu'un  logicien  ordi- 
naire. • 

L'histoire  paraît  soigneusement  faite  et  riche  en  bibliographie; 
comme  noms  intervenant  d'une  manière  particulièrement  saillante, 
on  peut  noter  ceux  de  Bolzano,  Boole,  Burali-Forti,  Cayley,  Cou- 
turat, Dedekind,  de  Morgan,  Frege,  Grassmann,  Halsted,  Hamil- 
ton,  Hilbert,  Huntington,  Jevons,  Jourdain,  Kempe,  Ladd-Franklin, 
Lambert,  Leibniz,  Mac  Coll,  MacFarlane,  Moore,  Murphy,  Padoa, 
Peano,  Peirce,  Poincaré,  Poretsky,  Russell,  Schrôder,  Shearman, 
Vailati,  Yenn,  Whitehead. 

Un  premier  point,  bien  digne  d'être  noté  dans  un  bulletin 
français,  est  le  grand  cas  que  fait  l'auteur  du  petit  Ouvrage  de 
Couturat:  L'algèbre  de  la  logique  (Collection  Scientia;  Gau- 
thier-Villars;  2e  édition,  1914)-  Certes,  savants  et  philosophes 
français  n'ont  point  oublié  l'homme  érudit  et  aimable  qui,  en  notre 
pays,  était  à  peu  près  le  seul  de  son  époque  à  défendre,  sur  le  terrain 
de  la  haute  science,  l'économie  mentale  pouvant  provenir  de  l'usage 
des  logiques  symboliques  et  des  linguistiques  logiques,  mais  c'est 
presque  une  heureuse  surprise  que  de  voir  M.  C.-I.  Lewis  choisir, 
dans  la  forêt  quasi  inextricable  des  publications  relatives  à  ces 
sujets,  la  centaine  de  pages  due  à  Couturat,  pour  faire  de  «  cet 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  1 55 

admirable  petit  livre  »  une  des  plus  importantes  œ.uvres  d'initiation. 

Delà  manière  la  plus  sincère,  nous  pourrons  rendre  son  amabilité 
à  M.  Lewis  en  disant  que,  précisément,  la  clarté  et  l'intérêt  qui 
ont  assuré  le  succès  à  Couturat  se  retrouvent  ici,  sans  disconti- 
nuité, tout  au  long  d'un  volume  cinq  ou  six  fois  plus  étendu. 

La  logique  mathématique  doit  naturellement  dominer  et  redonner 
la  mathématique  ordinaire. 

Pour  Leibniz,  les  nombres  premiers  pouvaient  être  associés  à 
des  idées  fondamentales;  les  nombres  composés  étaient  alors  des 
associations  de  ces  idées  premières  (animal,  3;  raisonnable,  -; 
homme,  21).  Cette  logique-là  n'était  que  de  l'arithmétique.  Puis  la 
logique  se  perfectionne  comme  le  calcul;  pour  atteindre  toutes 
les  questions,  elle  prend  tous  les  moyens.  Elle  fait  appel  aux 
schèmes  géométriques,  à  l'espace  vectoriel  et  jusqu'à  la  géométrie 
de  situation.  L'analyse  combinatoire  et  le  calcul  des  probabilités 
devaient  aussi. s'y  insérer  tout  naturellement. 

Insistons  —  car  ceci  est  l'une  des  caractéristiques  du  présent 
Ouvrage,  —  sur  les  nombreux  exemples  de  problèmes  logiques 
empruntés  à  tous  ordres  d'idées,  à  la  classification  dans  les  sciences 
biologiques,  à  la  jurisprudence,  aux  imbroglios  historiques,  etc.; 
ces  problèmes  sont  traités,  d'une  part,  par  les  formules  et,  de  plus, 
sur  des  ligures,  par  des  représentations  géométriques  des  plus  sug- 
gestives. Non  seulement  ceci  ne  rappelle  pas  les  abstractions  si 
fatigantes  de  certains  ouvrages,  mais  fait  plutôt  penser  à  des  récréa- 
tions mathématiques. 

.N'oublions  pas  non  plus  que  l'appareil  mathématique,  après  les 
formes  arithmétique,  algébrique,  géométrique,  etc.  peut  encore 
prendre  la  forme  mécanique. 

Gulliver,  dans  ses  fameux  voyages,  rencontrait  des  gens  qui,  en 
mettant  dans  une  machine  des  pions  portant  des  lettres,  en  com- 
posaient des  chefs-d'œuvre  littéraires  par  le  moyen  d'un  tour  de 
manivelle.  La  logistique  n'en  promet  pas  tant,  mais,  science  de 
calcul,  il  est  bien  naturel  qu'elle  ait  ses  machines  à  calculer. 

On  voit,  par  ces  quelques  citations  faites  assez  au  hasard,  que 
l'Ouvrage  de  M.  Lewis  est  d'un  intérêt  très  grand  et  toujours  sou- 
tenu. Aucun  excès  de  zèle,  aucun  fanatisme  pour  le  sujet;  rien 
qu'une  analyse  habile  et  élégante  avec  tout  ce  qu'on  pouvait  y 
trouver  de  meilleur.  A.  Buhl. 
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SUR  UN  THÉORÈME  DE  A.  LIAPOUNOFF; 
Par  M.  Alfred  ROSÉNBLATT. 


1.  Le  célèbre  mathématicien  russe  A.  Liapounoff  a  démontré  le 
théorème  suivant  (  '  )  : 

«  Parmi  tous  les  corps  homogènes  dont  les  points  s'attirent  en 
raison  inverse  du  carré  de  leur  distance  et  qui  ont  le  même 
volume  V,  la  sphère  seule  a  la  plus  petite  énergie  potentielle,  tou- 
tefois dans  l'hypothèse  qu'il  existe  une  frgure  déterminée  pour 
laquelle  le  minimum  de  l'énergie  potentielle  est  atteint.  » 

Par  énergie  potentielle  d'un  corps  K,  on  entend  le  produit  par 
—  i  de  l'intégrale 


(0 


rI-/v*. 


\  riant  le  potentiel  du  corps  en  un  point  x\  y\  z' ;  et  di  étant 
l'élément  dxdydz  du  corps.  La  densité  du  corps  est  supposée 
égale  ai. 

Liapounoff  suppose  que  le  corps,  pour  lequel  le  minimum  de 
l'énergie  potentielle  est  atteint,  est  un  corps  d'équilibre,  c'est-à-dire 
que  le  potentiel  V  du  corps  est  constant  à  la  surface.  Il  montre 
alors  qu'aucun  corps  différent  de  la  sphère  ne  peut  donner  de 
minimum  absolu. 

11  montre  aussi,  dans  le  deuxième  des  deux  travaux  cités,  que  la 


(  '  )  Sur  la  stabilité  des  figures  ellipsoïdales  d'équilibre  d'un  liquide  animé 
d'un  mouvement  de  rotation  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse, 190't).  —  Problème  de  minimum  dans  une  question  de  stabilité  des 
figures "d'équilibre'  d'une  masse  fiuide  éïnrotatio'n  (Mémoires  de  P  Académie 
impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  1908). 
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sphère  donne,  en  effet,  un  maximum  <le  l'intégrale  (1),  si  on  la 
compare  aux  corps  suffisamment  voisins. 

Liapounoffse  sert,  dans  sa  démonstration,  des  propriétés  d'une 
couche  simple  /couche  électrique)  étalée  sur  la  surface  S  du  corps 
en  question  et  sans  action  en  un  point  intérieur  du  corps.  Il  se  sert 
donc  des  moyens  de  la  théorie  du  potentiel  newtonien.  Ensuite,  il 
suppose  que,  parmi  toutes  les  surfaces  des  corps  K  qui  entrent  en 
comparaison,  la  sphère  possède  la  plus  petite  surface.  Or  on  sait 
que  cette  propriété  du  minimum  de  la  sphère  n'a  été  démontrée 
que  récemment  en  toute  rigueur  et  dans  des  suppositions  géné- 
rales ('  ). 

Dans  un  travail  récent  ('-  i.  M.  Lichtensteîh  a  démontré  que  la 
sphère  est  la  seule  figure  d'équilibre. 

2.  Nous  nous  proposons  de  démontrer  le  théorème  de  Liapounofï 
dans  toute  sa  généralité.  Nous  démontrerons  donc  que,  parmi  tous 
les  corps  de  volume  V  donné  que  Ton  puisse  s'imaginer,  la  sphère 
seide  possède  le  maximum  de  l'intégrale.  La  démonstration  ne  fait 
pas  appel  à  des  considérations  étrangères  au  sujet  même  du  théo- 
rème, comme  celles  concernant  les  surfines  de?  corps. 

Envisageons  un  ensemble  E  de  points  dans  1  espace  Rs.  Nous 
supposerons  cet  ensemble  :  1"  borné,  2"  mesurable  au  .  sens  de 
M.  Lebesgue.  Divisons  l'espace  en  cubes  par  une  suite  de  divisions 
D,,  D2,   ...   en  subdivisant  chaque  fois  les  cubes  obtenus  dans  la 

division  précédente.  Soient  -r  >  /.=  1,  2,  les  longueurs  des  côtés 

des  cubes  de  ces  divisions. 


Envisageons  les  sommes 

2=    1 


mi  ej  1  m  1  e'j  | 


i,/=l,J 2*  n 


'  ij 


en  désignant  par  e*  l'ensemble  des  points* de  l'ensemble  E  situé  dans 

(')  Voir  H.  Poixoaré.  Equilibre  des  masses  fluides  animées  d'un  mouvement 
de  rotation.  Paris,  190:;;  voir  aussi  le  travail  de  M.  L.  Tonelli,  Sulla  propriété 
di  minimo  délia  sfera  {Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo, 
t.  39,  i9.5).- 

(-)  Ueber  einige  Eigenschaflen  der  Gleichgewichts  figuren  rotierender 
Flùssigkei  ten  (Académie  de  Berlin,  1918). 
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le  iième  cube  de  la  kiètai  subdivision,  et  en  nommant  r]j  la  distance  des 
milieux  des  cubes  Kf  et  K*.  En  dehors  des  ik  n  cubes  Kf,  il  n'y 
a  pas  de  points  de  l'ensemble  E. 

On  démontre   facilement  que  la  limite  des  sommes  SA  pour  k 
infini  existe 


(3)  h...  y  =  S. 

A"  z=  oo  ^"" 


Elle  est  indépendante  du  mode  de  division  employé.  C'est  cette 
limite  cpie  nous  appellerons  potentiel  neivtonien  de  /'ensembleE. 
On  peut  remplacer  les  ensembles  e)  par  des  cubes  K*  concen- 
triques aux  cubes  K*  de  côtés  parallèles,  de  volume  égal  à  la 
mesure  m  (<?*).  Les  sommes 

•^^  V"i  C    C  drz  drJ 

(4) 


i,/  =  l,8,  ...,-2*n 


dans  lesquelles  l'intégration  est  étendue  aux  deux  cubes  K*,  K*  et 
dans  lesquelles  r^j  signifie  la  distance  de  deux  points  variables  des 
deux  cubes,  tendent  vers  la  même  limite  S,  si  k  augmente  indéfi- 
niment. 

Le  potentiel  newlonien  S  de  l'ensemble  E  n'est  autre  chose  que 
l'intégrale  sextuple 

'- Vf ffff  "**?*'" 

étendue  à  l'ensemble  mesurable  E  de  l'espace  à  six  dimensions 
r,  y,  z;  x  ,  y',  z'  que  l'on  forme  en  faisant  correspondre  à  chaque 
paire  de  points  x,  y,  z  ;  x\  y' ,  z  ordonnée  le  point  x1  y,  z  ;  x\  y\  z 
de  cet  espace. 

3.   Rappelons  maintenant  le  théorème  suivant  dû  à  M.  Fubini  (  K  ). 

«  Étant  donné  un  ensemble  E  dans  l'espace  Rs  mesurable  et  de 
mesure  finie,  l'ensemble  E(.r,  y)  des  points  de  E  situés  sur  la 
droite  xr  y  parallèle  à  l'axe  des  z  est. mesurable  et  de  mesure  finie 

(')  Sugli  intégrait  niultipli  (  Rendiconti  delta  Rea/e  Accadernia  dei 
Lincei,  190-  ). 
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à  un  ensemble  de  droites  de  mesure  nulle  près.  On  a  L'égalité 

(  6  i  m 1  E  i  =   /  m  K( x.  y  )  dx  dy . 

•  r.-«v 

l'intégration  étant  étendue  à  un  rectangle  R  du  plan  <\vs  x,  r.  à  un 
ensemble  de  points  e0  de  mesure  nulle  près.  » 

11  s'ensuit  que  si  l'on  envisage  deux  droites  5.  ;  parallèles  à 
l'axe  des  z,  les  ensembles  E(#,  y),  E(a?',  y)  sont  mesurables  si 
x,  y  et  x'  ,y'  appartiennent  à  l'ensemble  R  —  (  e0  ).  Donc  l'intégrale 

dx  dz' 


(7)  U^,  r;  *',/)  =  i  j  C~l 

étendue  à  ces  deux  ensembles  E(.r,  r),  Et  .r',  y  ')  existe.  Elle  est 
sommable  dans  l'ensemble  R  —  (e0)  de  x,  y  et  dans  l'ensemble 
R  — (e„)  de  a?',  jk'-  On  a  l'égalité 

(8)  I=-     /  dx  dy  I  dx'  dy'  l(x,  y;  x',  y'). 

1  ''r  —  (e0|  «-'11-,-j 

Formons  maintenant  un  corps  Q  symétrique  par  rapport  au 
plan  x,y  de  la  manière  suivante.  Nous  plaçons,  sur  chaque  droite  z 
un  segment  —  Z,  -(-Z  dont  la  longueur  2Z  est  égale  à  la  mesure 
mJL(x,  y),  à  un  ensemble  des  droites  de  mesure  nulle  près.  Le 
volume  du  cox*ps  Q  ainsi  obtenu  est  égal  à  m(E).' 

Envisageons  le  potentiel  newtonien  1  du  corps  Q  : 

-_\_rrrrrrdxdydzdx'  dv'  dz' 

Posons 

(10)  l(x,  y;  x',  y')  = 

l'intégration     étant     étendue    aux    deux    segments     — Z. 
et  — Z',  +  Z'  situés  sur  les  droites  z,  z' .  Nous  avons 


r 

c: 

r 

«/— Z' 

dz  dz 

-     1 

r 

(11)  F  =  1   /    /        dxdy  j  j  dx'  dy'  l(x,y\  x' ,  y1 


i.  Il  s'agit  maintenant  de  comparer  les  intégrales  I  et  I  en  com- 
parant les  intégrales  l(x,yf  x',  y')  etï(#,  y;  x'.  y). 
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Envisageons,  d'abord,  deux  segments  zt  z-2,  z\  :■[  situés  sur  deux  ' 
droites  s,  z'.  Leur  potentiel  newtonien 

*   s  .      rH  r*      dzdz' 

(12)  I*  =  /        /  = 

est  fonction  de  la  différence  '^  des  coordonnées  des  milieux  s0,  s'0 

de  ces  segments 

"C  =  z0  —  z0, 

et  des  longueurs  /<,  A'  de  ces  deux  segments. 

On  prouve  par  des  considérations  élémentaires  que  la  fonction 
[*|  Ç)  possède  un  seul  maximum  absolu  Ç  =  o.  Envisageons  deux 
nombres  Ç,  Ç'.  La  différence 

I*(Ç)-1*(Ç') 

est  en   valeur  absolue  plus    grande    que  m|Ç  —  Ç'|,   wi  étant  un 
nombre  fixe  pour  toutes  les  valeurs  Ç,  £'  telles  que  Ton  ait  les 

inégalités 

o  <*,<<:,     Ç'<*8, 

et  pour  toutes  les  valeurs  h:  h'  qui  satisfont  aux  inégalités 

o  <  h  1  <  h  <  h^     o  <  h  ',  <  /*'  <  h  ', . 

Les  nombres  /*,,  h-2  ;  A'r  h\  ;  A-,,  A-2  sont  supposés  fixes. 

On  prouve  aussi  par  des  considérations  élémentaires,  que  si  l'on 
envisage  sur  deux  droites  z,  z  parallèles,  deux  groupes  G,  G' 
de  n,  n'  segments  de  longueurs  s,,  i  =  1,2,...,/?  'et*j,j  —  1,  2,  ... 
rc',  alors  le  potentiel  newtonien  de  l'attraction  de  ces  deux  groupes 
de  segments  atteint  son  maximum  absolu  dans  le  seul  cas  où  ces 
segments  forment,  sur  chaque  Jdroite,  un  segment  unique  S,  S', 
et  où  les  ordonnées  Z0,  Z'0  des  milieux  de  ces  deux  segments  sont 
égales.  Il  n'y  a  pas  d'autre  maximum  relatif. 

Envisageons  maintenant,  sur  les  deux  droites,  deux  ensembles 
bornés  et  mesurables  E,  E'.  Nous  pouvons  définir  sur  ces  droites 
deux  segments  S,  S'  de  longueurs  L,  L'  tels  que  la  mesure  des 
ensembles  de  points  des  ensembles  E,  E'  situés  en  dehors  de  ces 
segments  soit  nulle.  Tout  segment  que  l'on  obtient  en  remplaçant 
le  segment  S  par  un  segment  plus  petit  ne  possède  plus  la  pro- 
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priété  précédente,  et  il  en  est  de  même  du  segment  S  .  Ces  con- 
ditions définissent  les  segments  S,  S'  d'une  manière  unique. 

On  peut  diviser  ces  segments  en  trois  catégories.  A  la  première 
catégorie  appartiennent  les  segmenls  dont  la  longueur  est  égale  à 
la  mesure  des  points  de  1  ensemble  qui  sont  situés  sur  ce  segment. 
A  la  deuxième  catégorie  appartiennent  les  segments  tels  que  la 
mesure  nt(E)  des  points  du  segment  appartenant  à  l'ensemble  E 
est  plus  petite  que  la  longueur  du  segment,  mais  que,  dans  tout 
intervalle  s  situé  dans  le  segment  S,  la  mesure  de  l'ensemble  des 
points  de  E  est  supérieure  à  zéro.  A  la  troisième  catégorie  appar- 
tiennent enfin  les  segments  s  qui  contiennent  à  leur  intérieur  un, 
segment  s  tel  que  la  mesure  des  points  de  E  contenus  dans  s  est 
zéro. 

Partageons  les  droites  z,  z  en  des  intervalles  I,  I'.  Appelons  e1,  e'J 
les  ensembles  de  points  qui  appartiennent  aux  ensembles  E,  E'  et 
sont  contenus  dans  le  ilèm*  intervalle  I  et  dans  leyleme  intervalle  I'. 
Envisageons  les  sommes 

(l3)  2,  =  2rf rTj ' 

qui  appartiennent  à  la  k'*,ne  division  dune  suite  de  divisions  D, ,  D2, 
que  l'on  forme  en  subdivisant  chaque  fois  les  intervalles  de  la  divi- 
sion précédente  en  parties  égales. 

Remplaçons  ensuite  les  ensembles  e''*,  e'"k  par  des  segments  s1'* 
et  s'',k  concentriques  aux  intervalles  F,  I'*  et  égaux  aux  mesures 
m(e,,k),  m(e'>>''). 

Formons  les  sommes 

.  ,  v     v  r  r  dz  dz 

(i4) 


Xr%im 


rf:  étant  la  distance  de  deux  points  variables  des  deux  segments 

La  limite  des  sommes  (i 3)  pour  k  infini  est  égale  à  la  limite  des 
sommes  (i4)  pour  k  infini  et  égale  à  l'intégrale  désignée  précédem- 
ment par  l(x,  y.  x  .  v  >. 

11  s'ensuit  tout  de  suite  que  l'intégrale  l(x,  v;  x\  Y '),  étendue 
à  deux  segments  symétriques  par  rapport  au  plan  a?,  y  et  dont  les 
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longueurs  sont  égales  aux  mesures  raE(#,  y)  et  mE(^',j'),  n'est 
pas  plus  petite  que  l'intégrale  ï(.r,  y;  x\  y') 

('5)  ï(a?i y\  x',y')îi(x,y;  *', y')- 

Mais  on  peut  prouver,  de  plus,  que  le  signe  d'égalité  dans  l'iné- 
galité (i5)  ne  peut  avoir  lieu, que  dans  le  cas  où  les  deux  seg- 
ments S,  S'  introduits  précédemment  appartiennent  à  la  première 
catégorie  de  segments  et  sont  concentriques,  c'est-à-dire  que  leurs 
milieux  ont  des  coordonnées  égales.  La  démonstration  est  un  peu 
longue,  mais  sans  difficultés,  et  elle  est  basée  sur  l'inégalité  donnée 
au  commencement  de  ce  milieu. 

o.  Les  résultats  précédents  permettent  d'énoncer  le  théorème  1  : 
«  Le  potentiel  newtonien  I  du  corps  symétrique  par  rapport  au 
plan  oc, y,  Q,  obtenu  en  formant  sur  chaque  droite  z,  à  un  ensemble 
de  droites  de  mesure  nulle  près  des  segments  — Z,  -f-Z  égaux  à  la 
mesure  mE(i,  >),  n'est  pas  plus  petit  que  le  potentiel  newtonien 
I  =  S  de  l'ensemble  E.  » 

Supposons  mainlenant  que  sur  un  ensemble  de  droites  z  qui 
correspond  à  un  ensemble  E*  de  mesure  positive  de  points  du 
plan  x,  y  se  trouvent  des  ensembles  de  points  E(.-r,  y)  tels  que 
l'on  ait  l'inégalité 

(16)  ï(x,y;x',y')>l(x,y;  x'-,y') 

pour  toutes  les  paires  de  droites  s,  z'  de  l'ensemble  de  droites 
envisagé.  A  l'ensemble  Ex  correspond,  dans  l'espace  des  quatre 
variables  #,  y,  x\  y  un  ensemble  EXX  mesurable  et  de  mesure 
[m(Ex)]2.  On  peut  alors  choisir  un  nombre  positif  z  ^>  o  suffisam- 
ment petit  pour  que  l'ensemble  Exx  des  points  de  l'ensemble  Exx, 
pour  lesquels  on  a  l'inégalité 

(17)  î'(x,  y\  x\y')  —  l(x,y;  x',  y')  >  s, 

soit  de  mesure  m(Exx)  aussi  voisine  de  /??(EXX)  qu'on  le  veut. 
Donc  on  parvient  à  l'inégalité 

(18)  ï  —  I  >  d, 

cl  étant  un  nombre  positif. 
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Nous  pouvons,  dès  lors,  énoncer  le  théorème  II  :  * 
«  Etant  donné  un  ensemble  E  borné,  mesurable  dans  l'espace  R3, 
son  potentiel  newtonien  I  est  plus  petit  que  le  potentiel  newtonien  I 
du  corps  symétrique  Q  obtenu  en  formant  les  intervalles  —  Z,  +  Z 
de  mesures  égales  aux  mesures  des  ensembles  E  situés  sur  les 
droites  z,  à  un  ensemble  de  droites  z  de  mesure  nulle  près,  s'il 
existe  un  ensemble  de  mesure  positive  de  droites  telles  que  les  seg- 
ments S  sur  ces  droites  n'appartiennent  pas  à  la  première  catégorie 
de  segments,  ou  bien  si  tous  les  milieux  zn  des  segments  S,  à  un 
ensemble  de  droites  de  mesure  nulle  près,  n'ont  pas  des  ordonnées 
égales,  c'est-à-dire  qu'ils  ne  sont  pas  situés  sur  un  même  plan 
parallèle  au  plan  x,  y. 

(>.   Nous  introduirons  maintenant  les  définitions  suivantes  : 

«  Sphère  à  un  ensemble  de  mesure  nulle  près  »  sera  appelé  tout 
ensemble  E  de  points  composé  de  tous  les  points  d'une  certaine 
sphère  S,  à  laquelle  on  a  ajouté  un  ensemble  E0  de  mesure  nulle 
de  points  et  de  laquelle  on  a  soustrait  un  ensemble  E0  de  mesure 
également  nulle. 

«  Corps  plein  parfaitement  symétrique  à  mesure  nulle  près  » 
sera  appelé  tout  ensemble  E  borné  qui  possède  les  propriétés  sui- 
vantes. Envisageons  un  plan  arbitraire  II.  Il  existe  alors  un  plan  II 
parallèle  au  plan  II  et  tel  que  sur  toutes  les  droites  perpendiculaires 
à  ce  plan,  à  l'exception  d'un  ensemble  de  droites  de  mesure  nulle, 
les  points  de  l'ensemble  E  forment  un  segment  S  à  un  ensemble  de 
points  de  mesure  nulle  près.  Les  milieux  de  ces  segments  sont 
situés  sur  le  plan  n'. 

Le  théorème  II  affirme  précisément  que  si  un  corps  K  n'est  pas 
un  corps  plein  parfaitement  symétrique  à  un  ensemble  de  mesure 
nulle  près,  il  existe  un  autre  corps  Q,  dont  le  potentiel  newtonien 
est  plus  grand  que  celui  du  corps  K. 

La  sphère  à  un  ensemble  de  mesure  nulle  près  est  évidemment 
un  corps  plein  parfaitement  symétrique  à  mesure  nulle  près.  Mais  A 
subsiste  aussi  la  réciproque,  c'est-à-dire  que  Tonale  théorème III : 

«  Tout  corps  plein  parfaitement  symétrique  à  un  ensemble  de 
mesure  nulle  près  est  une  sphère  à  un  ensemble  de  mesure  nulle 
près.  » 
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Pour  démontrer  ce  théorème,  on  montre  d'abord  que  tous  les 
plans  de  symétrie  du  corps  K  passent  par  un  point  unique,  le  centre  C 
du  corps  K. 

On  divise  alors  tous  les  points  de  l'ensemble  E  en  trois  catégories. 
A  la  première  catégorie  appartiennent  les  points  P  qui  sont  tels 
qu  il  existe  une  sphère  <r  de  centre  P  et  de  rayon  suffisamment 
petit  telle  que  la  mesure  des  points  de  E  situés  à  l'intérieur  de  cette 
sphère  est  égale  au  volume  de  la  sphère.  A  la  seconde  catégorie 
appartiennent  les  p,oints  P  tels  qu'il  existe  une  telle  sphère  a-,  à 
l'intérieur  de  laquelle  les  points  de  E  ont  la  mesure  nulle.  Enfin, 
les  points  P  de  la  troisième  catégorie  sont  tels  que  dans  chaque 
sphère  a-  de  centre  P  et  de  rayon  arbitrairement  petit,  la  mesure  des 
points  de  E  est  positive  mais  inférieure  au  volume  de  la  sphère. 

On  montre  alors  que,  si  un  point  P  appartient  à  la  première  caté- 
gorie^ alors  toute  la  sphère  S  de  centre  G  et  de  rayon  CP  est  com- 
posée de  points  de  l'ensemble  E  à  un  ensemble  de  mesure  nulle 
près. 

Donc,  ou  bien  il  existe  une  sphère  S  de  rayon  non  nulle  et  telle 
qu'elle  est,  presque  partout,  remplie  de  points  de  l'ensemble  E  et 
que  tout  point  non  intérieur  à  cette  sphère  ne  peut  appartenir  qu'à 
la  première  ou  à  la  seconde  catégorie  de  points,  ou  bien  tout  point  P 
de  l'ensemble  E  appartient  à  la  première  et  à  la  seconde  catégorie 

Or  on  peut  démontrer  la  propriété  suivante  de  l'ensemble  E  : 
Toute  sphère  cr  qui  contient  un  ensemble  de  points  de  E  de  mesures 
positives  possède,  à  son  intérieur,  une  autre  sphère  <j  telle  que 
1  ensemble  de  points  de  E  contenu  dans  <r  possède  une  mesure 
égale  au  volume  de  cette  sphère. 

Donc,  la  sphère  S  dont  il  a  été  question  possède  la  propriété 
suivante  :  Tout  point  P  de  l'ensemble  E  non  intérieur  à  cette  sphère 
appartient  àr  la  première  catégorie  de  points.  Donc  l'ensemble  de 
points  de  E  extérieurs  à  la  sphère  S  a  la  mesure  nulle. 

7.  On  peut  maintenant  démontrer  le  théorème  IV  :  «  Le 
potentiel  nevvtonien  dune  sphère  S  à  mesure  nulle  près  de  volume  V 
n'est  pus  plus  petit  que  le  potentiel  de  tout  ensemble  E  borné 

mesurable,  de  mesure  mŒ)  =  V.  » 

Du  rapprochement  des  théorèmes  II et IV  résultera  évidemment 
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le  théorème  V :   «  La  sphère  S  à  mesure  nulle  près  de  volume  \ 
possède  un  potentiel  nevvtonien  plus*  grand  que  celui  de  tout 
corps  K  non  parfaitement  symétrique  à  mesure  nulle  près  ». 

Le  théorème  de  Liâpounoff  sera  établi. 

La  démonstration  du  théorème  l\  repose  sur  les  considérations 
suivantes  : 

Nous  ayons  vu  que  Ton  peut  obtenir  le  potentiel  newtonien  I  de 
tout  corps  K  en  formant  une  suite  de  <li\  i-ionsD, .  D.,, . ..  de  L'espace, 
puis  en  remplaçant  les  ensembles  «  1  « •  points  de  E  contenus  à  l'inté- 
rieur des  cubes  K.*  par  des  cubes  concentriques  K,  de  côtés  paral- 
lèles. La  limite  des  sommes  ( \  \  des  Intégrales  \',\l  était  égale  au 
potentiel  I  du  corps  K. 

Donc,  si  l'on  démontre  que  le  potentiel  I  de  la  sphère  n'est  pas 
plus  petit  que  le  potentiel  d'un  corps  formé  par  un  nombre  fini 
de  polyèdres  extérieurs  les  uns  aux  autres,  le  théorème  i\  sera 
établi. 

Dans  la  démonstration,  on  se  sert  du  lenime  de  choix  suivant  que 
l'on  trouve  démontré  dans  plusieurs  travaux  modernes  : 

(i  Soit  donnée  une  suite  infinie  de  corps  K,,  K2,  ...  que  l'on 
suppose  être  des  ensembles  parfaits  de  points.  Supposons  cette  suite 
uniformément  bornée.  Cela  veut  dire  que  tous  ces  ensembles 
sont  renfermés  dans  un  cube  de  côté  suffisamment  grand. 

Alors  on  peut  extraire,  de  cette  suite,  une  autre  suite,  également 
infinie  de  corps  K',,  K„,  ...  qui  possède -ht  propriété  suivante  : 
Si  l'on  envisage  la  plus  petite  distance  D^P,  K|,  |  d'un  point  P  et 
du  corps  K/,,  en  supposant  le  point  P  situé  dans  le  cube  mentionné, 
cette  distance  tend  vers  une  limite  finie  déterminée  Dix,  r,  s) 
lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Cette  distance  tend  uniformé- 
ment vers  la  limite  pour  tous  les  points  de  ce  cube.  » 

Envisageons  maintenant  le  corps  D0,  formé  des  points  P  du  cube, 
pour  lesquels  D(jr,  )',  3)  est  égal  à  zéro.  La  moindre  dislance 
D(P,  K„)  d'un  point  P  du  corps  D0  et  du  corps  K^  tend  unifor- 
mément vers  zéro  avec  -•  La  moindre  distance  D('P„D,,  ^  d'un  point 

Il  n       »  /  x 

arbitraire  du  corps  K^  et  du  corps  D0  tendent  également  unifor- 
mément vers  zéro  pour  tout  point  P'u  de  tout  corps  K„  avec  —  • 
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Envisageons  maintenant  notre  corps  K  composé  d'un  nombre 
fini  de  polyèdres.  Envisageons  trois  plans  II,  n',  11"  rectangulaires. 
Symétrisons  le  corps  K  par  rapport  au  plan  II,  puis  sjmétrisons 
le  corps  obtenu  par  rapport  au  plan  II',  enfin  le  corps  obtenu  par 
rapport  au  plan  II". 

Si  les  plans  II,  II',  Il "  ont  été  choisis  de  telle  manière  qu'aucun 
des  trois  axes  /  =  (II,  II),  /'=  (II,  II"),  /"=  (II',  II")  ne  soit  paral- 
lèle à  aucune  face  d'aucun  des  polyèdres,  alors  le  polyèdre  K  obtenu 
par  la  symétrisation  possède  les  propriétés  suivantes.  Le  polygone 
que  l'on  obtient  en  coupant  le  polyèdre  K  par  un  plan  arbitraire 
parallèle  à  un  des  trois  plans  II,  II',  II"  ne  possède  aucun  côté  paral- 
lèle à  un  de  ses  deux  axes  de  symétrie. 

8.  Envisageons  un  plan  II  perpendiculaire  au  plan  II"  et  passant 
par  l'axe  /.  Supposons  que  l'angle  a  des  plans  II  et  II  soit  incom- 
mensurable avec  iz.  Symétrisons  alors  le  corps  K  par  rapport  au 
plan  II.  Nous  obtenons  un  nouveau  polyèdre  K2,  à  trois  plans  de 
symétrie,  le  plan  II,  le  plan  II"  et  le  plan  II'  perpendiculaire  à  ces 
deux  plans  et  passant  par  l'axe  /.  Appelons  K,  le  polyèdre  désigné 
jusqu'ici  par  K. 

Comparons  les  périmètres  U,,  U2des  polygones  Wt,  W2  sections 
des  corps  K|,  K>  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  /.  On  prouve 
que  la  longueur  du  périmètre  du  polygone  U2  n'est  pas  plus  grande 
que  celle  du  polygone  U,. 

Symétrisons  de  nouveau  le  corps  K>  par  rapport  au  plan  II  en 
obtenant  un  nouveau  corps  K3.  En  poursuivant  ce  procédé,  on 
obtient  une  suite  infinie  de  corps 

(19)  K1?     Ks,     ... 

alternativement  symétriques  par  rapport  aux  deux  plans  II  et  II. 

Tous  ces  corps  sont  uniformément  bornés.  Donc,  d'après  le 
lemme  de  choix  cité,  on  peut  extraire  de  la  suite  (19)  une  autre 
suite  infinie 

(20)  k;,   k'2,    ... 

qui  tend  uniformément  vers  un  corps D0  défini  comme  auparavant. 
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On  prouve  que  ce  corps  est  un  corps  de  révolution  autour  de 
l'axe  /.  Envisageons  les  polygones  W, ,  W2,.  .  .  sections  des  corps 

K'( ,  K',  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe/.  Les  périmètres  U'(,  U'0de 
ces  polygones  ont  des  longueurs  non  croissantes.  En  se  servant  d'un 

lenime  de  choix  connu  ('),  on  montre  que  les  périmètres  l,,  U'2,  .  .. 
tendent  uniformément  vers  un  cercle  r  dont  l'aire  esl  égale  à  celle 
des  polygones  W'n  W!,,  .... 

Donc  les  polyèdres  (20)  tendent  uniformément  vers  un  corps  D0 
de  même  volume  V. 

On  montre  alors  que  si  Ton  envisage  les  sections  des  corps  (20) 
par  les  plans  parallèles  au  plan  II",  les  suites  des  polygones 
W',,  W'2,  ...  de  ces  plans  tendent  uniformément  vers  les  cercles 
correspondants,  uniformément  par  rapport  à  la  position  de  ce  plan. 
Il  s'ensuit  que  les  potentiels  newtoniens  I',,  1',,  .  . .  des  corps  (20) 
tendent,  en  croissant,  vers  le  potentiel  newtonien  I„  du  corps  D0. 

Il  s'ensuit  que  la  suite  (19)  elle-même  tend  uniformément  vers 
le  corps  de  révolution  D0  dont  le  volume  est  égal  au  volume  du 
corps  K  dont  on  était  parti  et  dont  le  potentiel  newtonien  I0  est 
plus  grand  que  celui  du  corps  K. 

9.  On  démontre  maintenant  que,  parmi  tous  les  corps  de  révo- 
lution D0  à  axe  /  et  de  même  volume,  la  spkère  possède  le  potentiel 
newtonien  le  plus  grand. 

Envisageons  dans  ce  but  avec  INI.  Tonelli  (2)  une  droite  perpen- 
diculaire à  la  droite  /  et  qui  rencontre  cette  droite,  par  exemple 
1#  droite  /'.  Symétrisons  le  corps  D0  par  rapport  à  cet  axe  l  de 
manière  à  obtenir  un  corps  de  révolution  D,  autour  de  cet  axe.  Le 
volume  du  corps  de  révolution  D,  est  égal  à  celui  du  corps  de  révo- 
lution D0,  et  le  potentiel  newtonien  est  plus  grand  que  celui  du 
corps  D0. 

Symétrisons  ensuite  le  corps  D,  par  rapport  à  l'axe  /  et  poursui- 
vons ce  procédé  indéfiniment.  Nous  obtenons  une  suite  infinie  de 
corps  de  révolution 

(■21)  D0,      D,,      .... 


(')  G.  Bolza,  Vorlesungen  i'tber  Variationsrechnung  (Cliap.  IX). 
(2)    S  alla  proprietà   di  minirno   delta   s/era     (Rendiconti   del    Circolo   di 
Palermo,  igi5). 
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Cette  suite  est  uniformément  bornée.  Donc  on  peut  extraire  de 
cette  suite  une  autre  suite  infinie 

(22)'  D'0)     D,,     ... 

qui  converge  uniformément  vers  un  certain  corps  E0. 

Or  ce  corps  est  une  sphère  de  même  volume  que  celui  des 
corps  (22)  et  de  potentiel  newtonien  plus  grand. 

Il  s'ensuit  que  la  suite  (21)  elle-même  tend  uniformément  vers 
la  sphère  E0,  de  même  volume  V  et  de  potentiel  newtonien  plus 
grand  que  ceux  des  corps  de  la  suite  (21). 

Le  théorème  IV  est  ainsi  établi. 
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WILSOIN  (Edwin  Bidwell).  —  Aeronautics.  I  class  text.  [Aéronautique 
Aide-mémoire].  First  édition.  1  vol.  in-8",  vm-265  pages.  New-York, 
John  Wiley  and  Sons;  London,  Cbapmaa  and  Hall;   i«)20. 

La  construction  des  aéronefs  a  fait  pendant  la  guerre  des  progrès 
énormes.  Les  Etats-Unis,  qui  avaient  complété  m  magnifiquement, 
par  les  frères  Wright,  la  lignée  des  précurseurs  :  Penaud,  Lilien- 
thal,  Ader,  Chanute,  Langley,  Moutard,  Voisin,  Blériot,  se  trou- 
vaienl  au  momenl  de  l<-u i-  déclaration  de  guerre  très  en  retard  par 
rapport  aux  nations  associées.  Dans  ce  domaine,  comme  dans  tous 
ceux  qui  touchaient  à  la  -mire,  un  effbrl  énorme  fut  fait  pour 
placer  les  Etats-Unis  au  même  niveau  que  les  nations  combat- 
tantes. Nous  savons  tous  comment  m  quelques  mois  une  énorme 
armée  fut  cvvrv.  instruite  et  placée  sur  le  champ  de  bataille.  Mais 
parce  que  le  gros  de  celte  armée  n'a  participe  qu'aux  dernières 
batailles,  nous  serions  peut-être  tentes  de  croire  que  la  création  de 
ceitc  armée  n'a  été  qu'une  entreprise  supplémentaire  des  Etats- 
Unis.  Il  faut,  au  contraire,  se  rendre  compte  qu'une  fois  la  guerre 
déclarée,  les  États-Unis  y  sont  entrés  tout  entiers,  s')  sonl  dévoués 
complètement.  Leurs  Universités,  par  exemple,  se  sont  trans- 
formées de  fond  en  comble  pour  satisfaire  aux  besoins  directs  el 
indirects  de  la  préparation  à  la  guerre. 

C'est  en  partie  à  ce  mouvement  qu'est  due  la  publication  du 
cours  du  Professeur  \\  ilson.  Celui-ci  fait  observer  lui-même  qu  il 
n'a  pu  profiter  de  tous  les  progrès  faits  pendant  la  guerre,  progrès 
qui  se  sont  effectués  en  secret  grâce  à  des  éludes  qui  n'ont  pas 
encore  été  publiées.  Mais  il  fait  observer  aussi  que  le  livre  qu'il 
publie,  n'étant  composé  que  des  parties  les  plus  élémentaires,  ne 
souffrira  pas  de  cette  circonstance.  Il  espère  avec  raison  qu  il 
donnera  au  contraire  les  moyens,  à  ceux  que  ces  questions  inté- 
ressent,  de  se  mettre  rapidement  à  même  de  lire  la  masse  de  fcra- 

Bull.  des  Sciences  matliëm.,  2'  série,  t.  XLIV.  (Août  1920.)  u 
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vaux  originaux  qui,  rédigés  pendant  la  guerre,  ne  tarderont  pas  à 
être  mis  en  circulation.  Il  sera  bon,  d'ailleurs,  à  ce  moment,  de 
mettre  au  point  la  part  de  chacun  dans  ce  domaine.  Car  si  les  Anglais 
et  aussi  les  Italiens  ont  énormément  augmenté  et  amélioré  leur 
production  aéronautique,  il  ne  faut  pas  oublier  que,  nécessité 
aidant,  c'est  (du  côté  des  Alliés)  la  France  qui  a  dû  faire  les  pre- 
mières écoles  sur  une  grande  échelle  grâce  à  quoi  nos  Alliés  ont 
pu  immédiatement  profiter  de  nos  observations.  Pendant  la 
guerre,  chaque  corps  d'armée  anglais  a  été  pourvu,  dès  le  début, 
dune  proportion  d'aéroplanes  supérieure.  Mais,  au  total,  c'est 
seulement  vers  les  derniers  mois  de  la  guerre  que  la  produc- 
tion britannique  est  devenue  sensiblement  équivalente  à  la  nôtre. 
Et  si  pour  notre  aviation  nous  avons  reçu  d'Angleterre  des  millions 
de  mètres  de  toiles,  et  d'énormes  quantités  d'huile  de  ricin,  de  fer 
cl  d'acier,  nous  lui  avons  fourni  des  aéroplanes  en  grand  nombre, 
dans  la  première  période,  et  des  moteurs  jusqu'à  la  fin  ('). 
On  me  permettra  d'insister  sur  ce  point  :  durant  mes  séjours  en 
Angleterre,  j'ai  pu  constater  que  tous,  là-bas,  connaissaient 
l'étendue  de  nos  pertes,  mais  que  bien  peu  se  rendaient  compte  de 
notre  prodigieux  effort  industriel  et  technique.  11  faudra  en  parti- 
culier, en  ce  qui  concerne  les  progrès  de  l'aviation,  ne  pas  oublier 
que  si  l'Amérique  a,  par  suite  de  la  similitude  de  langage, 
largement  utilisé  les  publications  britanniques,  c'est  en  France 
que,  pendant  la  première  partie  de  la  guerre,  se  sont  faites  les 
principales  améliorations.  Sans  elle,  le  très  bel  exploit  de  la  tra- 
versée  de  l'Atlantique  n'aurait  pas  pu  se  produire  aussitôt. 

11  faut  d'ailleurs  encore  moins  se  dissimuler  que  nos  alliés  ont 
largement  rattrapé  notre  avance  et  nous  devons  craindre  qu'une 
réaction,  bien  naturelle  à  la  suite  de  notre  effort  pendant  la 
guerre,  ne  nous  laisse  maintenant   en  arrière. 

Un  livre  comme  celui  de  M.  Wilson  pourra  contribuer  à 
réveiller  l'intérêt  pour  l'aviation. 

11  n'est  pas  écrit  pour  les  techniciens  de  l'aviation.  Il  pourrait, 
tout  au  plus,  servir  aux  spécialistes  qui  se  sont  surtout  occupés  de 
la  pratique  sans  en  approfondir  les   principes  et  qui  voudraient 


(')  Pendant  les  trois  premiers  trimeslies  de  1918,  il  a  été  conslruit  en   France 
plus  de  18000  avions  et  plus  de  34000  moteurs. 


♦ 
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maintenant,  à  leurs  moments  perdus,  se  mettre  en  état  de  suivre  le 
côte  scientifique. 

Mais,  comme  son  titre  l'indique,  c'est  avant  tout  un  livre  pour  les 
débutants  et  particulièrement  pour  les  élèves  ingénieurs,  un 
«  elass-text  »  en  un  mot. 

Sans  doute  un  savant  pou  ira  v  critiquer  tel  ou  tel  détail.  S'il 
s'agissait  avant  tout  d'approfondir  les  principes  de  la  Mécanique, 
«m  pourrait,  par  exemple,  reconnaître  (pie  le  principe  des  petits 
mouvements,  excellent  pour  reconnaître  l'instabilité  d'un  système, 
peut  prêter  à  objections  en  ce  qui  concerne  la  stabilité.  Supposant 
les  mouvements  petits  et  posant  les  équations  dans  cette  hypo- 
thèse, peut-on  en  effel  logiquement  conclure  quelque  chose  du  l'ait 
qu'on  les  trouve  effectivement  petits  ?  Mais  c'est  là  un  raisonne- 
ment rapide,  employé  partout,  et  qui,  s'il  ue  justifie  pas  l'hypo- 
thèse, donne  eu  tout  cas  les  résultats  numériques  cherchés  lorsque 
l'hypothèse  est  exacte. 

Comme  le  fait  remarquer  M.  Wilson,  l'expérience  ne  confirme 
pas  la  vue  simpliste  qui  fait  dépendre  seulement  la  pression  de 
l'élément  de  plan  envisagé,  et  des  particules  d'air  Infiniment  voi- 
sines.  Mais  un  théoricien  aimerait  insister  sur  le  lait  (pie  depuis 
Newton,  on  n'a  pas  seulement  substitué  lis  résultats  de  l'expé- 
rience à  une  théorie  grossière.  Onaaussi  entièrement  substitué  un 
nouveau  point  de  vue  à  cette  théorie  grossière,  en  reconnaissant 
que  la  pression  sur  un  élément  dépend  de  toute  la  masse  d'air  et, 
en  particulier,  de  toute  la  masse  d'air  qui  environne  l'ensemble  de 
l'aéroplane  dont  l'ait  partie  l'élément.  A  ce  point  de  vue,  des  tra- 
vaux comme  ceux  de  M.  Villat,  mon  éminent  collègue  de  Stras- 
bourg, sont  destinés  à  ramener  l'unité  et,  par  conséquent,  à  obtenir 
des  conséquences  plus  lointaines  qu'un  simple  recours  aux  données 
partielles  de  l'expérience. 

Mais  M.  Wilson  a  eu  soin  d'indiquer,  dans  sa  Préface,  qu'il 
n'expose  dans  son  livre  que  les  parties  les  plus  élémentaires,  et  il 
importe  de  ne  pas  se  perdre  dès  le  début  dans  des  considérations 
théoriques.  M.  Wilson  veut  avant  tout,  comme  on  dit  maintenant, 
«  réaliser  » .  Il  ne  se  propose  pas  d'assurer  d'avance  un  large  dévelop- 
pement aux  recherches  ;  mais  il  ne  lui  suffit  pas  non  plus  d'offrir 
une  sorte  d'aide-mémoire  pour  contremaîtres.  Son  Ouvrage  n  est 
ni  une  collection  de  recettes,  ni  un  traité  pesant.  S'adressant  à  des 
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étudiants  qui,  sans  avoir  étudié]!' analyse  supérieure,  ont  néanmoins 
une  connaissance  suffisante  de  ce  que  nous  appelons  les  mathéma- 
tiques générales,  il  se  propose.de  leur  faire  parcourir  les  premiers 
éléments  de  l'aéronautique,  sans  fatigue,  comme  d'autres  ont  pu 
écrire  «  le  latin  sans  pleurs  »  ou  «  le  grec  sans  larmes  ». 

Son  livre  a  tous  les  mérites  des  Ouvrages  de  langue  anglaise  : 
simplicité,  recours  constant  à  l'intuition  visuelle,  théories  constam- 
ment appuyées  d'exemples  numériques  et  concrets.  Mais  en  même 
temps  (  p<>urrais-je  sans  exagération  en  reporter  un  peu  le  mérite 
au  séjour  en  France  par  lequel  il  a  terminé  ses  études,  ou  serait-ce 
tout  simplement  un  don  propre  de  M.  Wilson)  on  trouve  dans  son 
livre  une  clarté  d'exposition,  un  souci  de  l'ordre  qui  sont  généra- 
lement des  qualités  reconnues  aux  Ouvrages  français.  Ces  qualités, 
j'avais  déjà  eu  le  plaisir  de  les  signaler  dans  sou  excellent  Ouvrage 
Advanced  Calcul  us.  avec  d'autant  plus  d'assurance  que  je  me 
sentais  sur  un  terrain  [dus  familier. 

Pour  résumer  en  quelques  mots  la  matière  de  Aeronautics, 
disons  seulemenl  qu'il  se  compose  essentiellement  de  deux  parties  : 
mécanique  du  corps  rigide  forme  par  l'aéroplane,  en  rappelant  ce 
qui  concerne  le  mouvement  à  deux  ou  trois  dimensions;  méca- 
nique du  fluide  qui  entoure  l'aéroplane  et  enfin,  pour  coordonner 
les  deux  théories,  mouvement  d'un  corps  dans  un  fluide.  Le  tout 
accompagné  de  nombreux  petits  problèmes  d'application  immé- 
diate et  d'un  index  alphabétique. 

Le  Livre  est  d'ailleurs  imprimé  en  caractères  très  lisibles  et 
d'une  agréable  présentation. 

Maurice  Fréciiet. 


IIEATI1  (Sir  Thomas  L.).  —  Elclid  in  Greek.  Book  I,  with  Introduction 
and  Notes  (Euclide  en  t;rec.  Livre  I,  avec  une  Introduction  et  des 
Notes),   i    vol.  in-8,  viu-239  pages.  Cambridge,   University  Press,    1920. 

Plus  qu'aucun  autre  historien  contemporain,  Sir  I  bornas  Heatfa 

a  contribue  a  rendre  accessible  aux  lecteurs  modernes  les  écrits  des 
grands  mathématiciens  hellènes,  en  publiant  cette  remarquable 
série  de  I  rad  net  ions  où  il  a  fait  œuvre  de  philologue  èrudil  sans 
s'attacher  pourtant    trop  servilement  aux  textes,   visant  par-dessus 
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tout  à  bien  dégager  el  à  interpréter  clairement  la  pensée  et  la 
méthode  des  vieux  auteurs.  Nous  ajanl  ainsi  donné  Euclide  en 
anglais,  SirThomas  Heath  se  propose  aujourd'hui  de  le  présenter 

en  grec  en  une  suite  d'élégants  petits  volumes  dont  le  premier 
vient  de  paraître  à  l'University  de  Cambridge. 

C'est  qu'en  effet,  [mur  saisir  toutes  les  nuances  des  définitions, 
postulats  et  propositions  d'Euclide,  il  est  indispensable  de  se 
reporter  aux  termes  mêmes  employés  par  L'auteur  el  de  se 
demander  comment  ces  termes  sont  introduits,  à  quelles  images 
ils  correspondent,  quelles  suppositions  ils  impliquent.  Dans  une 
série  de  notes,  brèves  mais  précises,  Sir  Thomas  Heath  nous 
donne  à  ce  sujet  uombre  d'indications  précieuses. 

Ainsi,  par  exemple,  la  définition  7,  au  Livre  Ier  des  Eléments, 
introduit  la  notion  de  plan,  ï-i-ilzz.  L'étymologie  du  mot  montre 
que  la  notion  de  plan  est  tirée  de  l'idée  d'une  surface  sur  laquelle 
on  peut  se  tenir  debout  (  une  surface  plate  i. 

La  définition  8  concerne  l'angle.  Les  termes  de  cette  définition 
montrent  que,  pour  Euclide,  l'idée  qui  est  à  la  base  de  la  notion 
d'angle  est  celle  d'inclinaison  (xXfeiç).  Au  contraire,  pour  Aristote, 
l'idée  d'angle  se  rattachait  à  celle  de  déviation  i  xXa<r.ç  >  ou  brisure 
d'une  ligne  formée  de  dvux  segments  reclilignes  (ligne  brisée). 

La  quatrième  notion  commune  introduit  le  terme  ï^y.yyJiv.-i  et 
l'idée  d'application  d'une  figure  sur  une  autre,  dans  le  but  de 
définir  l'égalité  des  deux  figures  en  les  faisant  coïncider.  Sir 
Thomas  Heath  analyse  de  près  cette  définition  fondamentale  en 
étudiant  les  mots  qui  servent  à  l'exprimer. 

C'est  ainsi  que.  dans  des  cas  nombreux,  la  philologie  vient  en 
aide  à  la  mathématique.  Un  index  placé  à  la  fin  du  volume  nous 
donne  la  liste  des  principaux  termes  grecs  dont  Heath  a  été  amené 
à  discuter  le  sens  pour  préciser  la  pensée  d'Euclide. 

D'ailleurs,  à  côté  des  termes  qui  définissent  des  figures  ou  opéra- 
rations  géométriques,  il  y  a  dans  le  texte  des  Eléments  une  autre 
catégorie  de  mots  particulièrement  importants.  Ce  sont  ceux 
(verbes,  conjonctions,  adverbes),  qui  indiquent  l'enchaînement 
logique  des  idées  et  des  raisonnements.  Sir  Thomas  Heath  en 
explique  minutieusement  la  signification  et  la  portée. 

Fort  utiles,  comme  on  voit,  pour  aider  à  l'intelligence  «lu  texte, 
les   notes  de  Sir  Tbomas  Heath  sont  également  précieuses  par  les 
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renseignements    qu'elles    contiennent    sur   l'histoire  de   la    géo- 
métrie grecque. 

L'idée  d'exposer  le  développement  de  la  géométrie  en  suivant 
le  cadre  des  Eléments,  et  en  adoptant  comme  mode  d'exposition 
la  forme  de  commentaire,  remonte  à  l'antiquité.  Elle  a  été  mise  à 
profit  par  de  nombreux  auteurs  grecs,  et  notamment  par  Proclus 
(Commentaire  du  Livre  I,  ve  siècle,  ap.  J.-C).  Sir  Thomas  Iïeath 
reprend  la  même  idée,  utilisant  principalement  à  cet  effet  le  com- 
.mentaire  de  Proclus,  en  l'interprétant  toutefois  et  le  complétant  à 
la  lumière  des  travaux  historiques  les  plus  récents  (qui,  pour  la 
plupart,  s'inspirent  des  découvertes  et  des  vues  de  Paul  Tannerj). 
("est  ainsi  qu'à  propos  de  chaque  proposition  importante,  Iïeath 
nous  signale  l'origine  historique  du  fait  énoncé  et  les  différentes 
voies  suivant  lesquelles  il  a  été  établi  par  les  prédécesseurs  et  con- 
tinuateurs d'Euclide. 

Un  index  des  noms  propres  permet  de  rapprocher  facilement  les 
multiples  renseignements  historiques  ainsi  donnés  parles  notes  de 
Iïeath.  Ajoutons  que  l'Introduction  placée  en  tète  du  volume  con- 
tient des  indications  succinctes  sur  les  principaux  commentateurs 
d'Euclide  et  sur  les  plus  notables  éditions  et  traductions  des 
Eléments  qui  ont  été  publiées  depuis  l'antiquité. 

Pierre  Boutroux. 


MELANGES. 


SUR  L'ÉTAT  ACTUEL  DE  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS 
AUX  DIFFÉRENCES  FINIES; 


Par  M.  N.-E.  NORLUND. 


I.  Les  grands  géomètres  du  dix- huitième  siècle,  les  Euler,  les 
Stirling,  les  Lagrange  et  les  Laplace,  se  sont  occupés  souvent  du 
calcul  aux  différences  finies.  On  y  voyait  surtout  un  moyen  de 
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calculer  les  valeurs  numériques  d'une  fonction  par  des  interpo- 
lations et  une  méthode  pour  augmenter  la  convergence  des  séries 
par  des  transformations  convenables.  Lacroix  a  consacré  le  troi- 
sième Tome  de  son  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral  à  une  exposition  de  ces  recherches.  En  Angleterre,  on 
cultivait  surtout  les  méthodes  symboliques.  Boole  les  a  exposées 
dans  un  Ouvrage  suggestif:^  T réalise  on  the  Calculus  of  jinile 
Différences.  Mais  on  ne  peut  pas  dire  que  les  résultais  obtenus 
soient  très  considérables.  11  s'agit  en  grande  partie  de  relations 
formelles  dont  on  n'a  pas  précisé  le  sens,  et  ces  géomètres  ne 
venaient  pas  au  fond  de  ces  problèmes.  Ce  n'est  que  tout  récem- 
ment qu'on  a  commencé  d'appliquer  le>  méthodes  de  la  théorie 
des  fonctions  à  celte  branche  de  l'Analyse. 

Le  premier  problème  important  qui  se  pose  dans  le  calcul  aux 
différences  finies,  c'est  l'élude  des  solutions  de  l'équation 

(i)  F.O  +  I)  —  FO)  =  0|.n, 

cp(:r)  étant  une  fonction  donnée.  Une  étude  approfondie  de  cette 
équation  pourra  faire  réaliser  des  progrès  considérables  à  plusieurs 
problèmes  d'Analyse  tels  que  celui  des  séries  divergentes,  celui 
des  fractions  continues,  etc.  Mais  la  question  n'est  pas  sans  pré- 
senter quelques  difficultés.  Elle  a  été  abordée  pour  la  première 
fois  par  Euler  et  Abel.  L'établissement  de  la  formule  sommatoire 
d'Euler  était  déjà  un  premier  pas  vers  le  but.  Cette  formule  a  été 
présentée  sous  une  nouvelle  forme  par  Abel  (')  et  elle  a  été 
reprise  plus  récemment  par  M.  Lindelôf  (2). 

M.  Guichard  (3)  a  consacré  un  beau  Mémoire  à  la  démonstra- 
tion de  l'existence  des  solutions  de  l'équation  (i).  M.  Guichard 
envisage  une  intégrale  de  la  forme 


prise  le  long  d'un  segment  de  l'axe  imaginaire.  Cette  intégrale  a 
des  lignes  de  discontinuité  ou  coupures  du  genre  de  celles  qui  ont 


(')  Œuvres,  t.  I,  2*  édition,  Christiania,  1881,  p.   11-27  et  j'i-Sc). 

(s)  Acta  math  ,  t.  XXVII,  1903,  p.  3o5-3i-.>;  Le  calcul  des  résidus,  Paris,  1906 

(3)  Ann.  Ecole  Norm.,  3e  série,  t.  IV,   1887,  p.  3Gi-38o. 


«76  PREMIÈRE  PARTIE. 

été  considérées  pour  la  première  fois  par  Hermite.  L'intégrale 
représente  dans  un  certain  rectangle  une  solution  analytique  de 
l'équation  (i).  Mais,  même  si  o(#)  est  une  fonction  entière,  celte 
solution  est  non  uniforme  et  admet  une  infinité  de  points  critiques 
logarithmiques.  Pour  remédier  à  cet  inconvénient,  M.  Guichard 
fait  tendre  A  et  B  vers  l'infini.  Il  démontre  ainsi  que  l'équation  (i) 
admet  toujours  une  solution  entière  si  o(x)  est  une  fonction 
entière.  Cette  solution  se  représente  dans  la  bande  o  <<  %(x)  <C  i 
par  l'intégrale 

H,|=/""„"i|W*      , 

J_ix      &(z  »('  -  c1"1'1*  z>) 

E(#)  étant  une  fonction  entière  convenablement  choisie.  Si 
E(a?)  =  i,  cette  intégrale  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  celle  qu'avait 
considérée  Abel. 

M.  Appell  (')   a  attaqué  le  problème  d'une  autre  manière.  Si 
o(x)  est  un  polynôme 

çp (a?)  =  au-h  aix  -+-.  .  .-4-  a„x'1, 

on  sait  trouver  un  polynôme  qui  satisfait  à  l'équation  (i).  On  a, 
en  effet, 

F  (*)  =  ^B1(t)+  ^L  !*,(*) +...+  ^_  B,i+1(*), 

les  Bi(x)  étant  les  polynômes  de  Bernoulli.  Mais  si  co(.r)  est  une 
fonction  entière 

©(a?)  =N   anx", 

«  =  o 
la  série 

n  =  \ 

n'est  pas  toujours  convergente.  M.  Appell  retranche  du  poly- 
nôme B„(x)  les  ii  premiers  termes  de  son  développement  en  série 
trigonométrique.  En  désignant  par  *lr„(.r)  la  fonction  entière 
ainsi  obtenue,  il  démontre  que  la  série 


p(*)-=2  »  v-(ar) 


(')  Joum.  Math,  pures  et  appl.,  ft'  série,  t.  VII,   189.1,  p.  157-176. 
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converge  uniformément  el  représente  nue  fonction  entière  qui 
satisfail  à  L'équation  ;  1  1. 

Cette  démonstration  a  été  retrouvée  par  \.  Hurwitz  (').  Ce 
géomètre  fait  en  outre  remarquer  qu'il  \  a  toujours  une  solution 
méromorphé  quand  o (.2?)  est  une  fonction  raéromorphe. 

M. .Appel!  .1  encore  considéré  «les  fonctions  de  deux  variables 
el  démontré  ce  qui  suit  :  Étant  données  deux  fonctions  entières 
^,(./,  )i  el  ^,,i./'.  i  •)  de  deux  variables  indépendantes,  vérifiant 
l'identité 

?!'•'•,  y  +  i)  —  ?i<  ''•  1        -  ■  ■ .  '  -.•  ■ 

il  existe  une  troisième  fonction  entière  F(x,y)  vérifiant  les  deux 
équations 

I  -    1     y)     -Fi  ./-.   i   1  =  •-,,  '  1  . 

F  1  ./•,    y   —  \  )  —  Fl  .1  ,    r  !  =  tp2  '  ./  .    ri. 

I  11  autre  cas  remarquable  a  été  envisagé  par  M.  E.  Picard 
dans  un  Mémoire  dont  nous  parlerons  plus  loin.  Supposons  que 
f(oc)  soit  une  fonction  uniforme  dans  tout  le  plan,  admettant  la 
période  i-i  el  étant  holomorphe  dans  une  bande  de  largeur  très 
petite  comprenant  l'axe  imaginaire.  Soil  w  un  nombre  positif. 
M.  Picard  démontre  l'existence  d'une  solution  uniforme  de  l'équa- 
tion 

F    r  —  u>)  —  ■>.  Fi  ./■  1  =  - 

ayant  la  période  27c/  et  étant  holomorphe  dans  une  bande  limitée 
à  gauche  par  l'axe  imaginaire  et  à  droite  par  une  parallèle  à  cet 
axe  situer  à  une  distance  de  l'origine  qui  est  un  peu  plus  grande 
que  10.  En  général,  il  n'y  a  qu'une  seule  solution  Fi.ri  qui  satis- 
fait à  ces  conditions.  Mais  si  u.  est  égal  à  e'"".  v  étant  un  entier 
positif,  nul  ou  négatif,  il  y  a  une  infinité  de  solutions,  qui  sont  de 
la  forme 

F(x)  —  ce'", 


(')  Acta  math.,  t.  XX.  1897,  P-  285-3i2.  Une  autre  démonstration  du  théorème 
de  M.  Guichard  a  été  donnée  par  M.  Carmichael  (Amer.  J.  Math.,  t.  XXXV, 
igi3,  p.   1 6 3  —  1 7 1  ). 

(2)  Acta  math.,  t.  XVIII,  iSg4,  p.   i35. 
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c  <iant  une  constauie.  L'exisfcenee  (l'une  solution  périodique  a  été 
envisagée  aussi  par  MM.  Appéll  ('),  Guichacd  el  Brodén  (-). 

Parmi  les  travaux  récents,  nous  devons  encore  citer  ceux  de 
M.  Barnes  (:!)  qui  a  étudié  une  équation  de  la  forme 

F(a?  -+-  1)  —  <?i(x)  F(.r)  =  tp2l  se) 

et  certaines  fonctions  (  '  )  qui  se  rattachent  à  la  fond  ion   gamma 
et  a  la  fonction  Ç  (5). 

2.  La  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (i)  est  égale  à  une 
solution  particulière  augmentée  d'une  fonction  périodique  quel- 
conque avec  la  période  1.  La  présence  de  cette,  fonction  arbitraire 
a^pour  conséquence  que  la  solution  générale  ne  possède  presque 
aucune  propriété  remarquable.  Mais  en  regardant  les  solutions  en 
nombre  infini,  on  peut  se  rendre  compte  qu'il  y  en  a,  parmi  elles, 
une  seule  qui  se  distingue  des  autres  et  qui  est,  pour  ainsi  dire,  la 
plus  simple.  Je  l'appelle  la  solution  principale.  Elle  est  déter- 
minée à  une  constante  additive  près.  C'est  la  solution  principale 
qui  est  réellement  intéressante,  elle  possède  des  propriétés  remar- 
quables qui  n'appartiennent  plus  aux  autres  solutions.  Les 
voies  ouvertes  par  MM.  Guichard  et  Appell  sont  certainement 
utiles  et  elles  conduisent  entièrement  au  but  que  se  sont  proposé 
ces  auteurs.  Mais  on  peut  reprocher  à  ces  méthodes  qu'on  ne  voit 
pas  très  bien  quelles  sont  les  propriétés  des  fondions  dont  on 
démontre  l'existence.  On  ne  voit  pas  aisément  comment  choisir 
les  fonctions,  dans  une  certaine  mesure  arbitraires,  qui  entrent 
comme  un  clément  essentiel  dans  la  démonstration,  pour  arriver  à 
la  solution  la  plus  simple.  (5).  J'ai  étudié  (°)  l'équation  (1)  d'un 

(')  Math.  Ami.,  t.   XIX,  1882,  p.  84-102. 

C)  Acta  Universitatis  Lundensis,  nova  séries,  t.  VIII,  iyii.  n"7:  voir  aussi 
Arkiv  for  Mat.ema.lik,  Astronomi  och  Fysik,  t.  VII,  1.911,  n°  G. 

(3)  Proc.  London  Math.  Soc.,  2e  série,  t.  II,  1904,  p.  438-469- 

('')  Quart.  J.  pure  appl.  math.,  t.  XXXI,  1900,  p.  a64-3i4;  Philos.  Trans. 
London,  t.  l'JG  A,  1901,  p.  265-387;  Trans.  Cambr.  philos.  Soc,  t.  XIX,  1904, 
p.  37  4-425. 

(5)  Par  exemple,  m  <?(x)  esi  un  polynôme,  la  solution  principale  est  encore 
un  polynôme;  mais  la  solution  définie  par  l'intégrale  de  M.  Guicliard  est  une 
transcendante. 

(6)  C.  fi.  Acad.  Se,  t.  IG'J,  1919,  p.  l-.2-'ô~h,  4G2-4G4,  770-77-!,  891^896;  Acta 
math.,  t.  44,  1921   (sous  presse).  , 
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point  de  vue  qui  ne  souffre  pas  de  cet  inconvénient.  Posons,  poui 

abréger, 

A  F  (à?)  ==  ! .         V  F(a?  )  = —  1 

es  tu        ,  w 

et  considérons  les  deux  équations  aux  différences  Gnies 
(a)  AF(a?)  =  ?(*), 

(3)  VGi.r,  =  o(r), 

-J5(.r)  étant  une  fonction  donnée  de  ./■.  mais  indépendante  de  10. 
Quand  <m  veul  résoudre  ces  deux  équations,  il  paraît  naturel  de 
prendre  comme  point  de  dépari  les  séries  suivantes  : 

1  2  blS  I  —  W  N     (p(  r  --  su)  1, 

S  —  0 

m.  oc 

(S  bis)  îY  (—  1  )s  cp(a?  H-  s  ui  ). 

.«  =  0 

Si  elles  convergent,  elles  représentent  des  solutions  de  nos  deux 
équations.  Mais  même  si  elles  divergent,  on  peut,  dans  des  cas 
étendus,  en  tirer  parti  en  se  reportant  à  la  théorie  des  séries 
divergentes  due  à  M.  Borel,  à  M.  Mfttag-Leffler  et  autres.  Je 
définis  la  solution  principale  G(#|u>)  de  l'équation  (3)  comme 
la  somme  de  la  série  (3  bis)  convergente  ou  non.  Pour  abréger, 
je  désigne  cette  somme  par  le  symbole 

Gi  x\  t»  1  =  C  -^.riV.r. 

Ce  symbole  représente  donc  l'opération  inverse  à  l'opération  V. 

On  peut  appliquer  à  la  série  (3  bis)  une  infinité  de  procédés  de 
sommation  d'une  nature  bien  différente,  mais  on  démontre  (*) 
que  tous  ceux  qui  s'appliquent  à  une  fonction  donnée  f(x)  sont 
équivalents  et  conduisent  à  un  même  résultat.  Il  est  nécessaire 
d'en  avoir  une  infinité,  si  l'on  veut  pouvoir  traiter  tous  les  cas 
dont  il  v  a  intérêt  à  s'occuper.  Il  entre  donc,  ici  encore;  un  élé- 


(')  Voir  Ac ta  Ùniverèilatis  Lundensis,  nova  séries;  t.  XIV,   1917,  n"  15;  t.  XVI, 

1919,  n°  3. 
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menl  arbitraire,  le  facteur  de  convergence  qu'on  introduit  dans  la 
série  et  qu'on  fail  ensuite  tendre  vers  un.  Ce  facteur  dépend, 
dan>  mie  certaine  mesure,  de  la  fonction  $(#),  mais  le  résultat 
final  est  indépendant  du  procédé  de  sommation,  de  sorte  que  la 
définition  est  unique.  C'est  le  point  essentiel. 
De  même,  considérons  l'expression 


1 


<o{z)  dz  —  o)  2,  y(oe-hsia), 


a  étant  une  constante.  Appliquons  à  l'intégrale  et  à  la  série  le 
même  procédé  de  sommation  en  introduisant  le  même  facteur  de 
convergence.  Si  la  différence  entre  l'intégrale  et  la  série  tend  vers 
une  limite  quand  le  facteur  de  convergence  tend  vers  un,  je 
définis  la  solution  principale  F(a?|w)  de  l'équation  (2)  par  cette 
limite.  Pour  abréger,  je  désigne  cette  limite  par  le  symbole 


F(x\  tu)  ==  C  tp(s  )Aô. 


Ce  symbole  représente  donc  l'opération  inverse  à  l'opération  A 

et  il  dépend  de  la  constante  arbitraire  a.  Supposons  d'abord  w 
positif.  Nous  ferons  successivement  diverses  hypothèses  relati- 
vement à  la  fonction  cp (./■).  Mais  dans  la  plupart  des  cas  que  nous 
^considérons  ici,  on  peut  se  borner  à  appliquer  une  seule  méthode 
de  sommation  en  prenant  comme  facteur  de  convergence e~rix.  On 
a  donc  par  défini  lion 

'  6  \çi  r  1  V.r  —  iim  o\  1  —  [  )<  tt(  x  ^-  sw  1  e    '.'•<  »  <'•>'. 

U    '  fil  7]  —0      *^ 

S  =  0 
X 

171      ^  <ç{z)\z  —  lim       /      m(  z)  e-f\z  dz  —  u>\  o(x  -+-  s(o)  e-T]i*-t-*« 

^  W  *]  =  0       J a  *md 

"  |_  S  =  11 

pourvu  (pie  les  limites  existent.  On  peut,  si  l'on  aime  mieux, 
remplacer  ces  limites  par  d'autres  qui  en  sont  équivalentes. 
L'intégrale  qui  ligure  dans  la  seconde  limite  ne  dépend  pas  de  la 
variable  j\  elle  a  été  introduite  pour  assurer  l'existence  de  la 
limite. 

Supposons  que  ':!.'M  soil  cou  lin  ne  pour  X  \    a  et  que  les  seconds 
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membres  des  équations  i  ',  i  et  I  5  I  tendenl  vers  une  limite  unifor- 
mément par  rapport  à  x  el  à  o>.  On  démontre  que  les  fonctions 
G(a?|w)  et  F(a?]u>)  sont  continues  pour  .r  <i  el  pour  to  >  o. 
raisons  tendre  le  nombre  positif  (')  w  vers  zéro,  il  vient 

lim   X  vi  ■''  iVr  =  01  ' 
w=o  >w  eu 

x 

Si  lim  V  v  i ./'  i  A  j  =    /      ^(x)dx. 

En  remplaçant  o|  a?)  par  Vol  ./•  |  ou  par  Aoj  ./•  I,  on  trouve 
C  IVçlrj  IV.r  =  y 

■W      |     (ri  J    (m) 

..Il    -Ml» 

C  [A«(a?j  I  À*  =?(*)  —    /  o(r,i(/r. 

II 

D'autre  part,  on  vérifie  immédiatement  que 
j[§«P(*)J*]  =  ?(*). 


S',( 


X  i  A.r 


c'est-à-dire   que  les  fonctions  <i<r|coi  et  F(#|to)    satisfont    aux 
équations  (3)  et  (2). 

Dans  l'équation  (  7  ).  remplaçons  M.  successivement  par  x  A-  —  > 

X  A ,  .  .  . .  x  -\ oj  et  aioutons  ensemble  les  m  équations 

m  m  J  * 

ainsi  obtenues.  On  trouve  la  relation  remarquable  suivante  : 


(9) 


Vf 


(i)     =  «mm  x 


*(. 


m  étant   un   entier  positif  quelconque.  De  la  même  manière,  on 

(')  Nous  donnerons  plus  loin  à  10  des  valeurs  complexes  et  l'on  verra  que  ces 
égalités,  en  général,  cessent  d'être  vraies  quand  tu  s'approche  de  l'origine  d'une 
manière  quelconque. 
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démontre  qu  •  la  fonction  G  satisfait  à  la  relation 


2<-'K~s 


tu  )  =  G  (  a;   — 


m  étant  un  entier  positif  impair,  et  que 


V(-n 


SID 

S  F  (  T  _| 


= G 


///  étant   un  entier  positif  pair  quelconque.  En  posant  m  =  2,  on 
trouve,  en  particulier, 


(10) 


XF(x\  2to)  =  F(.r|  a>), 

(0 

AF(  .r  |  îm  )  =  G  (a-  |  w  ). 


Divisons  les  deux  membres  de  l'équation  (g)  par  m  et  faisons 
tendre  m  vers  l'infini;  on  trouve,  en  tenant  compte  de  l'équa- 
tion (8), 

-    I  ¥{z\  <*)dz  =   /     ®(z)dz. 


(II) 


3.  Tous  ces  résultats  se  déduisent  presque  immédiatement  de 
la  définition  des  solutions  principales.  Mais  ces  fonctions  possèdent 
encore  d'autres  propriétés  remarquables  que  nous  allons  mettre 
en  évidence  en.  faisant  des  hypothèses  plus  particulières  relati- 
vement à  la  fonction  c5(  x).  Supposons  d'abord  que  ce (x)  admette, 
pour  x  >«,  une  dérivée  continue  d'un  certain  ordre,  soit  d'ordre  />?, 
telle  que  l'intégrale 


I 


converge  absolument.  Alors  on  démontre  que  les  expressions  (6) 
et  (  -  )  tendent  uniformément  vers  une  limite,  x  variant  dans  un 
intervalle  fini  quelconque  /  X  A.  Soit  //  un  nombre  tel  (pie 
(i  h  r  (.).  Soit  E.,(  ./■  »  le  polynôme  d'Euler,  c'est-à  dire  le  polynôme 
qui  satisfait  à  l'équation 

Vt:vi  /)  =  a?v, 
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v  »i ;i h i  un  entier  positif.  Soit  B., <  / ■>  le  polynôme  de  Bernowlli, 
c  est-à-:dîre  le  polynôme  qui  satisfait  a  l'équation 

Al!v.  x  •  =  va:*-' 

el  qui  se   réduit^  pour  x  =  <>,  au  nombre  de  Bernnulli  Bv.  S i * i < ■  1 1 1 

enfin  Ev(#)  et  Bv(~r)  deux  fonctions  périodiques  qui  coïncident 
respectivement  avec  les  polynômes  Evi./i  et  Bvi.ri  dans  l'inter- 
valle oSx  <<  oj  et  qui  satisfont,  d 'ailleurs*,  aux  relations  suivantes  : 

\:.,  x  ■+■  w)  =  —  l , 
l';,i  x  —  m  i  =      H.. 

A  l'aide  de  la  formule  sommatoire  d'Euler.  on  peut  transformer  , 
1rs  expressions  (6)  et  (7)  et,   après  un  double  passage  à  la  limite, 
on    trouve,   pour  les  fonction?  (j  et   F,  les  deux  développements 
suivants  : 


m-  1 


i-i)     G(*  +  *  ,«)=■;  vv,(«   ; r-  /      i        ./  —  ^  1 . 


*    U 


rfs. 


(l3  )  I-  1  ./     —  A  |  0)  )   =     /        '5  (  8   I  dz  —  N     Ç    '     1    I  ./'  I 


v=  1 


I 


ç  '"  1  ./■  •—  s)  — : '  dz. 


Les  intégrales  aux  seconds  membres  sent  absolument  conver- 
geâtes. Si  l'on  fait  tendre  ///  vers  l'infini,  ces  séries  seront,  en 
général,  divergentes,  mais  on  peut  opérer  en  toute  sûreté  avec 
elles,  en  tenant  compte  du  terme  reste.  On  voit  ainsi  que  la  fonc- 
tion G(aî|to),  respectivement  F('x|to),  admet,  pour  x  >>  «,  une 
dérivée  continue  d'ordre  m  —  1.  respectivement  d'ordre  m.  Ces 
deux  dérivées  tendent  vers  des  limites  finies  quand  x  augmente 
indéfiniment.  Cette  propriété  est  caractéristique  pour  les  solutions 
principales.  11  n'y  a  aucune  autre  solution  qui  possède  la  même 
propriété. 

En  général,  les  fonctions  G(a?)  et  F  (x)  ne  tendent  pas  vers  des 
limites  quand  x  tend  vers  l'infini,  mais  les  intégrales  aux  seconds 
membres  des  équations  (12)  et  (l3)  tendent  vers  zéro  quand./" 
augmente  indéfiniment.  Les  séries  (12)  et  (i3)  nous  donnent  donc 
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un  renseignement  très  précis  sùi  la  manière  donl  se  comportent 
les  fonctions  G  (  r  )  et  F  (  .i  ■)  pour  des  valeurs  positives  et  très 
grandes  de  x. 

Mais  les  deux  séries  peuvent  encore  servir  à  un  autre  but.  Nous 
avons  déjà  vu  que  les  solutions  principales  tendent  vers  des  limites 
finies  quand  le  nombre  positif  co  tend  vers  zéro.  En  posant  li  =  o 

ou  h=  —  dans  les  séries  (12)  et  (i>),  il  vient 

m 


m  -  1 


{  1 4   )  (j  (  27  H w   I    =    > 


r  2V  (  »  ; 


lv, 


^r      v^a?v(av)! 


V  =  0 


(14")   V(x\x*)=f  ?Lz)dz-  7V(^)+2)y(tv"1J(g)a°v(V"v')i  +  R*' 


/H  —  1 


(14* 


22v!  2V)! 


r;, 


Les  Gv,  Dv  et  Ev  sont  des  nombres  rationnels  qui  s'expriment 
par  les  nombres  de  Bernoulli  Bv.  Ces  quatre  séries  de  puissances 
divergent,  en  général,  pour  toute  valeur  de  co  différente  de  zéro, 
mais  elles  représentent  les  jonctions  au  premier  membre 
asymptotiquement  pour  des  valeurs  positives  et  très  petites 
de  to.  Supposons,  pour  un  instant  que,  quand  x  augmente  indéfi- 
niment, o'"'  1  ./■')  tende  vers  zéro  en  variant  toujours  dans  le  même 
sens,  et  qu'il  en  soit  de  même  de  o""+{  (x).  Dans  ces  conditions. 
les  termes  restes  des  séries  précédentes  peuvent  s'écrire  comme  il 
suit  : 

R/n- 

R'/n 

R«i 
0   étant  un  nombre   compris   entre  o   et  -  ,    et   ni   étant    supposé 


(-"M— 1 

(m  —  i) 

/ 10  \  '"  - 

W 

1 
0  '«-D(a?  -I-  0w), 

(=)" 

0'""     (x-r-6t.o), 

m  ! 

ta"> 

çp-('»-U(a?-4-  6to  ), 

D,„ 
m! 

(;)'" 

7  "<-i1i  .r  -+-  0oj), 
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pair.  Les  quatre  séries  possèdenl  donc  la  même  propriété  que  la 
série  de  Stirling.  Quand  on  s'arrête  à  un  certain  terme,  l'erreur 
commise  est  plus  petite  que  la  valeur  absolue  du  premier  terme 
négligé. 

On  peut  remplacer  les  limites  (<>)  et  (7)  par  d'autres  limites 
qui,  quelquefois,  sont  d'une  application  plus  facile.  Soit  /•  le  plus 
petit  entier,  tel  que 

lim  ç1''' (x)  =  o. 

x  =  « 

Posons 

/•  — 1 

7=0 

>■ 

•  a 

v  =  o 

De  ce  que  nous  venons  de  «lire  relativement  aux  séries  (12)  et 

(i3),  on  conclut  que  les  fonctions  G  et  F  se  représentent  par  les 
limites  suivantes  : 

G(x  |  w)  =  lim      -2  7   (—  1  )■"'  s (  x  -+-  s  w  )  -4-  (—  1  )'<  p{sc  —  h 


Y  "~l 

I  -i^  (—  1  )■"'  ç  ( x  -t-  s  o)  )  -4-  ( —  t)np{x  —  h  -+-  rie»)     , 


F  (x  |  u>)  =  lim   |  q(x  —  h  -4-  nto)  —  w^  ç(o?  -I-  ïto)  I 


On  peut  aussi,  des  deux  séries  divergentes,    déduire  les  séries 
convergentes  suivantes  : 

G(x\  10)  =  p(x  —  h)  -4-  oV  (_,)i[ç(a?-1_,u))_  Vp(x  —  h  +sw)], 
— *  ai 

.t  =  0 

F(3-|w)  =  ^(a7  —  h)  —  o>y   [ç(,r  +  îw)  —  \q{x  —  h  -h  su)], 

S  =  Q 

qui  représentent  les  fonctions  au  premier  membre  pour  toute 
valeur  de  a;>a-f-io.  Si  l'on  pose  h  =  o  ou  h  =  -,  ces  quatre 
expressions  se  simplifient. 

Soit  x0  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  a.  La  fonction 
F  (a;)  admet  dans  l'intervalle  x0<i  ./•  <C  ^"0+  M  un  développement 
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en  série  de  Fourier, 

^"1    /  '2  77  fi  CC  17Z  fï  0p\ 

(i5)  F(x  |  w)  =  «o-+-  *  V  (  ««  cos  — h  bn  sin  — ^- —  j 


71=1 


dont  les  coefficients  s'expriment  d'une  manière  très  simple  à  l'aide 
de  la  fonction  donnée  o(x).  De  la  convergence  uniforme  de 
l'expression  (7),  il  résulte,  en  effet,  qu'on  a 

a0=  <p(z)dz, 

f"         iiznz  . 

a„  =  — uni     /       cos ?(-)e   <\z  clz, 

•0  =  0  J,.o  w 

&„=  — lim     /       sin ©(.s)  c_Y>z  «a. 

Des  équations  (10)  et  (i5),  on  déduit  pour  la  fonction  G(x)  la 
série  trigonométrique  suivante  : 

V^  f                  (vn-+-i)icae       „            .    (a« -t- i)Tta?l 
G(a?  |  w)  =  >      a2/H-i  cos h  pa«-+-i  sin- > 

OÙ 

A  ,.         Z*00        iznz     ,    .  , 

a„  =  —  lim     /      cos o(z)e-rizdz, 

4 ,,.        /""    •    it/is     ,    v  , 

3„=  -  lim     /       sin ©(«)  eA-dz. 

Ce  développement  est  valable  dans  l'intervalle  #„  <  #<  #0  +  w- 
Mais  ce  n'est  pas  une  série  de  Fourier.  Celle-ci  est  moins  intéres- 
sante dans  le  cas   actuel.   En   posant,   en  particulier,   X  =  x0  ou 

X  =  x0-\ dans  l'équation  (i5),  il  vient 

<?(*)dz--<t(x) 

a 

—  2>    lim    /      ®(x -\- z)  e-'1z  cos zdz, 

n  =  l 

F  (  a;  H 10  )  =   /      z(z)dz 

V^  '     /*°°  21T«  . 

>   (  -  i)"lini     /       cd ( x  -+- s    e-'Oscos -zaz. 

^  n=oJ0      ' 


% 

re  =  l 
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Ces  développements  représentent  la  fonction  F  pour  toute 
valeur  de  x  >>  a.  Soit  en  particulier  o(x)  =  -,  la  première  série 
prend  la  forme 

=   \o°LX 1   ^ 


!'(./■  I  °  IX 


i   ^       /         C0S21C/1  3 


Cette  série  converge,  pourvu  que  X  soit  positif. 

1.  Les  fonctions  F  et  G  sonl  définies  d'abord  pour  des  valeurs 
réelles  de  x  et  des  valeurs  positives  de  w.  Nous  niions  maintenant 
prolonger  analjtiquemenl  ces  fonctions.  Plusieurs  des  expressions 
précédentes  peuvent  servir  à  ce  but,  mais  il  y  en  a  d'autres  qui 
sont  applicables  dans  des  cas  plus  généraux  et  «pie  nous  allons 
mettre  en  évidence. 

Supposons  que  'f(x)  soit  une  fonction  analytique  de  x,  liolo- 
morphe  dans  un  petit  angle  "h  entourant  Taxe  des  nombres  positifs 
et  que  l'égalité 

lim    z(x )  e~~ ~-\ •'''  =  o 

ait  lieu  uniformément  dans  l'angle  2?  pour  toute  valeur  positive 
de  t.  A  l'aide  de  l'intégrale  de  Cauchy,  on  démontre  "aisément  que 
les  limites  (6)  et  (7)  existent  et  qu'on  a 

Sz(x)Xx  =  i  /   y(a:  +  tùx)-^—, 
a)  J c  sin  iî  - 

C  étant  un  lacet  formé  d'un  arc  d'un  petit  cercle  entourant  l'ori- 
gine et  de  deux  rayons  vecteurs  situés  à  l'intérieur  de  l'angle  3r. 
En  posant 

on  trouve  de  même 

So(z)\z  =  -!—.    ff(x-hbiz)  l^—  Y  dz. 
'       \,  1-1  j  JK  '  \sinita/ 

a 

On  voit,  à  ces  deux  intégrales,  que  G(a?|w)  et  F(#|co)  sont 
des  fonctions  analytiques  de  x  et  de  co  holomorphes  pour  toute 
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valeur  de  ces  variables,  qui  est  à  l'intérieur  de  l'angle'  3.  Mais 
ces  équations  restent  valables  pour  certaines,  fondions  qui  ne 
rentrent  pas  dans  les  conditions  que  nous  venons  d'imposer  à  la 
fonction  ©(a?). 

o.  Pour  le  voir,  nous  remplacerons  (6)  et  (7)  par  les  limites 
suivantes  : 

So(x)  Vx  =  1  liai  "V  (—  i)s  o(x  +  jw)  e--o>-(-r+-'w)i 

r  r  r°°  -v^  ~l 

^J  m        -o  =  o    "  "  0 

X(a?)  étant  une  fonction  de  la  forme 

XO)  =  a-p(log.r  )/'         (p  =  'j  P  =  o)- 

En  prenant  ces  limites  pour  point  de  départ  on  retrouve, 
quelle  que  soit  X(#),  les  deux  intégrales  que  nous  venons 
d'indiquer. 

Supposons  maintenant  que  <p(#)  soit  holomorphe,  si  la  partie 
réelle  de  x  est  plus  grande  que  b  et  qu'il  existe  un  nombre  non 
négatif  k  tel  que  l'inégalité 

(16)  j<pÇ#)|  <Ce'*+e)UI 

ait  lieu  dans  le  demi-plan  ^(x)  ^>  b  pour  toute  valeur  positive 
de  e.  Dans  ces  conditions,  on  démontre  l'existence  des  deux 
limites  que  nous  venons  d'indiquer  en  prenant  p  >  1  ou  p  =  1 
et/?  >oet  l'on  trouve 


/                                         dz  I 

17)      G  (  #  I  w  )  =      i      I  o(.r  -+-  ojz)  — — —  (  o  <  w 

'                    .  /  '  suit:  z  \ 

(18)       F(x\oj)^-^-.    j  /(sfwj)  -       -J  dz       (o<« 


•m 
T 


Ici  a  est  un  nombre  quelconque  entre  o  et  —  1  et  l'on  suppose 
que  Ht(a?)  >>  b.  En  déformant  convenablement  les  chemins  d'inté- 
gration, on  voit,  à  l'aide  de  ces  deux,  intégrales,  que  G(x  -) 
et   F(a?|co)   sont  des    fonctions  analytiques    de  x   et   de    ro   liolo- 
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morphës  tanl  que  x  reste  à  l'intérieur  «lu  demi-plan  H(ar)>  b  et 
que  to  reste  à  l'intérieur  d'un  cercle  ayant  le  point  j  pour  centre 
el    avec    le    rayon  T.    Ouand   les  variables   sortent  de    ces    deux 

j  A'  v 

domaines,  il  arrive  que  les  fonctions  cessent  d'exister.  Si  l'on  veut 
pouvoir  les  prolonger,  il  fan  t  ajouter  des  hypothèses  nouvelles 
relativement  à  la  fonction  ?(#)•  Nous  considérons  deux  cas  diffé- 
rents qui  sont  assez  intéressants. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  ©(a*)  suit  nue  fonction  entière 
qui  satisfail  à  l'inégalité  (16)  pour  toute  valeur  de  x  quand  e  est 
positif,  pendant  qu'une  telle  inégalité  cesse  d'être  vraie  si  s  est 
négatif.  Alors  on  démontre,  à  l'aide  des  deux  intégrales,  que  les 
fonctions  G ( x (toVel  F(a?ja))  sont  holomorph.es  pour  toute  valeur 
finie  de  x  el  pour  les  videurs  de  co  qui  sont  à  l'intérieur  du  cercle 

|  to  |  =  -  respectivement    à    l'intérieur   du    cercle   (')  |W|=T~* 

11  y  a  toujours  un  point  singulier  sur  les  circonférences  de  ces 
cercles.  Les  quatre  séries  de  puissances  u  j  1  convergent  à  l'inté- 
rieur des  deux  cercles.  On  eu  conclut,  en  remplaçant  to  par  —  to, 
que  les  fonctions  G  et  F  satisfont  aux  relations  suivantes  : 

G  (x  —  '■>  |  —  ta)  --  <  1 1  x  |  «j  |, 
F( x  —  r.)  |  —  to)  =  Fl  ./■  |  tu  ). 

6.  Supposons,  en  second  lieu,  que  tp(#)  s. ut  une  fonction  uni- 
forme de  2",  admettant  à  distance  unie  un  nombre  fini  de  points 

singuliers  (3,,  (î2 [iA,  et  que  l'inégalité  (16)  soit  satisfaite  pour 

toute  valeur  de  x.  à. l'extérieur  d'un  cercle  comprenant  les  points 
singuliers.  Considérons  les  intégrales  (1-)  et  (18).  En  déformant 
d'une  manière  convenable  les  chemins  d'intégration  de  manière  à 
éviter  les  points  singuliers,  on  peut  prolonger  analytiquement  les 
fonctions  G(\r|to)  et  F(#|to)  dans  tout  le  plan  des  x  et  dans  la 
partie  du  plan  des  to  qui  est  à  l'intérieur  des  deux  cercles  dont 
nous  venons  de  parler.  On  démontre  qu'elles  sont  des  fonctions 
uniformes  de  x  admettant  les  points  singuliers 

x  =  |5V,  p\  —  w,  p.,  —  2  w,   ...        (v  =  1,  2,  . . . ,  n) 
(  '  j  Si  k  =  o,  les  deux  cercles  sont  à  remplacer  par  tout  le  plan  des  tu. 


igo  PREMIÈRE   PARTIE. 

et  étant  d'ailleurs  holomôrphes.  G(^r|to)  est  encore  une  fonction 

uniforme  de  to  à  l'intérieur  du  cercle  |to|=  t-   Le  point  to  =  o 

est  un  point  singulier  essentiel  el  il  y  a  une  infinité  de  points 
singuliers  à  l'intérieur  du  cercle.  Ces  points  singuliers  sont  tous 
situés  sur  n  rayons  vecteurs. 

F(.r|to)  est,  au  contraire,  une  fonction  non  uniforme  de  to  au 
voisinage  du  point  to  =  o.  En  désignant  par  B  la  somme  des  résidus 
de  la  fonction  <f(x)  dans  les  points  (3V,  on  démontre  que  F  est  de 

la  forme 

F(.r  |  w)  =  B  logw  -+-  FiO  |  oj), 

F,  (#|to)  étant  une  fonction  uniforme  de  to  à  l'intérieur  du  cercle 

|  to  |  =  -j-.  Je  prends,  dans  le  plan  des  to,  la  partie  négative  de  l'axe 

imaginaire  comme  coupure.  Donnons  à  x  une  valeur  fixe  diffé- 
rente des  (V  La  fonction  F(^|to)  admet,  comme  fonction  de  to,  à 

l'intérieur    du   cercle  |  to  |  =  -r-  une   infinité   de  points  singuliers 

tous  situés  sur  n  rayons  vecteurs  et  admettant  le  point  to  =  o 
comme  point  limite.  Quand  on  fait  varier  x,  les  vecteurs  singu- 
liers tournent.  Quand  x  décrit  un  petit  cercle  autour  d'un  des 
points  singuliers  (3V,  un  des  vecteurs  singuliers  fait  une  rotation 
complète  dans  le  plan  des  <x>. 

Soit  ^(respectivement  b)  la  partie  réelle  de  celui  des  nombres  (3V 
dont  la  partie  réelle  est  la  plus  grande   (respectivement  la  plus 

petite).  Si  to  est  positif  et  plus  petit  que  j  >  l'intégrale  au  second 

membre  de  (17)  représente  la  fonction  G  (.ri  to)  dans  le  demi-plan 

1H(.r)  >>  b.  Si  to  est  négatif  et  plus  grand  que  —  r>  elle  représente 

encore  la  même  fonction  dans  le  demi-plan  %(x)  <  b. 
Posons,  pour  abréger  (')  : 

p(x  I  w)=  —   1   J U. 

W     \^     .       7C 

sin  —  (x  —  z) 
to 

(')  On  sait  que  Cauchy  désigne  par  la  notation 

£(9(*))  +  (*) 

la  somme  îles  résidus  de  l'expression  <p(z)ty(z)  relatifs  aux  points  singuliers 
à  distance  finie  de  la  fonction  y{z). 
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Si  o  <  w  <C  7)  l'intégrale  au  second  membre  de  l'équation  (17) 

représente  la  fonction 

G( x  |  a»)  —  p(x  |  w) 

dans   le   demi-plan  H(#)<6.    Si    o  >  to  >  —  ^.    cette    intégrale 

représente  encore  cette  fonction  dans  le  demi-plan  li(#)  >  &•  De 
ces  faits,  on  peut,  entre  aulns,  conclure  que  la  fonction  G  satis- 
fait à  la  relation 

G(x  —  10  |  —  ia)  =  G(x\w)  —  p(x\u>); 

p(x)  est  évidemment  une  fonction  périodique  (')  de  x,  qui  satis- 
fait à  la  relation 

p  (x  -+-  tu  I  to  )  =  —  p  (  x  I  10  ). 

Celte  fonction  peut  se  représenter  par  l'expression  suivante  : 

S=  +-30 

p(x  |  to)  =  a  liai    ^    (— 1)*  ç(a?-w<o)  e-*l(ar+" 

,S  =  —  00 

En  particulier,  on  a 

s  —  +  » 

si  cette  série  converge. 

Passons  à  la  fonction  F  et  remarquons  d'abord  que  f(x)  est 
une  fonction  non  uniforme  de  x.  Mais  en  fixant  les  branches  de 
celte  fonction  convenablement,  on  démontre  que  l'intégrale  au 
second  membre  de  l'équation  (18)  représente  la  fonction  F(.r|io) 

dans  le  demi-plan  11  (x)  >>  6,  si  o  <C o)<^ -r-  ■  Mais  si  o  >»  eu  > j-  > 

elle    représente    encore    la    même    fonction  dans   le    demi-plan 

*(ar)<ô. 

Posons,  pour  abréger  : 

ll(x  I  to)  =—  -i'B  -+-  T  (0(3)1-  cot  -  (z  —  x). 


(')   /.>(.r|to)    est   en    particulier  une    fonction    rationnelle   de  e   "'  ,    si   les    J3V 
sont  des  pôles  de  la  fonction  f(x) 


IQ2 
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Si  o<;  w  < -j- >  l'intégrale  au  second  membre  de  (18)  repré- 
sente la  fonction 

F(x\to)  —  n(x\io) 

dans  le  demi-plan  U(#)<6.  Mais  si  o  >  w  "^. -£  ,  cette  inté- 
grale représente  la  fonction 

V(x  |  to)  —  Il(>  |  w)  —  zr.iB 

dans  le  demi-plan  W  (x)  >>  b.  On  a  ainsi' réalisé  complètement  le 
prolongement  analytique  de  la  solution  Fi/jo)  et  l'on  concret 
de  ces  faits  quelle  satisfait  à  la  relation  suivante  : 

F(a?—  w|  —  w)  =  F(ar|w)  —  n(ar|to), 

qui  exprime  une  des  principales  propriétés  de  cette  fonction.  Au 
sujet  de  la  fonction  Y\x\ —  w),  on  peut  encore  remarquer  qu'elle 
se  représente,  pour  des  valeurs  positives  de  to,  par  l'expression 
suivante  : 


r  |  —  w  ) 


lim     w  V  -  (  x  —  s  w  j  <?    *i  '  -"*»  |5  —  /      z(  z)  e~r>:°-  dz 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  a  b.  Dans  le  second 
membre,  il  faut  intégrer  de  — x  jusqu'à  b  le  long  de  l'axe  réel, 
puis  de  b  jusqu'à  b  le  long  d'une  courbe  située  au-dessus  de  l'axe 
réel  et  laissant  tous  les  points  |3y  du  CÔté  droit  de  la  courbe,  et 
enfin  de  b  jusqu'à  a.  l\(x  |a>)  est  une  fonction  périodique  de  x  avec 
la  période  w.  Elle  est  égale  à 


Il  (a?  |  to  j  =  I  i  m 


.^  =  +  60 

/*  m.   i 

/  z  i  z.  i  e  ~r<z°  dz  —  u>   \     ç.l'r  +  sw)  g— TJ<  r+*w)> 


(  A  suivie.) 


CO.Ml'TBS  KENDUS  Et    \NALYSKS.  [g3 


COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES 


LE  CONGRÈS  INTERNATIONAL  DE  MATHÉMATIQUES 
DE  STRASBOI  RT,. 

{  n  Congrès  international  dç  mathématiques  s'esl  réuni  à 
Strasbourg  du  22  au  30  septembre  dernier.  Ce  Congrès  avait  été 
décidé  en  principe  .1  la  troisième  session  de  la  Conférence  inter- 
alliét  des  académies  scientifiques,  tenue  à  Bruxelles  en  juillet  1919. 

Des  invitations  personnelles  onl  été  lancées  .1 ois  de  décembre 

demiei  par  les  soins  du  Comité  national  français  de  Mathé- 
matiques, aux  avants  des  pays  allié  el  amis  Pouj  le  moment, 
nous  pensons  fairi  suffisamment  connaître  la  physionomie  de  cette 
réunion,  eirdonnanl  les  discours  prononcés  pai  M.Emile  Picard, 
président  du  Congrès,  .1  i;i  séanci  d'ouverture  et  à  la  séance  de 
clôture.  Cette  dernier»  fut  pn  idéi  par  M.  Vlapetite,  Commissaire 
général  delà  République  en  AlsaceT-Lorraine. 

Les  nombreuses  el  importantes  communications  entendues  au 
Congrès  paraîtront  dans  un  Ouvrage,  dont  nous  parlerons  ulté- 
rieurement. Nous  espérons  pouvoir  publier  "bientôt  ici  quelques-* 
unes  des  conférences  générales  qui  onl  été  butes. 

ajoutons  seulemenl  que.  outre  le  Commissaire  général, 
M.  le  Ministre  des  affaires  étrangères,  M.  le  Maire  et  M.  le  Président 
de  la  Chambre  de  Commerce  de  Strasbourg  se  sont  intéressés 
a  ce  premier  Congrès  scientifique  international  d'après-guerre. 
Il  en  a  été  de  même  de  plusieurs  sociétés  indus! rielles  el  financières 
d'Alsace-Lorraine  h  de  nombreux  particuliers  qui  avaient 
compris  l'importance  de  cette  manifestation  scientifique.  Leurs 
dons  généreux  ont  facilité  les  conditions  matérielles  du  Congrès, 
et  permettront  une  publication  d'un  grandintérêt  pour  les  sciences 
mathématiques. 

La  Rédaction. 

Bull,  des  Sciences  matke.ni.,  2'Jsérie,  t.  XLIV.  (Septembre  1920.)         ra 
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Allocution  de  M.  Emile  Picard. 

(Séance  d'ouverture.) 


Mesdames,    Messieurs, 

Au  nom  du  Comité  national  français  de  Mathématiques  et  du 
Comité  d'organisation  de  ce  Congrès,  je  remercie  M.  le  Commissaire 
général  d'avoir  bien  voulu  se  faire  représenter  à  cette  séance 
d'inauguration.  En  souhaitant  la  bienvenue  aux  amis  dé  notre 
pays,  qui  ont  répondu  à  notre  appel,  M.  le  Commissaire  général 
et  M.  le  Recteur  de  l'Université  ont  montré  L'intérêt  que  le 
Gouvernement  de  la  République  porte  aux  progrès  des  sciences. 
Quand  nous  vous  avons  proposé  dé  nous  reunir  a  Strasbourg, 
nous  avmis  pensé  rendre  hommage  à  la  noble  terre  d'Alsace, 
revenue  à  .cette  patrie  française,  à  laquelle  la  rattachent  ses 
antiques  origines  et  des  sympathies  restées  toujours  vivaces 
à  travers  les  péripéties  de  son  histoire*  Nous  avons  aussi  voulu 
honorer  l'Université  de  Strasbourg  qui,  depuis  le  xvie  siècle, 
a  compté  tani  de  maîtres  distingués.  Lés  hommes  éminents 
qui  v  enseignent  aujourd'hui  tiennent  dignement  le  rôle  que  leur 
imposent  les  tragiques  événements  de  ces  dernières  années,  en 
faisant  d'eux  les  pionniers  de  la  culture  généreuse  et  humaine 
que  fui  toujours  la  culture  française.  Nous  prions  le  Conseil  de 
l'Université  d'agréer  l'expression  de  notre  gratitude  pour  la 
gracieuse  hospitalité  qu'il  nous  offre  dans  ce  Palais..  Comment 
ne  pas  rappeler  en  ce  lieu  l'admirable  conduite  de  tant  de  maîtres 
de  notre  enseignement  dans  la  guerre  qui  vient  de  finir;  leur  foi 
patriotique  a  contribué  à  la  victoire  commune,  qui  nous  permet 
aujourd'hui  de  nous  réunir  dans  la  ville  de  Strasbourg.  Je  tiens 
à  saluer  particulièrement  l'un  des  plus  jeunes  maitres  de  cette 
Université,  qui  porte  sur  son  visage  les  traces  glorieuses  de  son 
héroïsme. 

Nous  sommes  aussi  très  reconnaissants  au  Comité  local,  formé 
de  professeurs  de  la  Faculté  des  Sciences,  qui,  sous  l'active 
direction  de  M.  Henri  Yillat,  a  eu  la  lourde  charge  de  régler  nos 
séances    et    d'organiser  les   réceptions    et   les    promenades,    dont 
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le  charme  tempérera  l'austérité  de  nos  travaux.  Nos  collègues  de 
Strasbourg  ont  considéré,  en  effet,  qu'ils  avaient  le  devoir  de  faire 
connaître  à  uns  hôtes  quelque  chose  de  cette  Alsace,  dont  le  nom 
est  devenu  un  symbole.  Nous  voulons  espérer  que  tous  les 
ressiste's  en  empoi  teroht  un  tou<  hant  souvenir. 

Il  m'esl  enfin  particulièrement  agréable  de  remercier  M.  le  Maire 
il  M.  le  Président  de  la  Chambre  de  Commerce  de  Strasbourg, 
ainsi  que  les  représentants  de  nombreuses  sociétés  alsaciennes 
il  autres  généreux  bienfaiteurs  de  ce  <  longrès,  donl  les  libéralités 
nous  sonl  extrêmement  précieuses  et  permettront  des  publications 
témoignant  de  l'activit<    icientifiqui   d<   cette  réunion. 

Dans  un  article  reçut,  plein  de  remarques  pénétrantes  sur 
l'enseignement  des  mathématiques  en  divers  pays,  un  professeur 
de  celte  l  niversité  évoquait  le  souvenir  de  deux  mathématiciens, 
qui  y  enseignèrent  jadis  :  Sarrus,  dont  le  nom  restera  dans 
l'histoire  du  calcul  îles  variations,  et  Arbogast  qui  apparaît 
comme  un  précurseur  du  Calcul  fonctionnel.  J'ajouterai  à  i 
deux  noms  de  mathématiciens  celui,  peut-être  inattendu,  dr 
Pasteur.  Le  jeune  savant,  qui  vint  ici  en  18'jr,  enseigner  la 
Chimie ,  ne  se  montrait-il  pas  alors  quelque  peu  géomètre.  Les 
Mémoires  célèbres  de  Pasteur  sur  l'hémiédrie  et  la  polarisation 
rotatdire,  qui  datent  de  cette  époque,  relèvent  de  la  Géométrie  : 
géométrie  bien  pittoresque  d'ailleurs,  où  certains  champignons 
microscopiques  se  montrent  habiles  mathématiciens,  puisqu'ils 
savent  distinguer,  pour  s  en  nourrir,  entre  un  cristal  droit  el  un 
cristal  gauchi  .  C'est  par  la  voie  de  la  Géométrie  que  Pasteur  est 
entre  dans  l'étude  des  fermentations.  Strasbourg  peut  être  lier 
d'avoir  compté  ce  grand  homme  parmi  ses  maîtres. 

Messieurs,  c  est  un  des  objets  des  Congrès,  comme  celui  que. 
nous  inaugurons  aujourd'hui,  d'établir  des  relations  personnelles 
entre  les  chercheurs  qui  cultivent  la  même  science  ou  des  sciences 
voisines,  ^près  l'effroyable  tourmente  de  ces  dernières  années, 
qui  a  rompu  tant  de  liens,  les  rapprochements  sont  nécessaires 
entre  savants  qui  s'estiment  et  qui.  sans  aucune  arrière-pensée. 
n'ont  d'autre  souci  que  le  culte  désintéressé  de  la  vérité.  Us  sont 
particulièrement  utiles  aux  mathématiciens  qui  ont  parfois  montré 
quelque  tendance  à  s'isoler  dans  des  parties  très  limitées  de  leur 
science.    De  larges   esquisses,    faisant,    connaître  l'état    actuel    de 
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quelques  grandes  questions,  doivent  être  un  des  attraits  de 
réunions  comme  la  nôtre,  et  peinent  exercer  la  plus  heureuse 
influence.  Les  mathématiciens  passent  quelquefois  pour  des 
personnages  un  peu  originaux,  ensevelis  dans  leurs  symboles 
et  perdus  dans  leurs  abstractions.  11  importe  que  le  public  cultivé, 
de  formation  parfois  trop  exclusivement  littéraire,  ait  une  opinion 
plus  juste  à  cet  égard.  Non,  la  Mathématique  n'est  pas  la  science 
étrange  et  mystérieuse  que  se  représentent  tant  de  gens;  elle  est 
une  pièce  essentielle  dans  l'édification  de  la  philosophie  naturelle. 

Toute  théorie  physique,  suffisamment  élaborée,  prend  néces- 
sairement une  forme  mathématique;  il  semble  que  les  actions 
et  réactions  entre  l'esprit  et  les  choses  ont  amené  peu  à  peu 
à  former  des  moules  où  peut,  partiellement  au  moins,  s'insérer 
le  réel.  Certes,  beaucoup  de  concepts  créés  par  les  mathéma- 
ticiens n'ont  pas  trouvé  encore  d'applications  dans  l'étude  des 
phénomènes  physiques,  mais  l'histoire  de  la  scienee  montre  qu'il 
serait  téméraire  d'affirmer  que  telle  ou  telle  notion  ne  sera  pas  un 
jour  utilisée.  Les  géomètres  aiment  à  rappeler  le  mot  du  grand 
mathématicien  Lagrange,  qui,  comparant  un  jour  les  Mathé- 
matiques à  un  animal  dont  on  mange  toutes  les  parties,  disait  : 
«  Les  Mathématiques  sont  comme  le  porc,  tout  en  est  bon.  » 

Le  métier  de  prophète  est  toujours  dangereux.  Ouelques-uns 
pensent  cependant  que  les  applications  des  mathématiques  seronl 
surtout  étudiées  dans  les  années  qui  vont  venir  cl  que  la  théorie 
pure  sera  quelque  peu  négligée  par  les  jeunes  générations. 
Le  temps  où  nous  vivons  devient  en  effel  singulièrement  dur  dans 
tous  les  domaines  pour  les  ouvriers  de  l'intelligence,  et  les  plus 
optimistes  se  demandent  parfois  avec  inquiétude  si  la  civilisation, 
telle  que  nous  sommes  habitués  à  l'envisager,  ne  va  pas  subir  une 
éclipse.  Aussi  ne  devons-nous  pas  nous  lasser  de  répéter  que  les 
spéculations  théoriques  sont  en  dernière  analyse  la  véritable 
source  de  tous  les  progrès  dans  les  sciences  appliquées.  Si,  par 
malheur,  la  recherche  désintéressée  cessait  d'être  possible,  le 
capital  scientifique  accumulé  dans  les  âges  antérieurs  s'épuiserait 
rapidement,  et  l'on  ne  continuerait  pas  longtemps  à  vivre  du 
parfum  d'un  vase  vide,  comme  disait  Renan  pour  un  autre  objet. 
Quoi  qu'il  advienne,  on  trouvera  toujours  parmi  les  mathéma- 
ticiens des  incorrigibles  idéalistes  qui,  semblables  à  la  femme  de 
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l'Evangile,  croiront  avoir  choisi  la  meilleure  pari  en  scrutant  les 
propriétés  de  l'espace  et  en  analysant  dans  ses  recoins  hjs  plus 
subtils  l'idée  de  fonction;  elle  ne  leur  sera  pas  ôtée.  C'est  dans 
l'espérance  que  les  mathématiques  pures  el  les  mathématiques 
appliquées  continueront  leur  collaboration  féconde,  que  nous 
commençons  les  travaux  de  ce  Congrès,  pu  de  très  nombreuses 
communications     nous     onl     été     promises,    et    où     d'éminents 

géomètres  \ Iront  bien  nous  faire  quelques  conférences  générales 

sur  les  progrès  et  les  tendances  <le  la  science  qui  nous  est  chère. 
C>ue  tous  ceux  qui  vont  ainsi  contribuer  à  l'éclat  de  cette  réunion 
veuillent  bien  recevoir  par  avance  les  remerciements  du  Comité 
d'organisation. 

Emile    Picard. 

Allocution  de  M.  Emile  Picard. 
(Séance  de  clôtura.) 

Monsieur   le   Commissaire   Général, 

Au  nom  des  congressistes,  je  remercie  le  Gouvernement. français 
dont  vous  êtes  ici  le  représentant,  de  l'intérêt  qu'il  a  pri-  à  cette 
réunion  internationale.  i\ous  sommes  heureux  de  saluer  dans  cette 
séance  de  clôture  l'administrateur  é minent  qui,  dans  sa  brillante 
carrière,  s'est  toujours  montré  à  la  hauteur  des  situations  les  plus 
délicates,  et  cpn  continue  dignement  ici  la  lâche  commencée  par 
son  illustre  prédécesseur,  que  la  confiance  du  Parlement,  et,  on 
peut  le  dire,  du  pays,  vient  d'élever  a  la  présidence  de  la 
République. 

Mesdames.    Messieurs. 

Quand  la  réunion,  à  Strasbourg,  d'un  Congrès  international  de 
Mathématiques  tut  définitivement  annoncée  au  mois  de  décembre 
dernier,  quelques  personnes  timorées  nous  représentèrent  que 
l'entreprise  était  prématurée.  La  question  était  cependant  loin 
d'être  nouvelle.  La  reprise  des  relations  internationales  avait  été 
étudiée   longuement    à   Londres    et   à   Paris,    en    octobre   et  no- 
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vembre  1918,  dans  deux  conférences  interacadémiques,  où  figu- 
raient des  représentants  des  puissances  alors  en  guerre  avec  les 
empires  centraux.  Dans  ces  réunions,  il  fut  insisté  fortement  sili- 
ce point  que  les  guerres  antérieures  n'avaientpas  détruit  la  mutuelle 
estime  des  savants  belligérants  les  uns  pour  les  autres,  et  que  la 
paix,  alors,  avait  pu  effacer,  après  peu  d'années,  les  traces  du 
passé.  «Mais  aujourd'hui»,  concluaient  à  l'unanimité  les  délégués 
des  pays  alliés,  «  les  conditions  sont  tout  autres.  Des  crimes  sans 
nom  vont  laisser  dans  l'histoire  des  nations  coupables  une  tache 
cjue  des  signatures  au  bas  d'un  traité  de  paix  ne  sauraient  laver. 
Aussi  devrons-nous  abandonner  les  anciennes  associations  inter- 
nationales et  en  créer  de  nouvelles  avec  le  concours  éventuel  des 
neutres.  »  Tels  sont  les  principes  qui  ont  guidé  les  décisions  prises 
d'abord  à  Londres  eL  à  Paris,  confirmées  et  précisées  dans  une 
nouvelle  conférence  tenue  à  Bruxelles,  Tannée  dernière.  Un 
Conseil  international  de  recherchés  lui  créé,  auquel  se  ratta- 
cheraient, par  l'adhésion  à  certaines  idées  générales,  mais  en 
gardant  une  large  indépendance,  des  Unions  internationales  se 
rapportant  aux  différents  ordres  de  sciences.  La  question  «les 
Congrès  internationaux  relèverait  de  l'Union  correspondante. 
Enfin,  les  nations  neutres  seraient  priées  d'adhérer  au  Conseil 
international  de  recherches  ainsi  qu'aux  diverses  Unions. 

Ce  programme  est  en  grande  partie  réalisé  aujourd'hui.  Nous 
avons  l'adhésion  d'un  grand  nombre  de  pays  au  Conseil  inler- 
national  de  recherches.  L'Union  astronomique,  l'Union  géodésique 
et  géophysique,  l'Union  chimique,  d'autres  encore,  enfin  l'Union 
mathématique  ont  été  fondées.  Nous  avons,  ici  même,  mercredi 
dernier,  prie  les  pavs  neutres  d'adhérer  à  cette  dernière  Union,  et 
nous  ne  doutons  pas  qu'ils  répondront  à  notre  appel.  C'est  confor- 
mément à  ce  plan  général  que  fût  Convoqué  le  Congrès  actuel, 
dont  j'ai  cru  devoir  vous  retracer  sommairement  la  genèse. 

Messieurs.  le  monde  de  1920  est  bien  différent  de  celui  du  début 
de  1914  et  il  est  peu  d'hommes  de  science  qui  soient  aujourd'hui 
disposés  à  s'isoler  dans  une  tour  d'ivoire;  quoique  savants,  nous 
restons  hommes.  \  ous  venez  de  voir  que  le  problème  des  relations 
internationales  a  été  repris  à  pied  d'oeuvre.  Dans  chaque  ordre 
de  sciences,  tout  Congrès  scientifique,  rattaché  au  Conseil  inter- 
national de  recherches,  et  qui  se  réunira  pour  la  première  fois  dans 
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les  années  prochaines  sera  essentiellement  nouveau  :  je  yeux  dire 
i|ii  il  ne  s'insérera  dans  aucune  suite  déjà  commencée. 

En  ce  <|ui  regarde,  spécialement  notre  Congrès,  nous  n'avons 
jamais  dissimulé  que  nous  entendions  lui  donner  une  signification 
particulière  en  le  réunissant  à  Strasbourg,  \uvsi.  avons-nous  été 
extrêmement  touchés  de  l'empressement  avec  lequel  nos  amis 
étrangers  mil  répondu  à  notre  appel,  arrivés  dans  cette  \ille.  ils  se 
sont  laissés,  comme  nous,  pénétrer  par  l'atmosphère  alsacienne,  el 
beaucoup,  j'en  suis  certain^  se  sont  livrés  à  des  réflexions  que. 
loin  d'ici,  ils  n'avaient  pas  été  amenés  à  faire.  Des  liens  plus  intimes 
ont  été  formés,  qui  resteront  précieux.  .Nous  continuerons  ainsi. 
entre  peuples  amis,  nos  travaux  scientifiques,  apportant  dans 
eette  collaboration  nus  qualités  diverses,  s;nis  qu'aucun  prétende 
exercer  une  insupportable  hégémonie,  et  s;ms  nous  soucier  de 
certaines  menaces,  qu'avec  une  impudeur  qui  ne  nous  étonne  pas, 
on  a  osé  proférer. 

Quant  à  certaines  relations  qui  ont  été  rompues  par  la  tragédie 
de  ces  dernières  années,  nos  successeurs  verront  si  un  temps 
suffisamment  long  et  un  repentir  sincère  pourront  permettre  de 
les  reprendre  un  jour,  et  si  ceux  qui  se  sont  exclus  du  concert 
des  nations  civilisées  sont  dignes  d'y  rentrer.  Pour  nous,  trop 
proches  des  événements,  nous  faisons  encore  nôtre  la  belle 
parole  du  cardinal  Mercier,  d'après  laquelle  ci  pardonner  à  cer- 
tains crimes,  c'est  s'en  faire  le  complu 

A  tout  point  de  vue,  le  Congrès  qui  va  se  terminer  a  réussi  au 
delà  de  nos  espérances.  Nos  diverses  sections  ont  entendu  des 
communications  de  haute  importance,  et  les  conférences  générales 
qui  nous  ont  été  faites  ont  été  très  brillantes.  Les  sujets  les  plus 
variés  d'analyse,  de  géométrie,  de  mécanique  et  de  physique 
mathématique,  ainsi  que  des  questions  intéressant  l'enseignement 
et  l'histoire  des  sciences,  ont  été  abordes.  La  théorie  de  la  rela- 
tivité, si  à  la  mode  aujourd'hui,  ne  pouvait  manquer  de.  taire 
lobjet  de  quelques  discussions.  Certains  ne  peusent  parler  sans 
passion  de  cette  théorie  qui  est  devenue,  pour  eux.  comme  une 
sorte  de  religion.  L'avenir  dira  si  la  théorie  générale  delà  relativité 
est  autre  chose  qu'une  construction  purement  formelle  et  mathé- 
matique, ou  bien  si  les  psychologues  ont  raison,  qui  considèrent 
que  des  hypothèses,  incapables  d'être  saisies  par  l'intuition,  ne  sont 
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pas  susceptibles  d'être  à  la  base  d'une  explication  du  monde 
physique.  Une  conséquence  de  la  théorie  peut  cependant  nous 
intéresser  ici,  c'est  qu'on  vieillit  moins  vite  quand  on  se  déplace 
rapidement.  Il  psi  donc  bon  de  beaucoup  vpyager,  résultai  propice 
au  succès  des  Congrès  internationaux. 

Il  ne  me  reste  qu'un  devoir  agréable  à  remplir.  J'ai  déjà 
remercié  par  avance,  dans  l;i  séance  d'inauguration,  quelques-uns 
des  organisateurs  de  ce  Congrès,  en  particulier  les  membres  du 
Comité  local  el  son  infatigable  président,  M.  Henri  Yillat.  Je  veux 
aujourd'hui,  en  terminant,  dire  la  gratitude  de  tous  à  celui  qui  tut 
l'ouvrier  de  la  première  lieure.  à  noire  dévoué  Secrétaire  général, 
M.  Gabriel  K.œnigs.  Il  n'a  jamais  douté  du  succès  :  qu'il  soit  à 
l'honneur,  après  avoir  été  à  la  peine. 

Emile   Picard. 
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SUR  L'ÉTAT  ACTUEL  DE  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS 
AUX  DIFFÉRENCES  FINIES 

i  suite  et  fin  )  ; 

Par  M.  N. -V..  NuHLI  M). 


Reprenons  le*-  quatre  séries  de  puissances  (i4)-  Npus  venons  de 
voir  que  les  fonctions  C  el  F  admettent  une  infinité  de  points 
singuliers  au  voisinage  du  point  oj  =  o.  Les  quatre  séries  divergent 
donc.  Mais  en  considérant  <o  comme  la  variable,  on  démontre  que 
la  série  (i4)?  Par  exemple,  représente  asymptotiquement  la  fonc- 
tion G(#|to)  d'une  part  dans  L'angle  -  >argio2  —  -,  pourvu  que 
tl(a?)  >  6,  et  d'autre  part,  dans  l'angle  —  =argoj  ='->  pourvu  que 

Xi(oc)^b.  Mais  cette  série  représente  asymptotiquement  la  fonc- 
tion ^ 

Q(x  |  u>)  —  p(a- 1  a»)  =  G(x  —  w  |  —  u), 
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d'une  pari,   dans  l'angle  -  ^àrg to>—  -,  si  11 (x)  S  b,  et,  d'autre 

part,  dans  l'angle  —  ^ argto ^  -,  si  tt (a?)  >•  />. 

De  même  on  démontre  que  la  série  !  i  \ ')  représente  asymptoti- 

quement,  dans  l'angle  -  ^argto>  —  -,  la  f onction  F  (  x  |to),  pourvu 

que  X\(x)  >-  f>.  mais  elle  représente  la  fonction 

F(a?|w)—  n(.r|w), 
\ 
siliur)     b.   La  même  série  représente   asymptotiquement,  dans 

l'angle  —  ^argeo>  -  ,  la  fonction  F(ipjto),  si  H(#)  _,  b.  el  la  fonc- 
tion 

F(a?|  uj)-t-n(j7|  —  10  ). 

si  \\\x)  >&.  Si  les  points  singuliers  $v  de  la  fonction  cp(#)  sont 
des  pôles,  on  démontre  qu'on  a,  quel  que  soit  l'entier  m, 

lim  tu-"'  p(x  |  w)  =  o, 

to=0 

lim  ti>-  "» f  k (a?  |  w )  -h  c ]  =  o. 

(o  =  0 

c.j  tendant  vers  zéro  le  long  d'un  rayon  vecteur  différent  de  vec- 
teurs singuliers,  c  est  une  constante  qui  passe  d'une  \aleur  à  une 
autre  quand  l'argument  de  w  change. 

On  en  conclut  que  la  série  (i4)  représente  asymptotiquement 
la  fonction  G(#|to)  sur  tout  rayon  vecteur  différent  des  //  sec- 
teurs singuliers. 

I 

Supposons,   pour  fixer  le>   idées,   que  11  i  ./  i  >  b  et  que  les  [},, 

soient  rangés  de  sorte  que 

arg(Pv+.,  —  ,r)I:arg((âv—  x)         (v  =l,  2,  .  ..,  n  —  l). 

Soit  Bt.  le  résidu  de\la  fonction  id(x)  dans  le  point  (i„.  Alors  la 
série  (14")  représente  asymptotiquement  la  fonction 

p 
F(*|u,)-2-<]£bv 
v=l 

dans  l'angle 

ai  g(  !>+,—  x)  >  argw  . :  ■  arg(^p—  x  ). 

La  valeur  asymptotique  de  la   fonction  F(xjto')   fait  donc  un 
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saut  brusque  quand  w  franchil  un  des  vecteurs  singuliers.  Ce  saut 

brusque  est  égal  à   une  des  périodes  de  l'intégrale    /     s(x)dx. 
On  a  donc,  en  particulier, 

lim  G(  x  |  oj  i  =  s  (  x), 


1  i  m  F  (  x 


I  »)  =  /     <t 


[x)  dx, 


w  tendant  vers  zéro  le  long  d'un  rayon  vecteur  quelconque  diffé- 
rent des  vecteurs  singuliers.  Mais  la  détermination  qu'il  faut  choisir 
de  l'intégrale  au  second  membre  change  avec  l'argument  de  w. 

7.  Je  vais  encore  signaler  quelques  autres  développements  qui 
sont  très  remarquables.  Soit  o  <  eu-  -j- "et  supposons  que  »(#) 
satisfasse  aux  conditions  du  paragraphe  5.  On  démontre  que 


°(-  ï)      =1'-"'")' 


1-3.5, . .(a  s 


A*  ©(a?), 


X^  ,    /  w  \ i-  i  •  3 .  5 .  .  .  (  ■?.  s  -+-  i  ; 


\   2 


(  5  +  1  )  ! 


A*o(a;). 


La     première    de    ces    séries     converge    dans    le    demi-plan 
i\(x)>b et     la     seconde     converge     dans     le     demi-plan 

U(#)  >•  b  H .  On  a  encore 

Ç>(X\  u>)  =  V  (—  iW  —  )    A*<p(#), 

*  =  u 

e£  ce//e  série  converge  pour  toute  râleur  de  x  qui  n'est  pas  un 
point  singulier  de  la  fonction  G(x\tû).  En  prisant 

fi  x  i  =   /     sp(a?)  efo, 
on  démontre  de  même  que 


Fi  x  j  co)  ="V 


(— l)4 


—    S 

5  =  0 


Q)*A*/(;r). 


Ftx  —  w  |  ojj  =  V  (_  i)sw*A*/(a;  |  (  i 


7 
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La  première  de  ces  séries  converge  dans  le  demi-plan  ti  (  .r  >  h 
el  la  seconde  converge  si  U(#)       b-\  w. 

8.  Pour  la  recherche  effective  <  l«s  fonctions  F  et  G,  on  a  souvent 
besoin  d'un  procédé  de  sommation  par  parties  qui  permel  de 
transformer  une  somme  en  une  autre.  Soienl  o(x)  el  <l(x)  deux 
fonctions  qui  satisfont  à  l'une  ou  l'autre  des  conditions  précé- 
dentes, on  démontre  que 

Szi.c  i  V"  <h ,  x  )  \.<  =  (—  i)«  (  -  )    C  ty(x  ■+■  n  <;  i  y<-.<  x  i  V.r 

"  — I 

On  peul  donc  ramener  l'une  à  l'autre  ces  deux  sommes.  Posons 
en  particulier  a>  =  i  el  'il  /  i  =  <t' '.  d  vienl 

"  -  - 1 

S  =  0 

On  trouve  de  même 

S".  |  X  ,  A"  <L  I  x  )  Sx  =    (  -    )      U(l+   ft  Cu  )  V"  y  (  X  )  V  /• 
n  —  1 

—  V  (-}     1V*<p(a?)AB-s-J'«Kar-K«w), 

-u 
1  I 

Sr?(x)±"<l(x  )  lr  =  (  —  n"  V  A"çi  .nii.r+/iaj  )_Lr 

n  — 1 

-+-  N    (-ir'As:i.r) A"^'-'  'i(.r  +  sw)  +  c, 

>™^  (■>  (U 

- 
c  étant  une  constante.  En  posant,  en  particulier,  <l  < ./  i  =  rtx.  il  vient 

5  =  0 

r  n  —  1  ,r 
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Ces  relations  peuvent  rendre  des  services  considérables  dans 
l'étude  des  fonctions  F  et  G. 

9.  On  peut  étendre  une  partie  des  résultats  précédents  à  des 
équations  d'ordre  quelconque.  Soient  «o,,  Wj.,  o)3,  ...  des  nombres 
positifs  quelconques.   La  différence  d'ordre   n  est,  par  définition, 

égalé  à 

A»    F(x)  =  A  I        A"-'  F(x)  I. 

(d,  ...b)n  (!)„[()),    .  .ii>„_, 

Posons  de  même 

V"    F(a?)  =  V  [        V"    '  F(ar)  j. 

Il),  ...  Il) „  O),,  I    (i),  .  .  .  Ii)„      ,  j 

Pour  abréger,  j'écris  quelquefois  A"  au  lieu  de    A".   Considérons 
les  équations 
(igj  A"    Fi»  =  <p(a?), 

Il),  . . .  u>„ 

(20)  V"    G(a?)  =  <p(ar). 

Supposons  que  'f(^),  pour  J?^a,  admette  une  dérivée  con- 
tinue d'un  certain  ordre,  soit  d'ordre  m-f-i,  telle  que 

(21)  lim  x"-*--  ç  '"-+-!'(  x  1  =  o. 

Posons  iî  =  s,  oJ|  -f-52w2  ...  +$7,0),,  et  considérons  la  série 

.,«  V  (_  ,  ,.*,-*-.<,+...-(->■„  ?(a;  -f-  û)  e-ïltan-Q), 

où  la  sommation  est  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  non 
négatives  de  5,,  s2,  •  •  «i  •$«•  Cette  série  converge  pour  toute  valeur 
positive  de  r\  et  elle  tend  uniformément  vers  une  limite,  quand  le 
nombre  i\  le-nd  vers  zéro.  Cette  limite  représente  une  fonction 
continue  de  x  et  des  co/,  soit  G,t(x  |  te,,  io2,  ....  co,/).  qui  satisfait  à 
l'équation  (20).  Par  analogie  avec  ce  qui  précède,  nous  désigne- 
rons encore  la  limite  susdite  par  le  symbole 

Gn(x\  Wi,  co2,  . ...  u>„)  =  K  y(x)     V"    x. 
**J  <»i .. .  M, 

Soient  E{"\x)  les  polynômes  d'Euler,  c'est-à-dire  les  polynômes 
qui  satisfont  à  l'équation 

V"    E'.;r'{x)  =  x». 
w, . ..  w. 
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On  démontre  que 

E;"'(z-)=  C^'      V»    ar. 

Soit  E1"'  uni  fonction  qui  satisfait  a  l'équation 

V"    &\?\x)  =  o 

ro,  . . .  a>„ 

et  qui  est  égale  au  polynôme  d'Euler  E'"'^)  dans  I  intervalle 

O  "k  x  <  (01  ■+"  '"2  -(-...-H  W„. 

Soit  />  un  nombre  quelconque  dans  cet  intervalle.  On  démontre 
que  la  fonction  G«  admel  un  développement  de  la  forme 

i„)    ^(.  +  *,_2^T«(-)+/".4E^FÛ»^'.'(.+«)A 

v  =  o 

Soient,  B[f'(d5)  les    polynômes  de   Bernoulli   (')   et   considérons 
l'expression 

J„  <n  —  i)\       ' 

-r-  i  —  ii '<  oj,  u>2  .  .  .  «.} ,t  >    -r  (  .r  -h  Q  i  e-1  -;-  +  -J  , 

la  sommation  étant  étendue  a  toutes  les  valeurs  entières  non  ni  ga 
tives  des  st\  Cette  expression  a  un  sens  pour  toute  valeur  positive 
de  r^;  quand  r,  tend  vers  zéro,  elle  tend   uniformément  vers   une 
limite  et  donne  ainsi  naissance  à  une  fonction  continue  de  x  et 

des  to/,  soit  F/i(#  |  fo,,  to2 wn).  Par  définition,  cette  fonction 

sera  la  solution  principale  de  l'équation  (19).   Nous  désignerons 
encore  la  limite  de  l'expression  (a3)  par  le  symbole 

X 

(•24)  F„(a?|  («>!,  w2,  ...,  10,,  )  =  V  <?(z)      A"    s. 

On  démontre  aisément  qu'on  a,  si  e_/j, 

X 

p,;/'  (  se )  =  v(v  —  1)  . . .  (v  —  n  -+- 1)  V  a?v-«      A"    a:. 

"-'  '". ...  <■>« 


(')   KojV  au  sujet  de  ces  polynômes  quatre  Notes  clans  les  Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  16'.),  1919,  p.  166,  221,  5im,  60s. 
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Cela  posé,  soit  Bl™(x)  une  fonction  qui  satisfait  à  l'équation 

A"    B^V^)  =  o, 

Wj...<0„ 

et  qui  est  égale  au  polvnonie  de  Bernoulli  dans  l'intervalle 

0      .r  <  ojt  •+- (o2H-.  .  .-H  (»„. 

Posons,  pour  abréger, 

La  fonction  F„(aj)  admel  un  développement  de  la  forme 

—       vl  J  (W-T-/IJ! 

v=o 

Quand  on  fait  tendre  /?*  vers  l'infini,  les  séries  (22)  et  (25) 
divergeront  en  général,  mais  elles  possèdent  la  même  propriété 
que  les  séries  (  1 4),  elles  représentent  asvmptotiquement  les  fonc- 
tions G/t  et  F,(  pour  des  valeurs  positives  et  très  petites  des  to;. 
D'autre  part,  en  laissant  les  iot  fixés,  on  démontre  que  les  termes 
restes  tendent  vers  zéro  quand  X  augmente  indéfiniment.  Un  voit 
donc  immédiatement,  a  l'aide  des  deux  séries,  comment  se  com- 
portent les  fonctions  Fn(x)  el  G„i.r)  pour  des  valeurs  positives 
et  très  grandes  de  x. 

Gn  et  F„  sont  des  loin  lions  symétriques  de  w,.  wa w„  et 

il  y  a  entre  ces  fonctions  un  grand  nombre  de  relations  qui  sont 
assez  remarquables.  On  a  d'abord 

VGn(x  |  wh  w2,  . . .,  w„)  =  Gn-t(x\uii,  . .  .,  (iin-i), 
A  Fn(x  |  ui!,  w2 <■•>„,)  =  F„-i(x  |  w,,  ....  a.,,-,  ). 

Inversement,  on  démontre  que  : 

JsJ      C  ç(xil"x     A/>or=  C  ç( x)  \»+Px  ■+■  g <>), 
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q{x)  étant  un  polynôme  d'ordre  />  —  1.  Quand  un  ou  plusieurs 
des  o)2-  tendent  vers  zéro,  les  fonctions  Gn  et  F„  tendent  vers  des 
limites  finies.  On  a.  par  exemple, 

lim  Gn(r  |  ai],  w2.  .  .  .,  01  „  1  =  Gn-t(x  |  10,,  . . .,  ù«_i), 

O)„=:0 

.1  .1 

lim     V:i.nA"r-U      /      ;(  c  irf;  Li"    'j. 
w„=flk.'    '  ■  fi),  U)  I    .  f  Im, 

/1  a 

Quand  mi  l.iii  tendre  tous  les  <•>,•  vers  zéro,  «m  trouve 

lim  V  -r(  x)  V"./  =  ip(ar), 

Srx  ( t  —  -  )■■'— ' 
„>  .  '        (  /i  —  1)  !    ' 


10.    Soient  m,.   /W2,   fftj,    ...    des  entiers   positifs  quelconques. 

Remplaçons,  dans  l'expression  1  2  "i  1.  a    par  .r  H — ! — -1  -4-. .  .-\ — ^—2 
1  *  '  m,  m„ 

et  donnons  aux  s,-  les  valeurs  o,  1 ///,--  [.  En  ajoutant  ensemble 

toutes  les  équations  ;iin>i  obtenues  el  en  faisant  ensuite  tendre  r\ 

vers  zéro,  on  trouve  la  relation  remarquable  suivante  : 

m  „  —  I  m,  —  1     ;«,  —  I 

(27J       7.V    7,        7     ^«     -rn 1 H.. .H eu,,  w 

_•  _•       —  m,  m2  /»„ 

=  m,  m-,  .  .  .  rnn  F„  (x    —  ,  — ,  •  •  • ,  —     • 
De  la  même  manière,  un  démontre  que 


) 


Sn'->n 


m,         m, 


Sn=0  S,=0 


a>i,io2,  ....  '•>„ 


Gn(ô 


211     'lll 
nti     m- 


inn) 


m,  m2 mn  étant  des  entiers  positifs  impairs,  et  que 

m  „  —  1         nt  1  —  1 


V  ...  y  (_  lyl+si+...+snpn{x 


.S  i(0!  S2102 


yn<»ll 


/» 


/»-, 


/?; 


OJj,  OJ2- 


»») 


/— 1    ,"  n'     /  W]         0J2  01„ 

=       I      Mi(l»,...U)/1Q„U      —,    ,    •  •  •   ,    

\     2     /  \  ffl|        /?i2  "t/i/ 
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m,,  /w2>  •  ••,  rtia  étant  des  entiers  positifs  pairs  quelconques.  Si 

tous  les  m  se  réduisent  à  2,  il  vient 

.    V"       F„(a?|20)1,  2ti)s,  ...,  2u>B)  =  F„(a?|u)1,  w2,  ...,  M»), 

Are       Fn(x  I  aw,,  >u>2,  . .  .,  2M»)  =  G„(;r  |  w,,  oj2,  .  •  • ,  w,;  ). 

Il),,  O),.  ...,  0)n 

En  divisant  les  deux  membres  de  l'équation  (27)  par 
m,  w2  •••  i^n  «"1  en  faisant  ensuite  tendre  les  ni  vers  1  infini. 
on  Irouve,  en  tenanl  compte  de  l'équation  (26}, 

J'     dtn...    f     Fw(a?-4-  ioi/1--Hoj2/iî-H...H-  io„tn  |  w,,  w2.  ...,  wH)dtl=fix). 

On  a  de  même 

/rf*,,...   /     Fré(a?-t-u)i*i  -+-  uj*8  -+-  . . ..+  (■>» <j»|a<i>i,  au)»>  •  ••»  ,w»)^i 
«Al 

=  $/<*-,  v>. 

kJ  u>, 

11.  Nous  avons  défini  les  fonctions  F„  et  Gn  à  l'aide  de  cer- 
taines séries  généralement  divergentes.  Cette  définition  a  l'avan- 
tage de  pouvoir  servir  dans  des  cas  assez  étendus.  Mais  quand  'f(x) 
satisfait  à  la  condition  (21),  on  peut,  des  séries  divergentes,  en 
déduire  d'autres  qui  convergent.  En  effet,  soit  ;*le  plus  petit  entier 

positif,  tel  que 

lira  z'r'(x  )  =  o. 


Posons 


7—1 


p(x)=  2é  — 7i — t   (x)> 


V  .=  0 


^  b<;»(à) 


>(*)  =  2  =^p>(*). 


On  a  les  deux  développements  suivants  : 

GB(a?-+-  A)  =/>(»)  + 2"  V  (—  1  )*•+*,+•.. -w„r«p  (a:  +  fc  +  û)-  V''/»(a:+iï)L 
Fw(a;4- &)  =  ?(£) -h  (—i)ww,  ...  w„V      |>(a?-+-  A  +  û)-  Â»gr(ar-t-Q)l, 

les  sommations  étant  étendues  à  toutes  les  valeurs  entières   non 
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ûégatives  des  .i£.  Il  convient  de  remarquer  que  ces  séries  ne  s.onl 
pas.  en  général,  absolument  convergentes.  Nous  avons  choisi 
l'entier  r  aussi  petit  que  possible  pour  donner  aux  séries  la  terme 
la  plus  simple  :  mais  en  augmentant  la  valeur  de  /'.  on  peut  souvent 
augmenter  la  rapidité  de  la  convergence  et,  pour  une  certaine* 
valeur  de  /.  on  arrive  à  une  série  absolument  convergente. 

Le  dernier  résultat  peul  aussi  s'énoncer  comme  il  smi  :       La 
ton  ci  ion  <  \„  1  ./■  -  •-  h  1  est  égale  à  la  limite  de  I  expression 


p  |  x  1  + 


V 


il)  —   V"/x  x 


quand   les  entiers   impairs  ni/    tendent   vers  l'infini.   La   fonction 
F/i<  x-\-  h)  est  égale  à  la  limite  de  l'expression 


g(x)  +  (  —  \  )'*W|toa 


v...v„ 


r-~  // 


m  x  ni 


>nn  A"  1/1  x) 


quand  les  entiers  positifs  ///,  tendent  vers  I  infini.    » 

l!2.  Après  avoir  fait  l'élude  complète  des  équations  dont  nous 
venons  de  parler,  ou  peut  aborder  avec  fruit  la  théorie  générale 
des  équations  aux  différences  finies.  Mais  celle  recherche  se  fait 
encore,  en  grande  partie,  attendre.  On  s'est  borrfé,  jusqu'ici,  à 
certains  cas  particuliers.  Nous  allons  rendre  compte  de  ceux 
qui  sont  les  plus  importants.  Soil  donnée  une  transformation 
birationnelle 

Zi=  Ri(jru  y y»i)       (î'  =  ï,  2, ...,  /n  », 

relative  à  m  lettres  n  •  ,>•> t„,  el  admettant  le  point  double 

yt  =  y2  =...  =  )-,„=:  o.    M.    Picard    (')  a    démontre    l'existence 
d'un  système  de  solutions  f  l  x  |  des  équations  aux  différences  finies 

(1)    ft(x  4-  a»)  =  R,  [/,  1  a?),  fi  (x) /,„  (a?)]         (  i  =  1,  2 m), 

tu  étant  un  nombre  positif.   Ces  solutions  admettent,  en  outre,  la. 


(')  C.  R.  Acad.  Se,  t.  86,  1878.    p.  657-66b:    t.    117.  1893,  p.   'f  T  *  4  -  *  >  ;  t.   123, 
t.896,    p.    io35-io37;    Acta     math..    I.    XVIII,    1894,     p.     1 33- 1 54  ;    '•     XX11I,    1900 
.    333-337;  Ann.  Le.  -Xorni.,  3e  série,  t.  XXX,   igi3j  p.   ?  '(7-  •.")!. 

Rail,  des  Sciences  mathém.,  î"  série,  t.  XLIV.  (Septembre  1920.)        i3 
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période  2~i  et  elles  sont  uniformes  el  méromorphes  dans  toul  le 
plan.  La  démonstration  repose  sur  la  belle  méthode  des  approxi- 
mations successives.  Ces  transcendantes  de  M.  Picard  sont  très 
intéressantes.  Une  classe  de  fonctions  analogues,  mais  plus  parti- 
culières, a  été  étudiée  par  E.-E.  Levi(').  Il  y'  aurait  intérêt  à 
poursuivre  la  voje  ouverte  par  M.  Picard,  sa  démonstration  peut, 
avec  des  modifications  convenables,  s'étendre  à  bien  d'autres  cas. 
M.  Horn  l'a  fait  voir  récemment  dans  plusieurs  travaux.  Cet  auteur 
s'occupe  (  -  )  d'abord  d'un  système  d'équations  de  la  forme 

fi(z--hi)  =  x*Gt[&,fi(a;),Ma:),  ...,fin(x)\        (i  =  i ,  2,  . . ,,  m  l, 

k  étant  un  entier  non  négatif,  les  Gi(#,  yt,  j2î  •••,rw)  étant 
des.  fonctions  holomorphes  au  voisinage  du  point  x  —  oo, 
y,=j-2=  :  ..  =ym=  o  et  s'annulant  dans  ce  point.  En  se  bor- 
nant au  cas  où  la  variable  x  est  1111  entier,  AI.  Horn  détermine 
par  des  approximations  successives  les  solutions^- (x)  cpii  tendent 
vers  zéro  quand  x  augmente  indéfiniment  et  il  fait  voir  comment 
ces  solutions  se  comportent  pour  des  valeurs  très  grandes  de 
l'entier  x.  En  considérant  x  comme  une  variable  complexe, 
Al.  Horn  (  3)  démontre  ensuite  l'existence  d'une  solution  analy- 
tique de  l'équation 

/(*+'i)_=a/(ar)-t- G  [*,/(*)], 

pourvu  que  ja|^i.  M.  Horn  ("')  s'est  occupé  aussi  d'équations  de 

la  forme 

a:  A/(a?)=  G  [>,/(*)] 

en  les  reportant  à  des  équations  intégrales  non  linéaires.  Ces 
équations  aux  différences  sont  analogues  à  une  équation  différen- 
tielle envisagée  par  Briot,  Bouquet,  Poincaré  et  M.  Picard. 

13.    Dans  l'étude  de   imites  ces  équations,    on  n'a  fait  que  le 
premier  pas.  Mais  il  y  en  a  d'autres  dont   la  théorie  est  beaucoup 

(')  Ann.  Mat.  pur  a  ed  appl.,  3e  surir,  t.  XIV,  1907,  p.  f»3.  On  peut  citer  aussi 
un  Mémoire  de  M.  Lallès  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse, 3e  série,  t.  III.  1912,  p.  70-1 24. 

(2)  J.  reine  angew.  Math.,  t.  CXLI.  1912,  p.  182-216. 

(3)  Jahresb.  deulsch.  Math. -Ver.,  t.  XXVI,   191 7,  p.  23o-25i. 
(')Math.  Z.,  t.  I,  1918,  p.  80-114. 
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I >  1 1 j  —  avancée.  Ce  sonl  les  équations  linéaires.  Ou  remplirait  un 
volume  en  parlant  de  toul  ce  qui  a  été  fail  mu- ce  sujet.  Je  me 
place  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonction?  ei  je  ne  parlerai 
pas  des  théories  formelles  el  «le-  analogies  avec  tes  équations  algé- 
briques et  les  équations  différentielles.  Ces  théories  onl  été  déve- 
loppées surtoul  par  MM.  Pincherle,  Wallenberg  el  Guldberg  el 
les  deux  derniers  auteurs  les  onl  exposées  d'une  manière  excellente 
dans  un  Ouvrage  récent  :  Théorie  der  lineaten  Differenzen- 
gleichungen.  Je  peux  donc  me  borner  aux  travaux  qui  se  rap- 
portent à  la  théorie  des  fonctions. 

Taylor,  Lagrange  el  Laplace  furent  les  ouvriers  de  la  première 
heure.  Lagrange  résolut  le  problème  des  suites  récurrentes  el  il 
appliqua  aux  équations  aux  différences  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes.  Laplace  créa  la  théorie  des  fonctions  génératrices 
et  inventa  la  transformation  qui  porte  son  nom  el  au  sujet  de 
laquelle  M.  Pincherle  a  fait   d'intéressantes  remarques. 

Ln  résultat  essentiel  a  été  obtenu  par  Poincaré  i  '  i.  Soil  une 
équation  linéaire  de  la  fortne  suivante  : 

/V  't  >f<n  i  —  /> ! <  n  i/i  n  —  i  ■  -+-...+  p.,    ,  ■  h  i/i  n  -t-  k  —  i)  ■+■/(  n  -k-./c)  —  o, 

la  variable  n  élanl  un  entier,  les  coefficients  pi(n)  étanl  des 
fonctions  qui  tendent  vers  'les  limites  finies  A,  quand  n  augmente 
indéfiniment.  Envisageons  l'équation  caractéristique 

V  A,*'  =  o, 

et  supposons  que  les  racines  %i  de  celle  équation  -ment  telles  que 

il>l*s  !>•••>  1**1- 

■ ,  •        .  i  •                   i                / 1  ii  —  ii       î  i  •    • 

roincare  démontre  que  le  rapport* — -r, tend  vers  une  limite 

1  ■  '  /(«) 

quand  n  augmente  indéfiniment.  (Jette  limite  est,  en  général, 
égale  à  a,,  mais  pour  certaine-  solutions  particulières  la  limite 
esl  égale  à  une  des  autres  racines.  Ce  théorème  de  Poincaré  a  été 

(')  Amer.  J.  Math.  t.  Vit.  r.885,  p.  ao3-2&8.N 
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complété  par  MM.  Pincherle  ('),  Horn,  Perron.(2),  Ford  (3),  Erb 
et  autres  (M.  M.  Horn  (s)  a  obtenu  des  séries  divergentes  qui 
représentent  asymptotiquement  les  solutions  pour  des  valeurs 
positives  et  très  grandes  de  l'entier  «.'M.  Perron  (°)  s'occupe 
en  particulier  du  cas  où  l'équation  caractéristique  a  deux  racines 
égales  et  il  démontre  entre  autres  ce  qui  suit.  Si,  dans  l'équation 

\\fui)  -p\(n)kf(n)-hp0(n)f(n), 

les  coefficients  p0[>>)  elpt(n)  restent  non  négatifs  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  n  et  tendent  vers  zéro  quand  n  augmente  indé- 
finiment, on  peut  affirmer  que 


pourvu  que  fin)  ne  s'annule  pas  pour  toutes  les  valeurs  positives 
et  très  grandes  de  n.  Le  théorème  de  Poinçaré  a  été  ('tendu  à  des 
systèmes  d'équations  linéaires  par  MM.  Van  A  leek  (7)  et 
Perron  (8). 

14.    Je   me    suis  occupé     (°)    des    solutions     analytiques    d'une 
équation  de  la  (orme 

i  2  |  N    /;/l  .,■  ,  /',  x  +  i)  =  o, 


(')  Acta  math.,  t.  XVI,  i8p3,  p.  3 ', i-3G ï  ;  Rom.  Ace.  L.  L'end.,  5e  série,  t.  VU, 
1898,  p.  23o-234. 

{■)  J.  reine  angeiv.  Math.,  t.  136,  1909,  p.  17-18;  Acta  math.,  t.  XXXIV, 
1910,  p.  109-137;  Jahresb.  deutsch.  Math.-l'cr.,  t.  \I\,  1910,  p.  129-1.37. 

(  j  [nu.  Mat.  pura  ed  appl.,  3°  série,  l.  XIII.  1907,  p.  a63-328;  Traits.  Amer. 
Math.  Soc  t.  X,  1909,  p.  3i'g  336. 

(4)  Voir,  par  exemple  mon  Mémoire  clans  les  Acta  malhematica.  L.  XXXIV, 
1910,  p.  1-108.  < 

I  ')  Math.  \nn..  1.  LUI.  1900,  p.  177-192;  /.  reine  angew.  Math.,  t.  138.  1910, 
p.  1 09- 1 <  1 1 . 

(6)  Sitzungsb.  Akad.  Heidelberg,  1917.  n°  17. 

("')   Trans.   Amer.  Math.  Soc.,  t.  XIII,  1912,  p.  342-35a. 

(8)  /.  reine  angew.  Math.,  t.  1 17,  1917,  p.  36-53. 

(9)  Thèse  (en  danois),  Copenhague;  C.  R.  Acad.  Se.,  t.  147,  1908,  p.  585-587; 
t.  149,  1909,  p.  84i-S43;  t.  155,  1912,  p.  1480-1487;  t.  156,  1913,  p.  5i-53;  \cla 
math.,  t.  XXXIV,  1907,  p.  1-108;  t.  XL,  1910,  p.  191-249;  Mem.  Acad.  Co- 
penhague, 7e  série,  t.  VI.  191 1.  n"  8;  /.  Math,  pures  et  appl.,  6'  série,  l.  IX, 
191  ;.  fi.  77  88. 
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en  considérante  comme  une  variable  complexe.  On  peul  résoudre 
complètement  cette  équation  à  l'aide  d'une  classe  de  transcen- 
dantes nouyelles  qui  ne  sont  pas  sans  intérêt.  Remarquons  d'abord 
que  la  série  de  puissances  qui  a  rendu  de  grands  services  dans  La 
théorie  des  équations  différentielles  se  prête  mal  a  l'étude  des 
solutinu-  des  équations  aux  différences  Unies  (■).  L'instrument 
analytique  auquel  il  faut  ici  avoir  recours,  c'esl  La  série  de 
facultés;  toute  la  théorie  n  uaum'  beaucoup  en  clarté  et  en  beauté. 
La  série,  de  facultés  (2)  possède  la  propriété  remarquable  d'être 
capable  de  représenter  une  fonction  dans  un  certain  environ  d'un 
poinl  singulier  essentiel  d<  La  catégorie  qu'on  rencontre  ici.  Elle 
permet  d'indiquer  L'allure  de  la  fonction  avec  autant  d'approxi- 
mation  qu'on  le  \  eul  quand  la  variable  tend  vers  le  point  singulier 
en  restant  dans  le  domaine  de  convergence  de  la  série.  Si  les 
coefficients />i(x)*sont  des  polynômes  en  x  qui  satisfont  a  certaines 
conditions,  L'équation  <  2  1  admet  un  système  fondamental  de  solu- 
tions//! x  )  de  la  forme 

j-  =  r 

('3,1  f,(x)  =  af X& V  -,(.*■  - 

s  =-0 

Les  x     /  '  -uni  des  fonctions  qui  se  représentent   par  des  séries 
de  facultés  convergentes  de  la  forme 

(4)  i  =  AWh^ 


v=o 


X[  X  —  "J      ...     X  —  ■/('>)  ' 


to  étant  un  nombre  positif  convenablement  choisi.  Ces  solutions 
sont  des  fonctions  uniformes  el  méromorphes  dans  tout  le  plan. 
Soient  av  les  zéros  de  la  fonction  p0(x).  Les  solutions  /',  1 
admettent  pour  pôles  les  points  av,  a« —  1,  txv —  2,  . . .  et  elles  sont 
d'ailleurs  holomorphes.  Les  séries  !  4  >  convergent  pourvu  que  la 
partie  réelle  de  x  soit  positive  el  /dus  grande  que  les  partie> 
réelles  des  pôles  xv.  On  voit  immédiatement  sur  l'expression 
comment   se   comportent   les   solutions   /,'  '  i   quand  x  tend  vers 

Bii  effet,  les  séries  de  puissances  qu'on  sait  foi-mer  divergent  dans  les  cas 
qui  doivent  t  tut  d'abord  nous  intéresser.  Le  calcul  effectif  de  ces  séries  diver- 
gentes est  d'ailleurs  plus  difficile  que  celui  des  séries  de  facultés  convergentes. 

(-)  C.    R.    Acacl.    Se,    t.    Iô8,    1914»    P-   i25a-i254    et  i3a.j-i32-;;    Acta  math., 
t.  XXXVII,   1914,  p.  327-387. 
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l'inlini  en  restant  dans  le  demi-plan  de  convergence.  On  a,  en 

particulier, 

,  -,                                            ,.                 fi(-r)  , 

Il  m  =  /,,. 

r|  =  *  «;  ri'  i  logar  i' 

/,/  étant  une  constante  lime  et  différente  de  zéro.  Il  y  a  un  autre 
système  fondamental  de  soluiions  méromorphes  ft(x)  qui  est 
encore  de  la  forme  i  3  |,  mais  les  os{  x  i  se  représentent,  cette  fois, 
par  des  séries  de  facultés  de  la  forme 


(6)  ar)=B<*>-+-y 


B.7» 


X  OJ  I  (  X   —  1 10  )  .  .  .  (  X  —  VU)  ) 

V  =  1 

Soient  vv  les  zéros  de  la  fonction/?/,  (  x-\-n  ).  Les  solutions  /',(  x  ) 
admettent  pour  pôles  les  points  yv,  ■',.-)-  i .  YvH~  2;  •  •  •  et  elles  sont 
d'ailleurs  holomorphes.  Les  séries  (6)  convergent,  pourvu  que  la 
partie  réelle  de  x  soit  plus  petite  que  les  parties  réelles  des 
pôles  yv.  Quand  x  tehd  vers  l'inlini  en  restant  à  l'intérieur  de  ce 
demi-plan  de  convergence,  on  a  encore  une  égalité  de  la  forme 

Il  m     — r-1 =  A,. 

I  r|  =  «  a\  rP.'(log.r)'' 

Entre  les  deux  systèmes  de  solutions,  il  existe  des  relations 
linéaires  de  la  forme 


fi(x)  =2irv(*)/v<  -'  Il 


les  t.^(x)  étant  des  (onctions  périodiques  de  x  et  plus  précisé- 
ment des  fonctions  rationnelles  de  e-~ir.  En  iena.nl  compte  de 
ce  que  nous  venons  de  dire,  on  voil  immédiatement,  à  laide  de 
ces  relations,  comment  se  comportent  nus  solutions  quand  x 
tend  vers  l'infini  le  long  d'un  rayon  vecteur  quelconque.  En 
exceptant  certains  arguments  singuliers,  on  a  toujours  une 
égalité  de  la  forme  <  5  i,  mais  les  constantes  <■/,.  ($/,  etc.  ehangenl 
a\ ec  l'argument  de  x. 

On  peut  ('tendre  une  partie  des  résultats  précédents  à  des  cas 
plus  généraux.  Par  exemple,  si  1rs  coefficients  />,  i  x  |  de  1  ('quai ion 
aux  différences   s(,ni   des   fonctions  qui  admettent   un  développe- 
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menl  en  série  de  facultés,  on  peul  encore  démontrer  (')  L'existence 
de  solutions  de  la  Cornu-  (3),  holomorphes  dans  un  demi-plan. 
Au  voisinage  de  tout  point  singulier  à  distance  finie,  ces  solutions 
se  comportent  comme  une  fonction  rationnelle  des /?,  .ci.  mais  il 
arrive  que  les  solutions  n'admettent  pas  de  prolongement  dans 
tout  le  plan. 

On  peut,  dans  certain--  cas.  intégrer  une  équation  aux  diffé- 
rences à  l'aide  d'une  fraction  continu.-  1 -' 1  convergente  dan»  tout 
lé  plan  et  Ion  peut  se  servir  des  considérations  qui  précèdent  pour 
détermuier  les  domaines  de  convergence  d'un*-  »  :lasse  étendue  de 
fraction?  continues.  , 

En  taisant  des  hypothèses  très-  larges  relativemenl  aux  coeffi- 
cients pu  '■  1.  on  peut  démontrer  1  '■  1  l'existence  d'un  système  fon- 
damental de  solutions  de  la  forme 


=    V    Rv   .,-.  E(j   -  v), 


Y.  r  \    «'tant    uw    fonction    entière    convenablement    choisie,    les 
Rv (x)  étant  des  fonctions  rationnelles  des pi(oo)  déterminées  par 

les  relations 

P0{X)  R„IXI^I=:0, 

[>,.   x  -h  1)  Rt  (x)  -+-/>,  (x)  Ii,    X  I  =  <), 
p„(x  —  •;)  Rv(x)  -i-pi(x--i-v—  1)  liy-i'X)  — ...  —  pnt.r  -+-v  -n)Ry_B(*)  =  o. 

Ces  développements  convergent  uniformément  dans  tout 
domaine  fini  qui  ne  renferme  pas  de  (joint  singulier  de  l'équation 
aux  différences. 

L'équation  (2)  a  été  étudiée  par  M.  Galbrun  1  '  l  à  l'aide  de  la 
transformation  de  Laplace  dans  le  cas  où  les  coefficients  sont  des 
polynômes   qui   satisfont    à  certaines    conditions.    11    a   repris   le- 


(')  Rend.  Cire.  Mat.  Palermo.  t.   XXXV,    i'n">.  p.   177-316. 
(-)   Voir  mon  Mémoire  dans  les  Acta  matfîematica,  t.  \\\IV,   1910,   p.    1-108, 
ei'kiix    lieauv   Mémoires    antérieurs  de    M.  de    Montessûs    :    Rend.    Cire.  Mat. 
Palermo, t.  \\\.  1900,  p.  185-257;  Acta  math.,  t.  XXXII,  1909,  p.  257-281. 
inn.  Éc.  Norm.,  3"  série,  t.  XXXI,  i9i4i  P-  2o5-aai. 

C.  h'.  Acad.  Se.  t.  148,  1909,  p.  905-907;  t.   149,  1909,  p.    1046-1047;  t.  150, 
1910,  p.  206-208;  t.   151,   rgip,  p.   iii4-i'ii6;  Acta  math  ,  t.  XXXVI,   uni.  p.    1-68. 
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séries  de  puissances  divergentes  que  M.  Horn  ;i\ait  envisagées 
pour  des  valeurs  réelles  de  x  et,  en  donnant  à  x  des  valeurs  com- 
plexes, il  a  démontré  que  ces  séries  représentent  encore  asympto- 
tiquement  les  solutions  dans  certains  angles. 

VI.  Birkhoff  |  '  )  ;i  étudié  un  système  d'équations  de  la  forme 

n 

<7>  fi(x       i  i  --- V /?/./.<. -rj/,1  x)  (t'=i,2, n) 

à  coefficients  rationnels.  Soient  /i  systèmes  de  solutions  linéai- 
rement indépendantes, 

/u  (■*•;,     •  ••,    //n  (a?), 


/l«0) fnn(x), 

ei  soit  I '(./,)  In  matrice  formée  de  ces  solutions.  Les  coefficients 
fij(x)  forment  une  seconde  matrice  P(^c).  On  peut  écrire  les 
n2  équations  auxquelles  satisfont  ces  solutions  sous  la  forme 

F(j?-+-i)  =  P(r)  ¥(x). 
(letle  équation  admet  les  deux  solutions  symboliques 

F(a?)  =  P(a?  —  ;  )      P  (  x  —  i  )      P  (  x  —  '->)..., 
F(a?)  =  P-'(a?)      P-'f.r  +  i)  P->(ar-+-a/.  ..  , 

qui  convergent  vers  des  matrices  limites  dans  certains  cas  parti- 
culiers. 

Par  une  modification  convenable  de  ces  deux  expressions. 
VI.  Birkhoff  obtient,  dans  des  cas  étendus,  deux  systèmes  de  solu- 
tions, et  il  fait  voir  comment  elles  se  comportent  asymptotique- 
ment  et  quelles  sont  les  relations  qu'il  y  a  entre  elles.  L'ingé- 
nieuse méthode  de  M.  Birkhoff  est  d'une  grande  généralité  et 
s'applique  dans  presque  tous  les  cas  qui  sont  d'un  réel  intérêt. 
M.  Birkhofl  i  2 1  a  aussi  consacré  un  beau  Mémoire  au  problème 
de  Riemann  étendu  aux  équations  aux  différences  finies. 

Dans   un    Mémoire   récent,, M.   Horn  (3)a  appliqué  la  transfor- 

(')   Trans.  Amer.  Math    Soc,  t.  MI,  igu,  p.   *'i!   ,s'i 

(  ■  )  Loc.   cit.  <'l  Proc.  Amer.   Acad.  Arts  and   Science,  t.  \LIX.   13 -i.  p.  .Vu- 
568. 
C)  Ja/yesb.  deutsch.  Math.-Ver,,  i.  XXIV,  ij)i.5,  p   2io-2a5, 
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inaiinii  de  Laplace  au  système  (;>.  En  supposant  que  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  boloraorphes  au  voisinage  du  point  à 
l'infini,  il  réduit  ce  système  à  un  système  d'équations  intégrales 
linéaires  du  type  de  M.  N  olterra. 

Nous  devons  citer  aussi  des  travaux  mémorables  de 
MM.  Mellin  ( '■  t.  Watson  (2)  el  Carmichael  (3).  Le  dernier  auteur 
a  obtenu  des  résultats  assez  généraux  à  l'aide  de  la  méthode  des 
approximations  successives. 

Quoiqu'il  v  ait  nue  certaine  analogie  formelle  entre  les  équa- 
tions différentielles  el  celles  aux  différences  finies,  les  transcen- 
dantes que  définissent  ces  <\i'ux  catégories  d'équations  sont  d'une 
nature  bien  différente.  On  le  voit  déjà  à  l'exemple  le  plus  simple  : 
la  fonction  gamma.,  M.  Hôlder  (')  a  démontré  que  cette  fonction 
ne  satisfait  à  aucune  équation  différentielle  algébrique. 

M.  Barnes  (5)  a  étendu  ce  théorème  et  démontré  qu'en  général 
il  en  est  de  même  pour  la  solution  de  l'équation 

/(37-f-i)—  pi(x)f(x)  =/>î(a?), 
les  p{$)  étant  des  fonctions  analytiques  et  uniformes. 

15.  Il  y  a  encore  une  autre  classe  d'équations  fonctionnelles, 
analogues  à  celles  qui  précèdent,  mais  où  la  substitution  (s,  s-f-w) 
a  été  remplacée  par  la  substitution  yz.  qz).  Le  cas  le  plus  simple 
est  celui  d'une  équation  linéaire  de  la  forme 

i  =  n 
(8)  y^Pi(x)f{xqi)  =  o. 


(')  Acta  math.,  t.  XV.  1891,  p.  3 1 7~384 :  t.  XXV,  1902,  p.  i3rri6^. 

(2)  Quart.  J.  pure  and  appl.  math.,  t.  XLI,  191-0,  p.  10-20,  p.  5o-55;  Proc. 
Lohdon  Math.  Soc  2'  série.  I.  VIII,  1910,  p.   i25-iGi. 

(3)  Trans.  Amer.  Math.  s<,c,  t.  XII,  19*11,  p.  gg-i34;  t.  NVIl,  1916,  p.  207- 
2Î2;  Amer.  J.    Math.,  t.  XXXVIII,  1916,  p.  180-220. 

(«.)  Math.  An».,  t.  XXVIII.   1887,  p.  i-i3. 

(5)  Proc.  London  Math..  Soc  ,  2e  série,  t.  II,  1904.  p.  280-2  |2.  Voir  aussi  sur 
ce  sujet  E.-H.  Moor.i:,  Math.  Ann..  t.  XLVI1I,  1897,  I'-  'v>4'\'-  Tietzk,  Monatsh. 
Math.  Phys.,  t.  XVI,  tgoo,  p.  32g-364;  lî.  Stuidsberg,  Arkiv  for  Matemati/c 
Astronomi  och  Fysik  (  Stockholm  ),  t.  VI,  <yio,  n06  15  et  18;  T.-E.  M  ason.  Amer- 
J.  Math.,  t.  XXXVI,  1914,  p.  4i9-440' 
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Le  géomètre  allemand  Heine  i  '  i  s'esl  occupé  d'une  équation 
du  second  ordre  et  à  coefficients  linéaires.  II  trouve  comme 
solutions  des  fonctions  méromorphes,  analogues  aux  fonctions 
hypergéo métriques  et  qui  s'y  réduisent  quand  </  tend  vers  un. 
Thomae  1-1  a  étudié  ces  fonctions  du  même  point  de  vue  que 
Riemann  avait  adopté  dans  ses  recherches  sur  les  fonctions  hyper- 
géométriques  et  il  a  étendu  les  résultats  de  Heine  à  des  équations 
d'ordre  quelconque.  Dans  cet  ordre  d'idées,  il  faut  rappeler  aussi 
des  travaux  plus  récents  de  MM.  BirkhofF,  F. -H.  Jackson,  Rogers 
van  \  leck,  Watson.  Ashton  et  E.-R.  Smith.  A  l'aide  d'un  déve- 
loppement en  fraction  continue,  M.  Pringsheim  (3)'a  fait  voir  que 
la  série  de  Heine,  qui  converge  dan--  le  cercle  I  .?*  |  <C  ■ .  représente 
une  fonction  uniforme  et  méromorphë  dans  tout  le  plan.  Le  cas 
général  d  une  équation  de  la  forme  (8),  à  coefficients  analytiques, 
a  été  étudié  par  M.  Carmichael  (■*).  Cet  auteur  considère  aussi 
des  systèmes  d'équations  fonctionnelles  de  cette  forme.  En  suppo- 
sant  |  q  |  ^é  i ,  il  démontre  l'existence  de  deux  systèmes  de  solutions 
dont  I  une  se  comporte  d'une  manière  simple  au  voisinage  du 
point  x  =  o  pendant  que  l'autre  se  comporte  dune  manière  sem- 
blable au  voisinage  du  point  à  l'infini,  el  il  met  en  évidënccquels 
sont  les  points  singuliers  des  solutions.  M.  Mason  i  '  >  s'est  occupé 
du  cas  on  les  coefficients  pi(oc)  sont  des  fonctions  entières,  el  il 
démontre  l'existence  de  solutions  de  la  forme 

F  (.ri    étant    une   fonction   entière   de    c.   pendant    que   les  y.,   sont 
fonctions  des  racines  d'une  certaine  équation  algébrique. 

Il  \  a  une  certaine  fonction  particulière  qui  joue  un  rôle  capital 
dans  la  théorie  des  équations  fonctionnelles  dé  la  tonne  (8)  ;  c'est 
la  fonction  entière  qui  satisfait  à  l'équation 


i       ./.    reine   angew.    Math.,    t.  3'i,    iv'i?.'   p.    285-328;    Ifandbuch  der  Kugel- 
functinrifii.  i.  I.  ■■•  édition,   Berlin,   is7-s.  p.  97-123. 

/.  reine  angéiv.  Math.,  t.  70,  ii  281;   Ann.  Mat.  para  ed  appl., 

:>•  séi  ie.  t.  IV,  1870,  p.   io5-i  38. 

Sitzungsb.    4k  il.    Munchen,  t.  \l..   1  no,  p.    >6-35;  t.   \l.l.    1  ut,  |».  61-64. 
[mer.  .1 .   Math.,  t.  \\\l\ .  1  ,<■■.  p.  1  [-    - 
I     Imer.  .1 .    Math..  1.   \\\\  II.   191       ,      ,     ,  ',','(• 
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Eu  p reliant  cette  fonction  pour  point  de  départ,  M .  A.ppell  i  '  i  a 
construil  une  classe  de  transcendantes  qui  dép  •mlmi  d  un  nombre 
quelconque  de  paramètres  el  qui  Lui  ont  permis  de  résoudre  cer- 
taines classes  d'équations  de  la  tonne 

/(*■+  u  \=J 

cdi  c)  étant  nue  fonction  donnée  qui  admet  la  période  u>  ;  des  cas 
particuliers  de  ces  fonctions  avaienl  été  antérieurement  considérés 
par  M.  Picard  ('-  .  Il  paraît  probable  qu'il  3  a  encore  des  remarques 
intéressantes  à  faire  au  sujel  de  toutes  ers  transcendantes. 

Certaines  équations  non  linéaires  du  type  précédenl  ont  été 
envisagées  par  Poincafé.  Il  s'esl  proposé  de  rechercher  quelles 
sont  les  fonctions  qui  admettenl  un  théorème  de  multiplication  et 
qui  ne  présentent  pas,  pour  .r  =  o,  de  point  singulier  essentiel. 
Soit  un  système  d'équations  de  la  forme 

(9)     /#(*?>  =  Riï/.<- »■'.. /'_■'■'■> /«■(*)]       ■(/  =  <,  •-'.,...,  w», 

les     R/(y',,/'._, fm)     étanl     des     fonctions     rationnelles     des 

m  lettres  /,,  f2 ./',„  el  à  coefficients  constan ts.  Si  certaines 

conditions  sont  satisfaites,  Poincaré  <  :i  1  démontre  l'existence  d'un 
système  de  solutions  y,  (a?)  qui  sonl  des  transcendantes  uniformes 
el  méromorphes  dans  toiu  le  plan  cl  holomorphes  au  voisinage  du 
point  x  =  o.  Il  arrive  par  là  à  des  fonctions  uniformes  qui 
demeurent  inaltérées  par  une  substitution  Cremona  el  ses  puis- 
sances. Les  équations  (g)  sonl  analogues  aux  équations  in  de 
M.  Picard,  mais  les  cas  considérés  par  ces  deux  savants  sont,  en 
réalité,  différents.  Mentionnons  encore  que  M.  Picard  |  '  1  a  consi- 
déré des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables  admet- 
tant un  théorème  de  multiplication,  et  a  indiqué  des  généralisa- 
tions îles  fonctions  abéliennes. 


(';  C.   R.    Acad.   Se,   t.  8G<  1878,  p.   ■,"•  ■!-.,">'■,;  t.  89,  1879,  p.  8.4 1-844,  P-  <"''- 
io3j:  Math.  Ann.,  t.  X.IX,   1882,  p.  84-102. 
1   C.  R.  Acad.  Se  .  t.  se,   ,  ,    mars  1878. 

I       ./.  Math,  pares  et  appl  .   \'  série,  t.  VI,    i  1-365. 

(')  C.  R  Acad.  Se  ,  t.  139,  1  |o4,  p.  5-g;  Theorir  des  fonctions  algébriques 
de  deux  variables  indépendantes,  1.  II.  Paris,  iç,o6,  p.  V ■'•  -î,;  •;  Annales  scien- 
tifiques de  l'Ecole  Normale  supérieure,  3e  série,  t.  30,  i>i<  >•  p.   'i; 
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On  voit  que  les  problèmes  du  calcul  aux- différences  finies  déjà 
envisagés  sont  très  vastes.  Mais  on  n'a  fait  que  le  premier  pas. 
Les  conditions  brès  variées  qui  peuvent  déterminer  les  solutions 
des  équations  aux  différences  appellent  encore  de  nombreuses 
recherches.  Ces  théories  prennent  une  importance  toujours  crois- 
sante depuis  le  moment  où  l'on  a  dû  se  demander  si  les  lois  du 
mouvement  pourront  encore  être  exprimées  par  des  équations 
différentielles  ou  si  la  discontinuité  va  régner  sur  l'univers  phy- 
sique. 


SUR  QUELQUES  POINTS  D'HYDRODYNAMIQUE 
J'ai:   M.  H.  VEKGNÉ. 


I.  —  Début  de  l'écoulement  d'cn  liquide  i>ar  un  orifice 

EN    MINCE    PAROI. 

1.  Dans  une  séance  du  9  janvier  1920  du  «  Séminaire  mathé- 
matique »  présidée  par  M.  Hadamard,  M.  P.  Lângevin  a  posé  le 
problème  d'hydrodynamique  suivant  : 

•  Un  liquide  parfait  pesant  incompressible  est  en  équilibre 
dans  un  vase  fixe;  la  pression  y  suit  partout  la  loi  hydrosta- 
tique. On  découvre  brusquement  un  orifice  dans  la  paroi  du 
vase;  la  pression  sur  cet  orifice  prend  aussitôt  la  valeur  de  la 
pression  atmosphérique,  et  la  dépression  se  fait  sentir  instan- 
tanément dans  toute  la  masse  fluide.  On  demande  de  déter- 
miner la  répartition  initiale  des  pressions  ou,  ce  qui  revient 
au  même;  la  distribution  initiale  des  accélérations  des  parti- 
cules liquides. 

M.  J.  Hadamard  a  bien  voulu  m'inviter  à  étudier  celte  question, 
et  c'est  à  elle  qu'esl  consacré  le  début  de  cette  Noie  qui  repro- 
duit ce  que  j*ai  dit-  à  la  séance  du  «  Séminaire  »  du  16  fé- 
vrier 1920  1  ' 


(')  Dans  un  Mémoire  Suit'  inizio  del  effuso  dei  liquidé,  publié,  en  1916,  dans 
les  Kendiconti  del  Circolo  Mate/nu tico   di  Palermo   (t.  44,  p.   207;.  JM.  Signo- 
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2.  Pour  avoir  une  discussion  analytique  plus  facile,  nous  nous 
limiterons,  dès  le  début,  au  cas  du  mouvement  plan  à  deux  dimen- 
sions, le  vase  qui  contient  le  Liquide  ayanl  la  formé  d'un  cylindre 
indéfini  à  génératrices  horizontales,  donl  la  section  droite  sera 
prise  pour  plan  de  la  figure  I  fig.  1);  L'orifice  sera  la  portion  du 


Fil 


.'/ 


cylindre  comprise  entre  deux  génératrices  projetées  en  a  et  h. 
Nous  prenons  pour  axes  de  coordonnées  Ox  et  Oy  une  horizon- 


rini  avait  pensé  pouvoir  déterminer  la  répartition  initiale  des  vitesses  prises  par 
1rs  particules  liquides,  par  suite  de  la  brusque  ouverture  de  l'orifice.  Il  s'appuyait 
sur  une  affirmation  de  M.  Levi-Civita  (Comptes  rendus  de  /'Académie  des 
Sciences,  t.  157.  iqi3,  p.  4*0.  attribuant  à  la  valeur  absolue  de  la  vitesse,  prise 
instantanément  par  une  particule  située  à  l'orifice  brusquement  ouvert,  la  valeur 
de  Torricelli  \  Tgh  (Â  désignant  sa  profondeur).  Il  s'agissait  alors  de  déterminer 
la  vitesse  initiale  dans  toute  la  masse,  connaissant  sa  valeur  absolue  à  l'orifice, 
sachant  qu'en  tout  point  de  la  paroi,  elle  est  tangente  à  cette  paroi,  et  qu'en 
toui  point  de  la  surface  libre,  elle  est  verticale.  L'auteur  résout  ce  problème, 
dans  le  cas  de  deux  dimensions,  au  moyen  d'une  représentation  conforme  appro- 
priée. 

.Malheureusement,  c'est  un  lapsus  évident  que  d'attribuer  une  valeur  différente 
de  zéro  aux  vitesses  initiales  instantanées,  en  particulier  la  valeur  \  >gk  à  l'ori- 
fice. En  effet,  d'où  proviendrait  l'énergie  cinétique  acquise  instantanément  par 
le  liquide,  puisque  aucune  dépense  corrélative  d'énergie  ne  lui  correspondrait? 
Les  vitesses  initiales  sont  donc  assurément  toutes  nulles,  et  l'on  ne  peut  parler 
que  d'accélérations  initiales. 

Le  calcul,  d'ailleurs  parfaitement  correct  et  élégant,  de  M.  Signorini  résout 
bien  le  problème  analytique  qu'il  s'était  posé,  mais  ce  problème  analytique  n'a 
aucun  rapport  avec  la  question  physique  du  début  de  l'écoulement  d'un  liquide 
par  la  brusque  ouverture  d'un  orifice. 

.  C'est  à  la  suite  d'une  discussion  détaillée  du  Mémoire  de  M.  Signorini,  faite 
au  «  Séminaire  »,  que  M.  Langevin  a  été  amené  à  redresser  l'énoncé  du  pro- 
blème et  à  le  poser  sous  la  forme  donnée  dans  le  texte,  en  substituant  la  recherche 
des  accélérations  initiales  à  celle  des  vitesses  initiales. 


4- 

du 

u  — 
dx 

-4-  ( 

du 

h 

àv 

u 

dx 

■4-  v 

dv 
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taie  el  une  verticale  ascendante,  dans  le  plan  de  la  figure.  Il  esl 
rlair  que  tout  ce  qui  se  passera  dans  le  plan  de  la  figure  se  pas- 
sera aussi  flans  les  plans  parallèles,  et  que  les  phénomènes,  à  un 
instant  quelconque,  ne  dépendront   que  des  deux  coordonnées  x 

e.n'.. 

Nous  supposerons  la  densité  p  du  liquide  égale  a  1  unité,  pour 
simplifier  les  écritures,  et  nous  désignerons,  suivant  l'usage,  par/> 
la  pression,  par  a  et  v  les  composantes  de  la  vitesse  d'une  parti- 
cule «le  coordonnées  x  et  y.  par  u'  et  ç'  les  composantes  île  sou 
accélération  : 

du 
»  u  =  — 

Ot 

,       dv 
V=Jt 

Les  équations  générales  de  l'hydrodynamique  rationnelle  (équa- 
tions d'Euler  !  s'écrivent 

dx 

«p 

v  '  =  —  -f-  —  g- 

t'y 

Elles  nous  montrent  qu'à  tout  instanl  l'accélération  (u1,  i>') 
dérive  du  «  potentiel  »**z  =  p  +  gy  (qui  représente  la  cote  piézo- 
métrique  i 

Il   revient   donc  au  même  de  déterminer- la  distribution  initiale- 
des    accélérations,   ou  de  déterminer  en  fonction   d'à;   el   <l'r  la 
valeur  initiale  de  (/>  +  g"j),  c'est-à-dire  la  répartition  initiale  des 

pressions. 

Or,  lorsque  à  L'instant  initial,  ou  découvre  brusqùemenl  l'ori- 
fice ni',  on  v  lait  régner  instantanément  la  pression  atmosphérique; 
(railleurs,  la  pression  atmosphérique  ne  cesse  pas  de  régner  sur 
la  surface  libre  cd.  D'autre  part,  l'accélération  initiale  le  long  de 
lu    paroi   est   évidemment    tangente  à   celle  paroi  et.   par  suite,  la 

dérivée  normale  du   potentiel  ,  g-  ■  esl  mille.  Nous  connais- 

1  an 

sous  donc  a  l'instanl  initial,  la  valeur  de  la  fonction  -  =  (p-hg,)') 


i  ')   Les  résultats  obtenus  dans  le  cas  de  deux  dimensions  nous  renseigneront 
qualitativement  sur  le  cas  plus  général  du  problème  à  trois  dimensions. 
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sur  certaines  parties  du   contour  qui  limite  !<•  fluide,  el  la  valeur 
de  -;i  dérivée  normale  sur  le  reste  du  contour. 

En  outre,  il  esl  facile  de  \  <>i  r  que  la  valeur  Initiale  de  (p-\-gy) 
esl  une  fonction  harmonique  :  cela  résulte  de  ce  que  les  valeurs 
initiales  de  u  et  v  étant  nulles,  les  valeurs  initiales  de  u   et  r' 

sal  isfonl  à  l'équation 

du'       dv 


<i.i-         Oy 


qui  résulte  imniédiatemenl  de  la  condition  <l  incompressibilité,  et 
r 1 1 1 1  entraîne,  d'après  les  équations  d'Euler, 

n-i  /,  —  g  y  |         f)'-t  />  -+-  g  y 


<D  - 


'.).  \iiim,  la  détermination  de  la  distribution  initiale  des  pres- 
sions «ni  des  accélérations,  lors  de  l'ouverture  brusque  de  l'ori- 
fice al>,  se  rattache,  ainsi  que  I  a  observé  M.  Langevin,  à  un  pro- 
blème de  détermination  d'une  fonction  harmonique  -  i\  l'intérieur 
d'un  contour,  avec  conditions  mixtes  sur  le  contour 

C'est  là,  du  reste,  un  problème  analytique  qui  se  rencontre 
dans  beaucoup  d  autres  questions  de  Physique  mathématique.  L'a 
même  fonction  harmonique"  représenterait,  par  exemple,  la  dis- 
tribution stationnaire,  >oii  <lu  potentiel  électrique,  soil  de  la  tem- 
pérature, si  le  contour  cabd  de  la  figure  i  limitai)  une  plaque 
conductrice  homogène  don!  !<•>  bords  ca  el  bd  seraient  isolés, 
tandis  que  les  bords  cd  el  ab  seraienl  portés  à  des  potentiels  ou 
températures  connues. 

i.  Nous  n'avons  nullemenl  pour  but  l.i  recherche  de  la  solution 
du  problème  général.  Ayant  ici  en  vue  l'étude  de  lécoulemenl 
d'un  liquide  pesant  par  un  orifice  brusquement  ouvert,  nous  nous 
contenterons  de  mettre  en  évidence,  sur  un  cas  particulier  très 
simple  donl  la  solution  esl  édiate,  le  caractère  général  essen- 
tiel du  début  du  phénomène,  qui  esl  le  suivant  :  tout  le  débit 
initial  est  fourni  par  les   bords  de  l ''orifice. 


(')  C'est  aussi  un  problème  harmonique  mixte  que  résout  M.  Signorini  clans  le 
M-émoire  cité  à  la  Note  précédente;  seulement,  ce  n'est  pas  le  même. 

Il  esl  à  remarquer  que  tout  ce  qui  a  été  dit  jusqu'ici  subsiste  intégralement 
dans  le  cas  de  trois  dimensions. 
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Supposons  donc  que  noire  liquide,  primitivement  en  repos,  soit 
contenu' dans  un  grand  récipient  à  fond  horizontal  et  de  profon- 
deur h.  Nous  prenons  pour  axe  des  x  ce  fond  horizontal,  en  pla- 
çant l'origine  O  au  milieu  de  l'orifice  ab  (de  largeur  ic)  que  nous 
découvrirons  tout  àl'heure  |  fig.  2).  L'orilice  ab  est  supposé  très 


Fis.  2. 


CL         o       b 


petit  par  rapport  aux  dimensions  du  vase  et  à  la  profondeur  h.  En 
d'autres  termes,  si  nous  regardons  la  largeur  2c  comme  une  quan- 
tité finie,  les  dimensions  du  vase  et  sa  profondeur  h  seront  regar- 
dées comme  infiniment  grandes. 

Dans  ces  conditions,  lorsque  nous  ouvrons  1  orifice  ab,  nous  y 
faisons  régner  instantanément  la  pression  atmosphérique,  que  nous 
pouvons  toujours  supposer  nulle  (puisque  la  pression  n'intervient 
dans  les  équations  de  l'hydrodynamique  que  par  ses  dérivées);  la 
valeur  initiale  de  la  fonction  7:  —  p -f- gy,  sur  l'orifice  ab  est 
donc  zéro.  D'ailleurs,  les  particules  fluides  situées  loin  de  l'orifice 
ne  prennent  pas  de  vitesses,  et  la  pression,  loin  de  l'origine, 
continue  donc  à  suivre  la  loi  hydrostatique  après  comme  avant 
l'ouverture  de  l'orifice  :  la  fonction  ~—p-\-gy  prend  donc,  aux 
grandes  dislances,  la  valeur  constante  (et  1res  grande)  gh  qu'elle 

a  à  la  surface  libre.  Enfin,  la  dérivée  normale  -7-  est  nulle  au  fond 

an 

du  vase,  puisque  l'accélération  est  tangente  au  fond. 


(A  suivre.) 
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Opère  di  Evangelista  TORRIGELLI,  édite  in  occasione  del  III  centena- 
rio  délia  nascita,  col  concorso  del  Comune  Dl  Faenza,  da  Gino  Loria 
e  Giuseppe  Vxssura  [Œuvres  d'Evangelista  Torricelli,  publiées  à  l'occa- 
sion du  troisième  centenaire  de  sa  naissance,  avec  le  concours  de  la  Ville 
de  Faenza,  par  Gino  Loria  et  Giuseppe  Vassura].  In-8".  Faenza,  Stabili- 
mento  tipo-litografico  G.  Montanari,  Amministrato  dall'  Orfanotrofio 
Maschi,   1919. 

Volume  I  :  Gkomethia;  pubblicato  per  cura  di  Gino  Loria  [Géométrie; 
publié  par  les  soins  de  Gino  Loria]  : 

Parte  I,  con  il  ritratto  di  E.  Torricelli  e  173  ligure  [Partie  1,  avec  le 
portrait  de  E.  Torricelli  et  373  figuresj.  wvni  (  I ntroduzione  di  G.  Loria) 
-I-  4<^  pages. 

Parie  II,  cou  567  figure  e  2  tavole  litografate  [Partie  II,  avec  J67 
figures  et  deux  tables  lithographiées],  482  pages  (les  pages  441-4^2  con- 
tiennent la  reproduction  de  la  célèbre  lettre  de  Carlo  Dati). 

Volume  II  :  Lezioni  accademiche.  Meccanica.  Scritm  vari  ;  con  230 
ligure  e  4  tavole  litografate,  pubblicato  per  cura  di  Giuseppe  Vassura 
[Leçons  académiques.  Mécanique.  Ecrits  divers:....  publié  par  les  soins 
de  Giuseppe  Vassura],  3v>.o  pages. 

Volume  III  :    Racconto  d'alcum  prorlemi.  Carteggio  scientifico;  con 
260  figure  ed  alcuni  facsimile  di  autografi,  pubblicato  per  cura  di  Giuseppe 
Vassura   [Exposition  de    quelques    problèmes.    Correspondance   scienti- 
fique;. ...  et  quelques  ftc-similés  d'autographes,  publié  par  les  soins  de 
v   Giuseppe  Vassura],  5-2 1  pages. 

L'édition  actuelle  répond  aux  vœux  que  Torricelli  exprima  lui- 
même  en  mourant,  le  14  octobre  1647,  lorsqu'il  confia  le  soin  de 
la  publication  de  ses  papiers  inédits  à  son  ami  Ludovico  Serenai. 
Mais  diverses  circonstances  empêchaient  la  réalisation  de  ce  dessein, 
qui  ne  fut  pas  davantage  exécuté  par  Viviani,  qui  arrangea  les 
papiers.  Ce  ne  fut  que  pendant  le  xvme  siècle  que  quelques-unes 
des  œuvres  inédites  de  Torricelli  furent  publiées.  Et  même  après 
que  Nelli  eut  repris  l'idée  d'une  édition  complète,  il  ne  parut  qu'un 
choix  de  la  correspondance  publié  par  les  soins  de  Ghinassi  {  i'%4> 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XLIV.  (Octobre  1920.)       1  \ 
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et  Boncompagni  i  i  S  -  5  ) .  tandis  que  Caverni  inséra,  dans  les  sis 
volumes  de  son  Histoire  de  la  méthode  expérimentale  en  Italie 
(1891-1900),  plusieurs  précieux  extraits  des  écrits  de  Tbrricelli, 
qui  remplissent  aujourd'hui  les  volumes  xxi-xliv  de  la  célèbre 
collection  des  Discèpoli  di  Galitèo,  à  la  Bibliothèque  nationale,  à 
Florence  (').  Enfin,  depuis  l'année  1903,  le  projet  d'une  édition 
complète  fut  remis  sur  le  tapis;  en  vue  du  troisième  centenaire 
de  la  naissance  du  grand  disciple  de  Galilée,  le  i5  octobre  1608,  la 
commune  de  Faenza,  sa  patrie,  se  décida  à  réaliser  le'vœu  sécu- 
laire, surtout  sur  les  instances  de  M.  \  assura,  à  qui  le  soin  de 
l'édition  fut  confié. 

En  quatre  ans,  ce  savant  composa  les  volumes  II  et  111  de  l'édi- 
tion actuelle;  ils  sont  imprimés  depuis  1911,  mais  ils  ne  furent 
pas  alors  mis  à  la  disposition  des  savants.  M.  Vassura  ayant  quitté 
l'Italie  en  191  2,  M.  Gino  Loria,  à  Gènes,  a  bien  voulu  se  charger 
de  l'édition  des  écrits  restés  encore  inédits. 

Non  longtemps  après  le  commencement  du  xvne  siècle,  les  ^eu- 
mètres  s'étaient  livrés  à  une  étude  approfondie  des  œuvres  d'Archi- 
mède  qui,  en  déterminant  les  quadratures  de  la  parabole  et  spirale 
et  la  cubature  des  conoïdes  et  sphéroïdes,  avait  trouvé  la  valeur 

des  intégrales  /  xdx  et  /  x-da. .  qui  représentent  la  solution  dans 

notre  procédé  actuel;  il  y  avait  ajouté  celle  de  /  sinxdx,  déduite 

de  la  sommation    des  sinus  d'arc  en  progression  arithmétique  et 

retrouvée  par  Kepler.  En  France,  Fermât  donna  la  valeur  de  /  x"dx 

en  déterminant  la  quadrature  des  paraboles  de  degré  supérieur, 
dont  on  lui  doit  le  concept  ;  il  était  suivi  par  Roberval  et  Descartes. 
et  Mersenne  avait  même  publié  en  1639  les  résultats  que  le  dernier 
avait  obtenu  à  l'égard  des  tangentes,  quadratures  et  centres  de  gra- 
vité de  ces  courbes,  avec  la  cubature  et  centres  de  gravité  de  leurs 
corps  de  révolution  autour  de  l'axe.  L'évaluation  de  la  quadrature 
des  trois  sortes  de  roulettes  ou  cycloïdes  de  droite  et  de  la  cubature 
du  volume  engendré  pa-r  la  révolution  de  la  cycloïde  ordinaire  autour 

(')  On  trouve  fénurnéralion  des  manuscrits  de  Torricelli,  tels  qu'ils  sont   con- 
servés à  Florence  chez  C.liinassi,  Lettere  Jingui  inédite  di  Ev.  Torricelti  (Faenza, 
p.  xxxin-xi.vn. 
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de  s;i  base,  par  Roberval,  montre  la  valeur  de  là  méthode  dont  ce 
géomètre  disposait:  Celle-ci  trouvait  une  digne  émule  dans  la  t;éo- 
métrie  des  indivisibles  établie  en  Italie  par  Cavalieri,  qui  résolut  la 
question  classique  de  la  composition  «lu  contenu  en  regardant  toutes 
les  surfaces  comme  remplies  d'une  infinité  de  lignes  parallèles  et 
tous  les  solide-  de  surfaces  parallèles,  en  établissant  cette  proposition 
fondamentale  que  les  différentes  surfaces  sont  en  même  raison  1  une 
de  l'autre  que  toutes  les  lignes  contenues  dans  chacune  d  elle-,  el 
que  les  différents  solides  sonl  en  même  raison  l'un  de  l'autre  que 
les  superficies  qui  \  sonl  contenues,  l'ourla  détermination  de  ces 
sommes.  Cavalieri    se   servait    d'un   théorème,  démontre  déjà    en 

l'Yanec  en   général,   qui   lui   donna    les    valeurs   de  /  /    (li   el  lui 

lit    soupçonner   celle    de    /  ./  '  i(  1  .    A  il   lieu   de  se  1 1  \  ici    à  Ces  Calculs, 

on  pouvait  remarquer  aussi  le  rapport  d'un  problème  nouveau,  par 
exemple  de  quadrature,  à  des  quadratures  déjà  évaluées,  comme 
nous  le  réduisons  à  des  intégrales  connues.  \ihm  Cavalieri  lui- 
même  avait  réduit,  depuis  1621,  la  quadrature  de  la  spirale  d  Vr- 
chimède  à  une  parabole,  égalisation  démontrée  par  Fermai  pour 
les  deux  sorte-  de  courbes  de  degré  supérieur.  Enfin,  -il  était  ini- 
possible  d'expliquer  les  quantités  recherchées  algébriquement  par 
les  quantités  données,  on  devait  se  contenter  de  ramener  la  qua- 
drature à  celle  du  cercle  (en  langage  moderne,  à  des  intégrales 
exprimables  au  moyen  de  ~  ou  de  fonctions  circulaires  ou  à  celle 
de  l'hyperbole  (fonctions  logarithmiques  i. 

C'est  du  fécond  procédé  de  Cavalieri  que  Torricelli  s'empara  de 
la  manière  la  plu-  heureuse.  Déjà  pendant  son  séjour  à  Rome,  où 
il  étudiait  avec  ses  amis  Michel-Angelo  Ricci  el  Borelli  sous  la 
direction  de  Castelli,  et  constituait  avecMagiottietNardi  le  célèbre 
triumvirat  dont  parle  Galilée,  il  acquit  la  connaissance  de  quel- 
ques problèmes  traités  par  les  géomètres  français,  par  l'intermé- 
diaire du  P.  Nieéron,  qui  fit  de  fréquents  voyages  entre  cette  ville 
et  Paris.  C'était  par  celui-ci  aussi  que  fut  remis  à  Cavalieri.  de  ht 
part  de  Beaugrand,  la  proposition  de  trois  problèmes,  dont  l'un 
était  le  fameux  problème  de  la  quadrature  de  la  cycloïde  ;  à  son  tour 
le  géomètre  de  Bologne  le  remit,  en  i64o.  à  Galilée  et  à  son  mécène 
Giampoli,    à    Pabriano,   dont    Torricelli  était    alors  le   secrétaire 
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(t.  III,  p.  44)?  <e  qu'il  fui  jusqu'à  son  retour  à  Rome  en  mars  i64i. 
Comme  l'inventeur  même  du  calcul  des  indivisibles,  Torricelli 
échoua  à  la  solution.  Mais  il  donna  déjà  des  preuves  de  son  génie 
en  déterminant  la  cubature  du  fuseau  parabolique,  tr.ouvée  par  une 
autre  méthode,  en  France,  par  Fermât,  et  en  Italie  par  Cavalieri 
et  Rocca,  qui  l'avait  réduite  à  la  quadrature  de  l'hyperbole  au 
moyen  du  théorème  de  Pappus-Guldiu  avant  même  que  la  solu- 
tion de  Beaugrand  arrivât  à  Cavalieri  dans  l'été  de  i6{  1.  C'est  de 
cette  époque  aussi  que  date  la  solution  par  Torricelli  d'un  problème 
de  propre  invention  :  celui  de  la  cubature  du  corps  infini  connu 
comme  le  solidurn  acutum  hyperbolicum  ;  l'équation  de  l'hyper- 
bole étant  xy  =  a2,  il  trouva,  par  la  décomposition  du  corps  en  des 
tubes  cylindriques  autour  de  l'axe,  la  valeur  finie  iT.a-.x\  résultat 

de  l'intégration  /      'ÂT.xydx  (t.  III,  p.  65,  6(3). 

Les  études  de  Torricelli  se  poursuivaient  heureusement  après  sod 
départ  pour  Florence  en  octobre  16^1,  où  il  secourut  la  vieillesse 
de  Galilée,  dont  il  fut  nommé  le  successeur  en  février  164  2,  à 
l'âge  de  34  ans. 

Un  des  problèmes  qui  l'occupaient  alors  le  plus  souvent  est  celui 
de  la  détermination  des  centres  de  gravité  des  figures  géométriques, 
poussée  avant  au  plus  haut  degré,  au  moyen  de  la  méthode  des 
limites,  par  Luca  \  alerio  et  délia  Faille.  Torricelli  perfectionna 
cette  méthode,  en  déterminant  par  exemple  le  centre  du  secteur  du 
cercle  more  veterum  (t.  1,  P.  2,  p.  .Î--69).  D'ailleurs,  il  se  servait 
de  la  nouvelle  méthode  des  indivisibles,  recommandée  aussi  par 
Beaugrand  dans  son  dernier  envoi  à  Cavalieri.  Mais,  tandis  que 
celui-ci  et  Rocca  réduisaient,  le  théorème  des  moments  à  des  inté- 
grations, Torricelli  rendit  ce  procédé  encore  plus  facile  en  ce  qu'il 
ne  multipliait  pas  le  poids  des  éléments  infinis  par  la  distance  au 
point  d'appui,  mais  savait  concentrer  ces  poids  mêmes  sur  l'éten- 
due de  la  droite  qu'il  appelle  la  libra.  Son  procédé  résulte  de 
nombreuses  déterminations  contenues  dans  un  traité  exprès  que 
nous  apporte  la  nouvelle  édition  (t.  1,  P.  2.  p.  175-226).  Nous  en 
[(devons  un  théorème,  trouvé  au  commencement  de  i643,  qui  éva- 
luait le  centre  de  gravité  d'un  segment  de  sphère  et,  par  quelque 
changement,  celui  de  disques  et  segments  d'ellipsoïde  (t.  1, 
P.    i,   p.    210-211;   t.    III,   p.     jo,    -o,    io<S,   111,    127);    un  autre, 
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«nonce  à  la  fin  de  [642,  (loniiii.  au  moyen  du  cône  inscrit,  non  seu- 
lement le  centre  de  gravité  des  \olumes  engendrés  parla  révolu- 
tion d'une  section  conique  quelconque  autour  de  son  a\e.  niais 
aussi  les  volumes  eux-mêmes,  donnant  ainsi  en  même  temps  tout 
le  contenu  de  l'Ouvrage  de  A  alerio,  et,  comme  le  disait  Cavalieri, 
le  com  pend  lu  m  de  la  géométrie  de  celui-ci  (t.  III,  p.  1  1-12.  67,  88, 
102-10.'),  '27).  • 

Il  est  important  de  remarquer  que  le  second  \  olume  de  l'Ou- 
vrage de  Guldin  sur  les  centres  de  gravité,  qui  contenait  ses  attaques 
contre  le  calcul  de  Cavalieri,  n'arriva  à  celui-ci  qu'au  commen- 
cement de  (643;  c'est  alors  que  le  savant  Jésuate  appril  à  Torri- 
celli  la  règle  de  Pappus-Guldin,  qui  aide  à  évaluer  les  cubatures 
des  corps  de  révolution,  le  centre  de  gravité  et  la  quadrature  de  la 
courbe  génératrice  étant  connues,  mais  qui  n'était  pas  démontrée 
par  le  Jésuite  de  \  ienne  (t.  III,  p.  93-97). 

Quant  aux  quadratures,  l'édition  actuelle  nous  fait  \oir  que 
Torricelli  pouvait  enfin  envoyer,  peu  de  temps  avant  le  23  avril 
i643,  à  Cavalieri,  la  quadrature  de  la  cycloïde  (t.  III,  p.  122), 
retrouvée  aussi  par  Ricci  et  Nardi,  qui  inventaient  des  sortes  nou- 
velles de  cette  courbe  (t.  III,  p.  32?>  1.  aujourd'hui  nous  ne  con- 
naissons pas  moins  de  cinq  manières  de  solution  du  problème  par 
Torricelli  (t.  I,  P.  1,  p.  [64-169;  P.  2,  p.  325-328,  33 1-334). 
L'énoncé  étant  envoyé  à  Paris,  par  l'intermédiaire  de  Nicéron,  au 
mois  de  juin  i643,  avec  toute  une  série  de  propositions,  dont  celle 
du  solidum  acuturn  liyperbolicum  était  la  plus  remarquable,  il 
fut  l'origine  de  la  correspondance  de  Torricelli  avec  les  géo- 
mètres français.  L  ne  communication  incomplète  de  Roberval  en 
]f>43  (t.  III,  p.  i34)  conduisit  Torricelli  à  l'étude  de  la  quadra- 
ture des  paraboles  infinies,  devenue  possible  par  l'étendue  du  tbéo- 
rème  de  Cavalieri  au  cas  général,  à  savoir  que  la  somme  de  toutes 
bs  puissances  d'ordre  n  d'une  quantité  continuellement  croissante 
est  à  la  somme  d'autant  de  puissances  égales  à  la  plus  haute  comme 

I  "  —H-  '>"  -+-  Cl'1  I 

1  à  n  — (—  1    ou  lim ■ -^ —  =  ,  théorème  employé  aussi 

par  les  géomètres  français  et  envové  par  Beau  grand  à  Cavalieri 
avant  que  Torricelli  en  donnât  aussi  une  démonstration  générale 
(t.  III,  p.  29-80.  074  !•  Mis  en  rapport  avec  la  règle  de  Cavalieri 
citée  plus  haut,  ou  un  lemme  intégral  de  Torricelli  qui  permettait  la 
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transition  de  quantités  différentielles  à  des  quantités  finies  (t.  1, 

1*.  i,  p.   i)2  :  t.  III,  p.  370,  484)?  il  fournit  à  Torrieelli  la  matière 

de  la  plus  grande  partie  d'un  traité  spécial  qu'il  consacra  à  ces 

courbes  et  que  nous  offre  l'édition  actuelle  (t.  I,  P,  2,  p.  2-5-328). 

L'auteur  y  traite  aussi  des  centres  de  gravité  et  des  tangentes  à 

ces  courbes  ainsi  que  des  cubatures  et  centres  de  leurs  conoïdes  ; 

une  relation  plus  exacte  sur  les  travaux  de  Fermât  étant  envoyée 

en  Italie  par  Carcavv  au  commencement  de  1 645  (t.  III,  p.  271-2-2, 

r" 
27^),  Torrieelli  évalua  ensuite  I  intégrale  /    r"  d.r  pourquelques 

•  a 

valeurs  fractionnaires  de  n,  à  savoir  pour  les  paraboles  r-=  a.r"  et 
y*.=  axn  in  entier)  1  t.  1,  P.  2,  |j.  277-287  ).  Il  consacra  un  second 
traité  aux  spirales  infinies,  définies  mécaniquement  (t.  I,  P.  2, 
p.  3")i-3()();  t.  III.  p.  280),  et  un  troisième  aux  hyperboles  infinies 
jf  y</z=  c  (  t.  I,  P.  2,  p.  227-274  ),  traitées  aussi  par  Fermât  vers  la 
même  époque,' et  dont  Torrieelli  déduisait  la  quadrature  (à  l'excep- 
tion de  l'hyperbole  ordinaire)  par  un  seul  théorème  (t.  I,  P.  2, 
p.  2.33,  238,  2^1;  t.  III,  p.  24-26,  272,  372-374,  375.  f5o).  Depuis 
l'année  1-645,  Torrieelli  donna  divers  renseignements  sur  ses 
démonstrations  à  l'égard  de  ces  trois  sortes  de  courbes  à  Ricci 
(t.  III,  p.  225,  261,  277.  2(S8  ).  à  Cavalieri  (p.  372-37 'i)  et  aux 
géomètres  français  (  t.  1,  P.  2,  p.  328;  t.  111,  p.  18-iÇ).  >77  '7*. 
386-38,,). 

Outre  les  cubatures  déjà  mentionnées,  Torrieelli  en  trouva 
encore  bien  d'autres,  faisant  une  digne  suite  aux  travaux 
d'Archinïède  et  à  ses  propres  recherches  publiées  en  i6445  par  un 
traité  publié  pour  la  première  fois  dans  notre  édition  (t.  I,  P.  2, 
p.  99-173);  la  première  partie,  intitulée  de  solidis  vasiformis  et 
adressée  à  Magiotti,  contient,  comme  suite  à  la  cubature  du  solidum 
acutum  hyperbolicum,  celle  de  divers  corps  formes  ou  excavés 
par  la  révolution  de  sections  coniques,  tandis  qu'un  appendice  à 
tout  le  traité  contient  la  cubature  des  anneaux,  proposée  à  l'égard 
de  eereles  à  Roberval  (  I.  111.  p.  i5),  qui  a  étudié  le  sujet  dans  son 
Traité  de>  indivisibles:  c'était  de  ces  derniers  corps  que  Torrieelli 
donnait  aussi  la  quadrature  (t.  I,  P.  2.  p.  $3^;  L  111,  p.  i5).  lia 
aussi  étendu  ses  recherches  sur  le  solidum  aeutum  hypèrbolicum 
aux  volumes  formés  par  les  hyperboles  infinies  (t.  111,  p.  \\i)-\ 5<<). 
Toutes    ces   cubatures    n'exigeaient    qu  une  seule   intégration,   et 
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Tôrricelli  les  trouvait  pour  la  plus,  grande  partie  par  le  procédé 
de  Cavalieri,  qui  lui  était  la  via  vère  Regia  (  t.  I,  P.  12,  p.  i4o)  et. 
un  miracolo  di  scienza  (t.  II,  |).  20).  Mais  ayant  recueilli  une 
série  de  paradoxes  auxquels  ce  procédé  donnait  lieu  (t.  1,  P.  -. 
I>.  20-28,  i 5-48  )  et  se  souvenant  des  attaques  de  Guldin  et  Bettini. 
répétées  plus  tard  par  Tacquet,  il  avait  parfois  soin  d'ajouter 
démonstration  une  autre  démonstration  d'après  la  méthode  des 
Anciens.  Dans  un  cas  fameux,  il  prit  encore  un  autre  chemin. 
\prcs  avoir  évalue  le  centre  de  gravité  de  la  cycloïde (t.  1,  I'.  "2. 
p.  218-222),  il  trouva  j)iir  la  règle  de  Pappus-Guldin  le  volume 
engendré  par  la  révolution  de  la  courbe  autour  de  sa  base  {lbid., 
p.  22S-226),  volume  que  RôbervàJ  avail  trouvé  avant  lui  par 
une  autre  méthode.  Tôrricelli  en  envoya  l'énoncé  à  Paris,  le 
i'  niai  [644  ''•  'I'-  I>-  '7'-  '77)i  avec  d'autres  propriétés  de  la 
courbe,  telle  une  cubature  prétendue  <\n  uilume  engendré  par  la 
révolution  de  la  cycloïde  autour  de  son  axe,  trouvée  par  la  même 
règle.  Mais  immédiatement  soupçonnée  fausse  par  Roberval,  qui, 
ignorant  alors  la  régie  de  Pappus-Guldin,  trouva  la  \aleur  exacte 
d'une  autre  manière,  en  i(>i~>  1  t.  III.  p.  338),  les  débats  sur  cette 
question  (t.  111,  p.  35o-'>>i  i  refroidirent  les  relations  entre  lès 
deux  géomètres,  qui  avaient  ici  torl  tous  les  deux. 

On  sait  que  Tôrricelli  s'occupait  aussi  du  problème  delarectifi- 
cation  d'une  courbe,  plus  nouveau  que  ]e»  précédents,  et  qu'on 
lui  doit,  la  rectification  de  la  spirale  logarithmique.  Cette  courbe 
était  déjà  étudiée  avant  lui.  Elle  se  déduit  aisément  de  la  courbe 
gauche  introduite  par  Nunez  et  relevée  par  Snellius,  qui  lui  donna 
le  nom  de  loxodrûfnie  et  publia,  en  1624,  les  premières  vues  à  sa 
rectification.  En  posant  l'œil  dans  le  pôle  opposé  à  celui  vers  lequel 
s'approche  la  loxodromie,  elle  se  projette  sur  le  plan  de  l'équateur 
comme  une  spirale  logarithmique,  qui  coupe  les  demi-droites,  qui 
sont  les  projections  stéréographiques  des  méridiens,  sous  des  angles 
égaux.  On  retrouve  la  même  courbe  en  cherchant  le  plan  qui  doit 
couper  sous  des  angles  égaux  les  lignes  de  gravité  supposées  con- 
courantes, à  savoir  le  plan  qui  est  également  pressé  par  le  poids. 
Ainsi  la  courbe  (premier  exemple  du  problème  inverse  des  tan- 
gentes de  Debeaune  i  fut  étudiée  par  Mersenne  dans  son  Harmonie 
universelle  de  1 636  (  Lib.  11.  prop.  9.  p.  1  19-1  2 1  )  et  dans  la  préface 
de  l'édition  abrégée  en  latin  (  Harmonicorum  libri  XII 1  de  la  même 
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année.  Le  Minime  ne  laissa  pas  de  faire  mettre  en  lumière  l'iden- 
tité de  cette  courbe  avec  la  projection  de  la  loxodromie  et  de  relever 
«  qu'un  poids  se  mouveroit  perpétuellement  par  ce  plan  également 
incliné  sans  pouvoir  jamais  arriver  au  centre  de  la  terre,  autour 
duquel  le  plan  torneroit  toujours  sans  y  arriver  »,  opinion  contre- 
dite à  tort  par  Descartes,  dans  ses  lettres  de  i63y  et  1 638,  qui 
trouva  alors  aussi  la  rectification  de  la  courbe,  exprimée  par  son 
équation  s  =  a  o.  Comme  M.  Loria  l'avait  démontré  déjà  ailleurs, 
les  titres  de  Torricelli  à  la  découverte  se  fondent  sur  la  circons- 
tance que  la  rectification  n'est  pas  donnée  directement  par  les  défi- 
nitions dont  part  Torricelli  (t.  1,  P.  2,  p.  36 1 ,  362-363)  et  dont 
la  première  donne  la  courbe  (qu'il  appelle  spiralis  geometrica)  par 

l'équation  différentielle  -j-  =  -,  •  Outre  la  rectification,  commu- 
niquée à  Ricci  et  par  celui-ci  à  Mersenne,  le  17  janvier  i645  (t.  III, 
p.  aS1}),  Torricelli  trouva  aussi  la  quadrature  de  la  courbe  (t.  I, 
P.  2,  p. 35  1  et  suiv.),  mais  il  gardait  les  chemins  pris,  sous  les  choses 
les  plus  secrètes,  et  ne  les  proposait  qu'en  juillet  1646  (t.  III, 
p.  3ç)i)  à  Roberval,  qui  ne  tardait  pas  à  lui  faire  part  (t.  Ut,  p.  igj- 
498  )  des  observations  de  Mersenne.  Ajoutons  que  le  géomètre  de 
Florence  résolut  encore  une  autre  proposition  de  Debeaune,  à 
savoir  :  trouver  la  courbe  dont  la  sous-tangente  est  constante  ;  pro- 
position réduite  déjà  par  Descartes  à  une  équation  différentielle  (  '  ). 

De  cette  courbe  y  =  b  log ;  — >  qu'il  appelle  hemhyperbola  loga- 

rithmica,  Torricelli  traita  la  quadrature  et  des  questions  de  cuba- 
ture,  en  parlant  dans  ses  lettres  à  Cavalieri  et  à  Ricci,  à  partir  de 
l'été  de  1647,  de  son  traité  complet  sur  le  sujet,  qu'on  retrouve 
aussi  dans  notre  édition  (t.  I,  P.  2,  p.  229,  335  et  suiv). 

L'édition  actuelle  des  ÇEuVres  de  Torricelli,  est,  comme  le  dit 
M.  Loria,  complète  mais  pas  totale  (2).  En  tout  cas,  le  nombre  des 


(')  Voir  Bulletin,  >"  série,  t.  XLII,  1918,  p.  i6ti,  la  note  3. 

(2)  Nous  regrettons  de  n'avoir  pas  pu  retrouver  dans  l'édition  actuelle  un  écrit 
adressé  par  Torricelli  à  Ricci  et  dans  lequel  il  a  traité  de  la  loi  d'attraction,  sujet 
en  vogue  au  xvir  siècle  depuis  les  études  de  Kepler.  Beaugrand,  dans  ses 
entretiens  avec  Galilée,  Cavalieri  et  Castelli  en  i635  et  dans  sa  publication 
de  i636,  avait  supposé  le  poids  d'un  corps  variant  proportionnellement  à  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  au  centre  de  la  Terre.  Fermât,  Descartes  et 
Roberval  s'étaient  occupés  du  même  sujet.  Torricelli  suppose  le  poids  varianten 
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sujets  traités  dans  les  deux  parties  de  ce  premier  volume  est  assez 
abondant,  et  nous  nous  joignons  à  M.  Lbria,  quand  il  exprime  le 
désir  qu'on  établisse  un  résume  des  résultats  auxquels  Torricelli  est 
arrive,  comme  on  Ta  fait  pour  ceux  obtenus  par  Grégoire  de  Saint- 
\  incent  et  Barrow.  Mais,  d'ailleurs,  nous  exprimons  ici  notre  regret 
d'être  privés  dès  à  présent  d'un  index  qui  puisse  servir  de  t;uide 
dans  ce  labyrinthe  d'énoncés,  guide  d'autant  plus  nécessaire  que 
souvent  l'ordre  des  matières  esl  défectueux  dans  les  manuscrits, 
dont  beaucoup  sont  des  copies  ou  paraphrases  de Serenai  ou  Viviani. 
M.  Loria  s'en  est  tenu  exactement  à  eet  ordre  avec  rais. m  :  mais 
la  défectuosité  de  cet  ordre  est  souvent  cause  que  des  sujets  sont 
traités  ou  répétés  à  des  endroits  où  on  ne  les  cherche  pas  en  pre- 
mier lieu.  En  complimentant  le  savant  distingué  pour  1  accomplis- 
sement de  son  travail,  nous  espérons  voir  bientôt  I  exécution  de 
son  désir  et  du  nôtre,  sans  doute  empêchée  jusqu'à  présent  par  les 
incommodités  de  l'époque. 

Outre  les  Lezioni  accademiche,  comprenant  onze  lectures,  dont 
les  huit  premières  son!  données  à  1  académie,  le  \  olume  second 
contient,  pour  la  plus  grande  partie,  des  sujets  qui  regardent  la 
Mécanique,  dans  laquelle  Torricelli  se  montre  l'élève  du  grand 
Vieillard  d'Areetri.  Celui-ci  lui  dictait  encore,  depuis  la  (in  de  iô{i, 
la  Giornata  qui  nia  pour  ajouter  aux  Discorsi  déjà  publies. 

Une  des  nombreuses  propositions  que  contient  le  traite  de  Motu 
gravium  naturaliter  descende ntium  et  projectorum  de  Torri- 
celli (p.  ioi-i32),  déjà  imprimé  en.i644i  est  u>  célèbre  prin- 
cipe (p.  io5)  que  deux  corps  sur  des  plans  inclinés  sont  en  équilibre 
quand  le  centre  commun  de  gravité  ne  monte  ni  ne  descend  par 
un  déplacement  de  ces  corps.  D'ailleurs,  on  y  trouve  énoncé 
(p.  ii  2- ia4)  la  célèbre  méthode  mécanique  pour  la  construc- 
tion des  tangentes  à  des  courbes  planes. 

Cette  méthode  a  été  revendiquée  pour  Torricelli  dans  une  pro- 


raison inverse  de  la  distance  de  son  centre  à  celui  de  la  Terre.  Il  est  fait  mention 
de  son  écrit  par  Grandi  dans  ses  commentaires  sur  le  traité  du  mouvement 
accéléré  de  Galilée  et  il  en  donne  un  extrait  (voir  les  éditions  des  Œuvres 
complètes  de  Galilée  à  partir  de  1 71S  jusqu'à  celle  d'Alberi  (  t.  XIV,  i855,  p.  120- 
121).  L'écrit  même  de  Torricelli  se  trouve  aujourd'hui  dans  le  volume  XL  des 
Discepoli,  i'°  r  12  et  suivants. 
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fonde  étude  publiée  en  i8~5  par  Jacoli,  dont  M.  Loria  semble  par- 
tager l'opinion.  Mais  en  refusant  la  première  découverte  à  Roberyal 
lorsqu'il  détermina,  vers  i  (.>.'>.{,  La  forme  de  la*  cjcloïde,  il  nous 
semble  qu'on  se  fonde  sur  de  fausses  interprétations,  en  particu- 
lier des  lettres  de  Descartes.  D'ailleurs,  tandis  que  le  géomètre  de 
Paris  pouvait  déclarer,  dans  sa  Ici  lie  à  Fermai  d'août  i64o,  avoir 
construit  par  cette  méthode  la  tangente  à  toutes  les  courbes 
arrivées  à  sa  connaissance,  Torricelli  ne  fait  sa  première  applica- 
tion que  le  29  juin  i(>4',  lorsqu'il  adressa  à  Galilée  une  lettre 
(t.  111,  p.  55)  accompagnée  d'un  écrit  sur  l'énigme  de  la  18e  pro- 
position du  livre  des  Spirales  d'Archimède,  dont  le  texte 
répond  sans  doute  à  l'écrit  qui  nous  est  conservé  dans  l'édition 
présente  au  tome  I,  P.  2,  p.  ^77  el  suiv. ,  où  est  donnée  la  con- 
struction de  la  tangente  à  la  spirale.  Son  application  à  la  cjcloïde, 
déduite  d'un  théorème,  qui  avait  pu  faire  voir  à  son  auteur  la 
courbe  comme  tautochrone  (t.  III,  p.  106),  ne  date  cpie  d'une  époque 
peu  antérieure  à  la  publication  de  l'Ouvrage  imprimé.  Quant  à 
l'application  de  sa  propre  méthode,  on  sait  que  cet  Ouvrage,  tout 
comme  les  Cogita  tu  de  Mersenne,  parus  peu  de  temps  avant, 
ne  donne  in  extenso  que  l'application  à  la  parabole,  ne  faisant 
qu'une  allusion  à  l'application  à  la  spirale  et  aux  eveloïdes.  Pour 
la  fécondité  de  la  méthode,  qui  a  exercé  une  grande  inlluence  sur 
les  concepts  de  la  variation  continue  de  deux  grandeurs  et  la  forma- 
tion du  quotient  différentiel,  il  faut  consulter,  au  sujet  de  Torri- 
celli, l'édition  actuelle  qui  nous  apporte  la  construction  de  la 
tangente  au  cercle  (t.  I,  P.  2,  p.  234-35),  a  l'hyperbole  (Ibid., 
p.  235-36),  aux  hyperboles  infinies  <  Ibid.,  p.  ao^-SS,  3o7~3og), 
aux  paraboles  infinies  (Ibid.,  p.  3o9-3i4"  t-  III,  p.  ^76)  et 
ellipses  infinies,  courbes  dont  s'occupait  surtout  Ricci,  qui  nous 
en  a  laissé  tout  un  Ouvrage. 

La  méthode  de  la  composition  des  mouvements  avait  d'autres 
applications  encore.  On  a  vu  Torricelli  rectifier  la  spirale  loga- 
rithmique. Cependant  cette  rectification,  comme  celle  des  trois 
sortes  de  eveloïdes  de  droite  faite  par  Roberval,  probablement 
plus  tôt.  mais  réduite  à  des  arcs  d'ellipse,  regardait  des  courbes 
transcendantes.  De  telles  rectifications  ne  réussissent  pas  à  détruire 
l'opinion  commune  qu'il  soit  impossible  de  trouver  un  arc  de 
courbe  égal  à  une  ligne  droite,  puisqu'on  limitait  cette  opinion  à  des 
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courbes  algébriques.  En  eflet.  à  Pari»,  Hôbbes  et  Roberval  avaient 
trouvé,  depuis  i643,  par  cçt'te  composition,  l'égalisation  de  la 
spirale  d'Archimède  el  < l<-  la  parabole  ordinaire  à  L'égard  dejarec- 
I1lic.ai.1011  ;  Torricelli  aborda  le  même  problème  lors  du  séjour  de 
Mrfsctiiic  à  lviinic,  ;iii  commencement  de  1  <>»;">  (t.  111.  p.  368).  Le 
problème  demeurait  puisqu'on  n'avait  pas  encore  réussi  à  expliquer 
la  longueur  de  l'are  parabolique  par  une  quadrature,  ce  qui  n'ar- 
riva que  plus  tard  à  Fermât,  Vuzowi  el  Huygens,  qui  la  réduisaient 
à  celle  de  l'hyperbole  <>u  des  fonctions  Logarithmiques.  Toutefois, 
à  l'exemple  des  géomètres  français,  qui  étudiaient  de  plus  la  recti- 
fication des  spirales  de  cour  1  1.  III.  p.  *(><»—  •  W7"  >•  Torricelli  étendit 
le  problème  de  l'égalisation  a  toutes  les  spirales  el  parabole»  infi- 
nies (  t..   I,   l\  2.  p.  .')8;  et  suiv.  1. 

On  sut!  que  la  publication  de  Torricelli  contenait  aussi  1  t.  11, 
p.  190)  la  loi  de  l'écoulemenl  des  eaux,  d'ailleurs  déjà  soupçonnée 
.avant  lui  i  '  ).  A  ces  études  lut  donnée  une  suite  naturelle  par  le 
traité  inédit  de  Motu  ac  momentis  varia  (p.  233-»5o)  qui  se 
termine  par  la  détermination  de  la  forme  que  doit  avoir  un 
vaisseau  rempli  d'eau  pour  que  l'écoulemenl  se  fasse  également, 
problème  qu'on  retrouve  dans  la  correspondance  de  Torricelli 
avec  IMersenae.  en  [645,  et  ailleurs  (t.  Il,  P.  2,  p.  87-88;  t.  III, 
p.. 246,  249~23o,  264-265,  2-0.  >.--.  278),  et  dont  l'énoncé  torri- 
ceïlien,  redressé  par  Mariotte,  lut  cru  longtemps  perdu.  Des  deux 
traités  hydrauliques  qui  suivent,  le  premier  |  inédit  1  contient  une 
étude  sut  les  corps  flottants  et  le  problème  de  la  couronne  du  roi 
lliéron,  qui  était  proposé  à  l'auteur  par  Castelli  (p.  aoi-aoV). 
]Nous  jtassons  sous  silence  le  second,  publié  auparavant,  et  un 
traité  inédit,  mais  inachevé,  île  la  perspective  pratique  (p.  3ii- 
32o)  qui  termine  le  volume,  où  l'auteur  se  montre  di^ne  de  l'ana- 
gramme :  En  virescit  Galtlœus  aller. 


(')  Déjà  en  i6r/j  Bèeckmàit,  plus  tard  l'ami  de  Descartes,  conclut  et  nota  en 
langue  du  pays  que  «  si  l'un  veut  faire  passer  par  un  trou,  pendant  un'  même 
intervalle  de  temps,  une  double  quantité  de  l'eau,  il  faut  faire  la  hauteur  quatre 
fois  plus  grande  ».  Mersenne,  qui  visita  ce  Flamand  en  i63o,  et  s'entretenait  avec 
lui  par  lettres,  arriva  à  la  même  conclusion  et  la  communiqua  en 
Descartes  {Œuvres,  éd.  Adam  et  Tannery,  t.  II,  p.  ,504)  qui  Jeu  développa  en 
février  i6?|3  la  théorie  (Ibid.,  t.  III.  p.  < i  1 7 -tj ïo  ) .  Voir  aussi  les  Cogitata  du 
Minimes  de  164')  (  Hrdraulico-jmeumaticct  phenomena,  p.  J9). 
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Comme  le  précédent,  le  troisième  Volume  de  notre  édition, 
qui  comprend  la  correspondance,  est  publié  par  les  soins  de 
M.  Y  assura.  Parmi  les  correspondants  italiens  de  Torricelli  on 
remarque  :  à  Rome,  Ricci  (dont  le  Volume  comprend  {3  lettres 
adressées  à  son  ami,  et  26  de  celui-ci  au  premier)  et  Magiotti 
(1-H7);  à  Bologne,  Cavalieri  (35+  i5").  Tandis  que  les  envois 
que  Fermât  fit  parvenir  à  Torricelli  semblent  perdus  pour  toujours, 
on  trouve  réimprimées  dans  ce  Volume  les  lettres  de  Torricelli 
aux  géomètres  français  :  Mersenne  (12),  Roberval(3)  et  Careavv  (2), 
et  en  sens  inverse  (18  +  2  +  0).  Le  fameux  Racconto  de  Torricelli, 
qui  donne  rénumération  des  questions  proposées  et  qui  ouvre  le 
Volume,  peut  être  regardé  comme  une  illustration  de  ces  rapports, 
ainsi  que  toute  la  correspondance  par  rapport  aux  'œuvres  pro- 
prement dites  de  Torricelli,  passées  en  revue  plus  haut. 

Cette  correspondance  est  cependant  la  seule  source  pour  la  con- 
naissance de  quelques  travaux  de  physique  que  M.  Loria  compte 
parmi,  les  principaux  mérites  de  son  héros.  Passant  ceux  qui 
regardent  la  fameuse  expérience  du  vide,  auxquels  nous  espérons 
revenir  ailleurs,  il  convient  de  remarquer  ici  quelque  chose  sur 
d'autres  travaux,  dont  les  résultats  semblent  avoir  été  appréciés 
par  Torricelli  beaucoup  plus  que  ses  idées  sur  la  pression  atmo- 
sphérique. Nous  entendons  ses  méthodes  pour  la  construction  de 
lunettes  et  la  polissure  des  objectifs  à  grande  distance  focale,  dont 
Torricelli  trouva  la  perfection  dès  la  fin  de  1 6 4 3  ou  au  commen- 
cement de  i644  (t-  III ,  p.  i65). 

A  peu  près  tout  ce  que  l'édition  actuelle  nous  apporte  sur  ces 
méthodes  consiste  dans  une  lettre  de  Torricelli  à  Magiotti  du 
4  décembre  i643  (p.  i5o-i5{),  déjà  publiée  par  Ghinassi,  et  deux 
écrits  qui  s'intitulent  Mon ita  circa  usum  telescopii M  p.  i5  \-.\  55)  et 
Condizioni  richieste  nei  vetri  (p.  1 56),  empruntés  par  M.  \  assura 
à  deux  sources  différentes.  Remarquons  cependant  qu'en  les 
regardant  comme  post-scri/ita  à  la  lettre  du  \  décembre  i643, 
l'éditeur  a  obéi  à  l'ordre  des  documents  dans  une  de  ces  sources. 
Une  date  postérieure  est  rendue  cependant  probable  par  la  cir- 
constance que  dans  l'autre  source,  dressée  par  Ricci,  les  deux 
écrits  sont  séparés  par  une  critique  de  Torricelli  sur  l'Ouvrage  du 
P.  Casrée  (p.  i55)  qui  ne  parut  [qu'en  10+).  En  effet,  la  compa- 
raison du  texte  de  celte  critique  avec  celui  d'une  lettre,  imprimée 
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plus  loin  aux  pages  .'326-027  de  notre  \  olume,  fail  voir  qu'il  n'esl 
qu'une  paraphrase  du  dernier  lexie.  pourvu  par  Ricci  d'une  en-tête 
nouvelle.  Ceci  est  plus  évident  encore  quand  on  le  compare  avec 
le  texte  de  la  lettre  citée  tel  que  nous  le  publions  plus  loin  d'après 
une  source  qui  le  rend  \Au>  correct  et  plus  complet.  Ce  document 
nouveau  nous  fait  voir  (pie  les  fameux  Monîta  ne  sont  aussi 
qu'un  extrait  de  la  dernière  Ici  ire.  A  celle-ci  M.  Vassura  attribue 
la  date  approximative  de  juin  i(j{5.  assez  juste,  mais  pas  encore  la 
vraie.  En  effet,  c'est  de  la  lettre  en  question  que  Ricci  parle  dans 
la  sienne  du  2  avril  164 ~>  <  p.  3to).  Envoyée  par  son  intermédiaire 
à  l'aris,  cela  lui  donna  l'occasion  d'en  faire  des  extraits,  comme  il 
le  lit  aussi  pour  les  Condizioni,  qu'il  cite  dans  la  même  lettre 
comme  destinées  à  Mersenne  et  communiquées  par  lui  à  M^igiotii. 
Comme  la  lettre  de  Torricelli  répond  à  celle  de  Mersenne  du 
i5  mars  164Ô,  et  peut-être  aussi  à  l;i  partie  de  lettre  reproduite  à 
la  page  278  de  notre  Volume,  on  constate  donc  qu'on  peut  fixer 
sa  date  à  la  seconde  moitié  de  mais  i645,  comme  celle  des  Monita 
qu'elle  contient  et  les  Condizioni  qui  y  étaient  ajoutées. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  plus  encore.  On  sait  que  Tor- 
ricelli n'a  pas  cessé  de  se  montrer  très  jaloux  de  la  renommée  des 
verres  de  Fpntana  et  des  autres.  En  mourant  il  confia  son  secret, 
renfermé  dans  une  cassette  à  clef,  au  Grand-Duc.  Viviani  nous 
raconte  dans  une  Note,  qui  se  trouve  aujourd'hui  au  recto  du 
folio  3  du  recueil  constituant  le  \  olume  133  des  Discepoli,  Com- 
ment le  Grand-Duc  le  lit  venir  au  palais  à  \h  de  la  nuit  du  8  dé- 
cembre 1O47  et  lui  confia  ce  trésor  avec  une  allocution  peu 
concise.  Jamais  cependant  Viviani  n'a  pu  profiter  du  secret,  ou  le 
publier,  et  même  Serenai  ne  le  connaissait  pas.  Or,  il  apparaît 
que  précisément  lçs  Monita  et  Condizioni  ont  fait  partie  du  con- 
tenu de  la  fameuse  cassette  :  \  iviani  les  a  copiés  au  recto  et  verso 
du  folio  9,  et  au  verso  du  folio  9  et  recto  du  folio  10  du  recueil 
cité.  Si  le  Grand-Duc  n'a  pas  cru  ces  documents  de  la  plus 
haute  valeur,  Viviani  au  moins  semble  les  avoir  regardés  comme 
un  trésor  précieux  :  ,il  montre  sa  gratitude  par  l'annotation  solen- 
nelle :  Ex  muni/icenlia  Serenissimi  Ferdinandi  M.  D.  Mais 
loin  d'être  de  grands  secrets,  ce  n'étaient  que  des  conseils  adressés 
autrefois  au  savant  qui  avait  alors  les  relations  les  plus  répandues. 

La  lettre  de  Torricelli  à  Magiotti  du  4   décembre    it>43    nous 
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présente  le  secret  comme  des  conseils  qui  se  réduisent  à  des  ins- 
tructions de  technique  :  Torricelli  n'aurait  pas  moulé  les  verres 
>ur  des  forints  de  métal,  mais  de  schiste,  auxquelles  ils  étaient 
attachés  par  une  mixture  crypgène  pour  empêcher  des  chan- 
gements de  forme  causes  par  l'augmentation  de  la  température  ('). 
De  genre  technique  sont  aussi  les  instructions  contenues  dans  le 
manuscrit  de  Viviani,  qui  n'est  pas  cité  par  M.  \  assura,  mais  qui 
en  comprend  encore  d'autres  que  les  trois  déjà  citées  (2).  Néan- 
moins on  peut  douter  que  le  secret  de  I  orricelli  ait  existe  dans  de 
telles  instructions,  si  l'on  se  fonde  sur  d'autres  renseignements. 
Lorsqu'il  annonça  à  Magiolti  et  Ricci  le  6»février  1.644  la  réception 
de  la  médaille  envoyée  de  la  part  du  Grand-Duc  pour  son  invention, 
et  qui  lui  est  arrivée  enfin  «  après  beaucoup  de  discours  et  de 
vaines  espérances  »,  il  présente  son  invention  (p.  167)  comme 
tirée  des  doctrines  sur  les  sections  coniques  et  sur  la  réfraction; 
de  plus,  vers  la  même  époque,  il  tint  des  discours  semblables.  (  >n 
serait  donc  incliné  à  la  regarder  comme  s'appujant  sur  des  spécu- 
lations théoriques.  En  effet,  la  fabrication"  de  verres  hyperboliques 
est  traitée  plus  d'une  fois  dans  la  correspondance  avec  Mersenne 
'(t.  111,  p.  2(>2.  3o3);  il  résulte  de  la  lin  de  la  lettre  que  nous 
publions,  que  Torricelli  (-prouvait  les  plus  grandes  difficultés  dans 
la  fabrication  des  verres  hyperboliques  concaves. 


(')  Dans  une  lellre  inédite  du  (5  décembre  ■  ' > 4  —  à  Serenai,  Magiolti  écrivit  : 
Ouando  il  Sig.  1  orricelli  mi  se  risse  t'invenzione,  me  la  disse  tanto  in  brève 
ch'io.  sebbene  l'ho  provata,  dubito  che  vi  manchino  molli  particalari  (  Mss. 
Gai.,  vol.  XXII,  f».  2). 

(-)  Folio  5  recto  :  Occkiale  di  4   vetri  del  Torricelli  del  Gran  Duca  lungo 

b    1  tt  (commencement  :    L'obiettivo    unisce    col    foco    al    sole...;   lin  :  eon   le  tre 
3 

lenti  scopre  naaitoni  6  j. 

Folios  6  recto-7  recto  :   L'occhiale  fatlo  dal   Torricelli    del    Gran-Duca   c    lungo 

ba  10-con  Pacuto-e  b"  u  -r  eon  \  lenti  corne  4°  â  '^.... 
4 

Folio  12  recto  :  Dopo  un  secondo  scritlo  net  1644  segue  queslo  Modo  di 
/are  gli  occhiale  da  vedere  le  cose  piccole  (  commencement  :  Si  piglia  del  cris- 
tallo  sottilissimo  in  (ila...:  lin  :  innamorato  de'piu  nobili  studi  del  disegrio, 
deU'architettura,  e  délie  matematiche  insieme). 

Folio  \!\  recto  :  (  Comm.  )  :  I.e  centine  o  sono  di  vetro  o  di  métallo...;  lin  : 
per  ridurlo  ail'  ultimo  grado  di  pulitura  e  liscezza. 

Folio  i5  recto  :  (Connu.)  :  Supplicai  S.  A.  a  tener  secreto  eon  tuiii  il  modo 
del   Torricelli...:  fin  :   se  atlacava  le  lamine  su  le  centine. 
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A  la  lettre  de  Torricelli  à  Mersenne  citée  plus  haut.  M.  \  assura 
n'avait  pas  iittribué  une  date  exacte.  Déjà  ailleurs  <  '  i  nous  avons 
remarqué  que  la  lettre  autographe  de  Torricelli  à  \la^i<>tti.  que 
l'éditeur  publie  (p.  3^)  sous  la  date  du  8  janvier  i64o,  es!  réel- 
lement du  8  janvier  i6{i-  Mous  regrettons  <le  devoir  signaler 
encore  d'autres  erreurs  de  cette  sorte. 

Quelques-unes  de  ces  erreurs    semblent    ressortir   de    ce   que 
l'éditeur   n'a  pas  tenir   compte  du  fait   que   diverses   lettre»,   son! 
datées  d'après  le  style  de    l'Annonciation    ou    calcul    florentin, 
qui   commence   l'année   nouvelle  par  le  20  mais,    xinsi,  la  lettre 
reproduite  à  la  p;tu«'  (>7  et  datée  du  3  février  1642.  doit  être  pla< 
à  sa  date  en  i64«?,  ce  qui  est  prouvé  par  le  fait  qu'elle  contient  des 
sujets  qui  n'apparaissent   pas  avant  les  pages  88  et    io3  de   notre 
\  olume  et    par  la  mention    du    second  \olume  de  l'Ouvrage  de 
(iiildin,  dont  Cavalieri.  qui  ne  l'avait  pas  encore  vu  en  décembre 
rfi'jp.  (87,  go  1.  donna  un  résume  ,i  Torricelli  le   i3  janvier'   i643 
(p.  o,3-q6);  c'est  à  cette  lettre  de  la  page  67  aussi  que  Torricelli 
fait    allusion    dans    la    sienne    du   28  février   i<>i>  (p.    108),  dont 
il    ressort    que    le  destinataire,    inconnu    à    M.    Vassura,   était    le 
P.  Michelini,  sous  la  direction  duquel  le  jeune  Leopold  de  Médicis 
étudiait  alors  les  mathématiques.   De  même,  la  lettre  de  Torricelli 
(en  copie)  du  -  mars  1642  est  du  -  mars  \ù\3  :  on  ne  trouve  pas 
la  détermination  du  centre  de  gravité  du  secteur  de  cercle  avant 
les  pages  io3,  io5.   1  10.  ni  la  règle  pour  la  détermination  de  celui 
du  segment  sphérique  avant  les  pages  108,  1 10,  à  savoir  en  février 
ou  mars  1 643.  Les  trois  lettres  datées,  dans  notre  volume,  respecti- 
vement du  2  janvier  i643  (p.  91-92),  16  janvier  i6{3  (p.  96-99)  et 
20  janvier  1 643  (p.  99-1001  ainsi  que  la  lettre  datée  du  27  février 
i643  (p.  106-107»  sont  toutes  des  mêmes  dates  de  Tannée  i64-/- 
Ceci  est  prouvé  par  le  fait  que  les  démonstrations  de  Ricci,  qui 
sont  mentionnées  aux  pages  96-97,  dans  la  lettre  du  16  janvier 
(dont  la  date  de  16 \\  que  portait  l'original,  est  changée  à  tort  par 
1  éditeur  en  1 64 3  |,  sont  rappelées  aux  pages  i63  et  194-190  et  que 
les  cardinaux  Cesarini  et  Raggi,  dont  la  mort  est  mentionnée,  sont 
décédés  respectivement  le  1 5  janvier   1 644  et  3i  décembre  i643; 
enfin  le  père  Santini  ne  se  fixait  à  Rome  qu'au  commencement 

(])  Bollettino  dibiblioi>rafia  e  storia  délie  scienze  rnatematiche.   1919,  p.  33. 
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<le  i^i  i  (  '  ).  Ce  dernier  fait  <-bl  décisif  pour  la  date  de  la  lettre  du 
2  janvier  i643  (p.  91),  dont  la  vraie  date  (1644)  concorde  avec 
<  elle  de  l'épigramme  signalé  en  note  et  qui  se  rapporte  à  la  lettre 
citée  de  Ricci,  de  même  que  la  lettre  des  pages  99-100  se  rapporte 
aux  deux  lettres  citées.  Il  en  est  de  même  pour  la  lettre  des  pages 
iofi-107,  où  le  P.  Santini  est  signalé  à  Rome  :  cette  lettre  fameuse, 
qui  contient  la  construction  de  la  tangente  à  la  cycloïde,  doit  être 
placée  après  le  commencement  de  la  correspondance  de  Torricelli 
avec  les  géomètres  français;  elle  peut  avoir  des  rapports  avec  des 
passages  sur  cette  courbe  dans  deux  lettres  de  Cavalieri  de  i644 
a  la  page  i  70,  et  dans  la  lettre  du  ier  mai  i644 .(P*   '7^>  1 77 )• 

Un  rapprochement  soigneux  des  dates  est  d'autant  plus  désirable 
qu'il  s'agit  d'une  correspondance  qui,  comme  celle  de  Torricelli, 
•ne  nous  est   conservée   pour  la   plus   grande   partie   qu'en  copie. 
Probablement  par  la  faute  du  copiste,  la  lettre  de  la  page  2  1 8  porte 
à  tort  la  date  du  12  août  1 644»  tandis  qu'elle  est  du  12  août  i645 
et  doit  être  placée  par  conséquent  après  celle  de  Cavalieri   du 
ier  août  i645  (  p-  33o).  Parfois  aussi  l'éditeur  n'a  pas  été  heureux 
dans  l'arrangement  des  lettres  aux  copies  desquelles  il  manque 
toute   indication   de    date.    Celle  de  Torricelli  à  Mersenne,   aux 
pages    262-265    (date    conjecturée    fin    janvier    i645).    doit   être 
regardée  comme  un  appendice  contemporain  de  la  lettre  imprimée 
aux  pages    291-92:    à    celle-ci    M.    \  assura    attribue   la   date    de 
février    16  {5,    mais    les  deux  écrits  réunis    doivent   être    insérés 
plutôt  au  milieu  de  janvier  i64">,  comme  répondant  à  la  lettre  de 
Mersenne  du   2.)   décembre   i(>44-  insérée  à  la   page   2/{5   (à  rap- 
procher les  passages  p.  246,  1.   23,  et  p.  24o,-25o).   La  lettre  des 
pages    343-344    (date    supposée   décembre    (645),   dans  laquelle 
l'ouvrage  du  P.  Kircher  est  discuté,  est  postérieure  à  celle  de  la 
page  348  (  16  décembre  (645)  où  l'on  en  annonce  la   publication 
prochaine   (à  comparer  p.  4°';   î°8)  et  peut-être  contemporaine 
de  la  lettre  du    16  juin   1646  1  p.  3-9).  Enfin  la  lettre  des  pages 
346-347  (date  conjecturée,  décembre  i645),  traitant  du  centre  de 
percussion,  est  sans  doute  de  l'année  io{ô  et  postérieure  à  la  lettre 
de  Torricelli  k  Roberval  du   -   juillet   \iV\C)  (à  comparer  p.  3  17, 
1.  3.-34,  et  p.  385,  1.  3-8). 

f  1  )  Comp.  les  pages  91,  99,  iort,  180,  1S9,  195,  200,  214.  2t5,  220,  222,  224,  225,  •  27. 
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Dans  son  édition.  M.  \  assura  ;i  adopté  apparemment  le  système 
de  ne  signaler  dans  les  prolégomènes  des  lettres  que  les  manuscrits 
les  meilleurs  et  de  reconstruire  les  leçons  douteuses  d'après  ces 
manuscrits  sans  plus.  Quand  il  ne  s'agit  pas  d'autographes,  mais 
seulement  de  copies,  faites  soit  par  Serenai,  soit  par  \  iviani,  il 
valait  parfois  la  peine  de  signaler  aussi  les  autres  copies  et  de 
donner  les  variantes.  Nous  empruntons  deux  exemples  à  des  copies 
de  la  correspondance  de  Torricelli  avec  les  géomètres  français  telle 
qu'elle  existe  à  la  Bibliothèque  nationale,  à  Paris  (  ').  Quant  à  la 
lettre  de  Roberval  à  Torricelli.  du  ier janvier  iG £6  <  34g),  M.  \  assura 
ne  cite  pour  seule  source  qu'un  codex  manuscrit  du  xvne  siècle 
se  trouvant  «  chez  lui  ».  rendant  ainsi  le  lecteur  assez  curieux; 
heureusement  on  l'a  à  la  Bibliothèque  nationale  (  fonds  la  t.  i  i  igo\ 
f0i  1  et  suiv.),  où  d'ailleurs  on  en  conserve  même  1  f .  lat.  nouv. 
acq.  2 . > 4  !  j  f°-  1)  hi  minute  jusqu'au  mot  superatur  1  p.  352,  1.  ri) 
avec  la  mention  finis  epistolœ  et  la  date  du  1e1  novembre  i645,  ce 
qui  prouve  que  c'est  la  seconde  partie  seule  de  cette  lettre  qui 
date  du  ier  janvier  i(>4<>  et  explique  son  annonce  répétée  de 
Mersenne  à  Torricelli  (p.  .345,  346,  . î 5 7 ,  36o).  La  longue  lettre  de 
Roberval  à  Torricelli,  qui  termine  le  volume,  ne  fut  pas  écrite 
entièrement  dans  l'année  i6{t,  mais  commencée  dès  l'automne 
de  1M4I).  M.  \  assura  ne  l'a  publiée  que  d'après  les  imprimés 
de  i()<)')  <■(  de  I7.3i,  ou  plutôt  d'après  la  derrière  édition  seu- 
lement; mais  par  inadvertance  il  a  tourné  deux  pages  ensemble, 
de  sorte  qu'il  nous  manque  à  la  page  49°  de  son  édition  1  au  milieu 
du  mot  barbare  suffocuborum,  1.  1-  en  montant)  le  précieux 
exposé  de  la  méthode  de  Roberval  pour  la  quadrature  des  spirales 
<jt  paraboles  de  degré  supérieur,  qui  touche  de  près  au  travail  de 
Torricelli.    La  consultation   des   manuscrits   de  cette  lettre  (Bibl. 


(  '  )  Une  copie  partielle  de  la  lettre  de  Roberval  à  Mersenne  (  p.  i33)  de  juin  i643, 
f.  fr.  nouv.  acq.  3>83,  f°  iofi;  la  lettre  de  Torricelli  à  Roberval  du  7  juillet  i6V> 
(p.  38i  ),  t.  lat  11190,  f'  i'i  verso;  de  Torricelli  a  Mersenne  de  la  même  date 
(  p  I99),  f-  lat.  nouv.  acq.  2338.  fol.  8;  de  Torricelli  a  Garcavy  du  8  juillet  16^' 
(  p.  '|o">  )  f.  lat.  mi)1),  f  j3  recto  et  verso.  —  Notons,  quant  à  la  dernière  lettre 
traitant  de  la  règle  générale  pour  l'évaluation  des  centres  de  gravité,  que  la 
leçon  mutilée  des  pages  Jo6  1  I.  3  en  montant)  et  4 ■  » 7  il.  1  ),  aurait  pu  être 
redressée  facilement  par  la  comparaison  des  passades  précédents  :  p. 
(comp.  aussi   vol.  I,   P.   J.  p.  218). 

Bull,  des  Sciences  mathe'm.,   >*  série,  t.  XI. IV.  1  Octobre  1920.)       i5 
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mit.  fonds  lat.  i  i  ni<».  fos.  29  recto- \  1  et  fonds  lai.  nom  .  acq.  23  \i . 
f"  3  recto  et  suiv.)  aurait  pu  taire  éviter  cette  omission  (  '  1. 

On  pourrait  l'aire  aussi  quelques  remarques  à  l'égard  de  l'exécu- 
tion tjpo'graphique  de  l'édition  de  M.  A  assura.  La  lecture  serait 
rendue  plus  facile  si,  dans  le  texte  des  lettres,  on  avait  mis  en 
vedette  les  citations  et  si  l'on  avait  mis  en  alinéa  chaque  foisqu  on 
passe  à  un  sujet  nouveau.  Il  est  à  regretter  que  M.  Vassara  ail 
souvent  négligé  de  donner  l'indication  exacte  de  l'Ouvrage  dont 
il  est  traité  dans  la  lettre,  ainsi  que  de  déterminer  par  quelques 
éclaircissements  la  personnalité  d'un  auteur  lorsqu'il  y  est  insuffi- 
samment indiqué  ou  de  préciser  les  endroits  de  la  correspondance 
auxquels  l'épistolaire  fait  allusion,  omissions  d'autant  plus  regret- 
tables puisqu'il  nous  manque  aussi  un  index  de  la  correspondance. 
Un  système  qui  s'en  tient  à  de  tels  renseignements,  tel  qu'il  est 
adopté,  par  exemple,  dans  l'édition  nationale  des  Œuvres  de 
Galilée,  n'aurait  pas  cependant  exigé  trop  d'espace  dans  cette 
édition,  qui  n'a  pas  éprouvé,  comme  celle  de  M.  Loria.  les  incom- 
modités qui  rendent  l'impression  aujourd'hui  si  difficile. 

Mais,  comme  le  disait  le  regretté  Tannerv,  le  second  qui  advient 
prend  aisément  l'avantage.  Et  d'ailleurs,  il  ne  faut  pas  oublier 
que  c'est  à  M.  \  assura,  soutenu  par  la  générosité  de  la  commune 
de  Faenza,  que  le  monde  savant  doit  enfin  l'exécution  de  l'édition 
des  papiers  du  géomètre  de  Florence,  qui  ne  peut  pas  souffrir  la 
comparaison  avec  les  grandes  éditions  de  Fermât,  Descartes,  Galilée 
ou  Huygens.  mais  qui  représente  encore,  sous  son  état  actuel,  un 
précieux  instrument  de  travail  pour  celui  qui  cultive  l'histoire  des 
sciences.  Comme  la  vie  de  Torricelli  fut  brève,  brève  fut  aussi  la 
période  de  sa  production  intellectuelle  et  très  brève  celle  pendant 
laquelle  il  montra  au  monde  toute  la  puissance  de  son  génie.  Dans 
la  dernière  de  ses  Lezioni  accademiche  traitant  délia  Farna.  il 
défend  l'opinion  que  la  gloire  est  à  apprécier  seulement  pendant  la 
vie  et  n'a  pas  de  valeur  après  la  mort.  Cette  opinion  est  peut-être 
plutôt  un  exercice  dialectique  qu'une  conviction  intime.  L'édition 


('  )  Depuis  l'impression  du  volume,  M.  Favaro,  dans  le  Bol/,  di  bibl.  é  storia 
dette  se.  mat..  i)i  i.  .1  encore  publié  une  lettre  de  Torricelli  et  une  seconde 
lettre  adressée  à  Torricelli,  crnpiunlée<  aux  volumes  L  et  CXLVII  des  Discepo/i. 
\| .   Loria  signale  la  publication  dans   la   note   7  .S  de  son  Introduction. 
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actuelle  permettra  de  reconnaître  au  grand  disciple  de  Galilée  la 
gloire  à  laquelle  il  ;i  renonce  lui-même.  Par  ailleurs,,  elle  Inspire 
1  admiration  pour  le  grand  génie  italien  qui  lui  fui  contemporain. 

<  -.    DIS  W  1AHO. 


TORRIGELLI     \    MERSExNNE. 
i  Fireaze,  lin  de  mai  *  16  \  >.  1 

[Vienne,  Hofbibliotbek,  codex  -<<\<i  (recueil  acquis  en  France  vers  1720  parle 
comte  de  Hohendorf),  lettre  numérotée  CXXVI1I.  —  Copie.  —  Le  document 
répond  à  une  lettre  de  Mersënne  du   i5  mais  1645.] 


Galileus  ait  spatia  temporibus  deinceps  aequalibus  peractaàgra- 
vibus  ex  quiète  naturaliter  descendentibus  inter  se  esse  ut  numeri 
impares  ab  uniiaie  incipientes.  Hue  verum  est  non  obstante  <|u;ili- 


Fig.   ' 
1 


bel  obiectione.  Miror  reperiri  aliquem  cuius  contradicendi  cupido 
adeo  procédât,  ut  Propositiones  proferre  non  dubitet  qua-  etiam  si 
verae  fuerint,  f'alsa-  omninô  essent.  Nonne  inauditum  absurdum 
est  hoc.  veritatem  >il>i  ipsi  repugnare,  atque  etiam  si  reperta  sit 
veritas,  modo  veritas  sit.  non  amplius  veritatem  esse,  sed  falsum? 
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In  huiusmodi  syrtes  incidit  Autor  ille  (')  qui  Galilei  Proposi- 
tionem  negavit  pronuntiavitque  aliam,  affirnians  spatia  gravium 
ex  quiète  eadentium  temporibus  deinceps  aequalibus  esse  in  ratione 
dupla. 

Concedamus  (  2)  in  dupla  ratione  esse,  fateor.  \  ideamus  iam 
quid  consequitur.  Ergo  spatium  primi  teraporis  erit  ut  unum, 
secundi  temporis  ut  2,  tertij  temporis  ut  4,  quarti  verô  temporis 
at  8.  Nonne  i  ta  ?  Si  verum  hoc  est,  ratio  non  est  dupla,  nain  primi 
simul  et  secundi  temporis  spatiu ni  erit  3,  tertij  verô  simul  et  quarti 
temporis  spatium  erit  12.  Falsum  itaque  est  quod  ait  Autor  ille, 
nam  ego  ex  ipsius  documento  invenio  rationem  spatiorum  tempo- 
ribus aequalibus  non  duplam  esse,  sed  quadruplam.  Idem  absurdum 
accidet  semper  quamcunque  tandem  rationem  inveniat  pronun- 
tietque  prœter  iam  a  Galileo  prolatam. 

Nec  me  movet  experimentum  trium  experimentorum  fallacis- 
simum;  neque  enini  aliud  esse  poterat  ad  falsam  opinionem  confir- 
mandam. 

Pro  comperto  ego  liabeo  globum  unius  libne,  si  in  alteram  lan- 
cem  cadat  ex  qualibet  altitudine  etiam  minimà,  non  solum  aequa- 
lem  sibi  globum,  sed  etiam  centuplo  maiorem  ex  opposita  bilancis 
parte  elevaturum  esse.  Bilanx  vero  non  utcunque,  sed  eiusmodi  esse 
débet  ut  ipsius  fila  nihil  distrahantur  neque  brachia  incurvenlur 
neque  materia  globi  cadentis  lancisve  subiectae  conlundatur;  haec 
enim  singula  effectum  impediunt.  Gravitas  etiam  lancium  et  bra- 
cbiorum  librse  experimentum  fallacem  reddere  possunt,.  dum  ha?c 
singula  impetum  seu  momentum  cadentis  globi  minuere  certum 
est.  Quae  omnia,  si  penitus  vitentur,  sive  quoad  fieri  poterit 
minuantur,  procul  dubio  quilibet  parvi  globi  casus  in  altéra  lan- 
cium ingens  pondus  ab  altéra  parte  elevabit,  quamquam  per  spa- 
tium exiguum  et  fortasse  insensibile. 

Esto  libra  AB  (3)  cuius  fulcrum  in  medio  C,  ex  una  parte  pon- 

(1)  Pétri  Cash. 1:1  e  xocietala  Jesu.  Physica  demonsti  ativa,  qua  ratio,  men- 
sura,  modus  atque  potentiel  accelerationis  motus  in  naturali  descensu  gra- 
vium determinatur,  adversus  nuper  excogitatamaGallilœoGallilœi  Jlçrentino 
jihilosopho  ac  mathematiro  de  eodem  motu  pseudo-scientiam.  Parisiis. 
apud  Jacobum  de  Brevil  MDCXLY." 

1  2)  Comp.  le  passage  reproduit  dans  les  Opère  cités,  vol.  III,  p.  i55,  I.  2i-3i. 
|  Nous  supprimons  la  figure,  qui  est  identique  à  celle  reproduite  dans  la 
partie  imprimée  de  la  lettre  {Bull,  di  bibliogr  e  di  storia  délie  se.  mal.  e  /is.. 
t.  VIII,  1875.  et  Opère,  éd.  cit..  vol.  III,  p.  327). 
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•  lu-  centum  librarum,  ex  altéra  verô  unius  libra?  tantum  cadatque 
pondus  minus  ab  altitadine  decera  diametrorum ;  quteritur  an 
elevare  possit  pondus  centum  librarum?  Hoc  probari  videtur  ab 
lu.,  experimento.  Clavum  ferreum  D  tenaci  ligno  infixum,  subie- 
cimus  lanci  A  quiescenti.  visumque  est  pondus  \  non  impellere 
ulterius  clavum  D.  Globus  verô  ferreus  unius  Libra  cadens  ab 
altitudine  decem  diametrorum,  impellebat  eundem;  nam  repetitis 
ssepîus  ictibus,  totus  clavus  in  li^no  fixus  tandem  est.  Maius  ergo 
inoincnlum  habct  ictus  minoris  globi  qui  paru  m  movet  clavum  I). 
quam  gravitas  maioris  quse  niliil  eundem  clavum  movet;  propterea 
ictus  minoris  gravitatera  maioris  superare  débet,  quamquam  m 
proportio  gravium  maxima  fueril  et  instrumentum  tallai.  spathim 
prœ  exiguitate  oculis  percipi  nequeat. 

Oro  P.  V.  ne  quis  videal  epistolam  banc;  neque  nenipe  pro 
responso  bœc  dicta  volo,  neque  obiectio  mihi  digna  videtur  cui 
respondeam* 

Ad  parabolam  biquadraticain  describendam  aliam  metbodum 
dabo  qua  eam  perducete  possimus  ad  data  m  quamcunque  altitu- 
diném.  Caeterum  non  e>t  cur  eam  descriptam  a  rne  exigat  P.  V., 
nam  haec  requirunt  suminani  diligentiam  et  pert'ectissima  instru- 
menta solertissimosque  artifices  quales  Lutetiœ  passim  sunt;  ego 
vero  apprime  negligens  su  m  circa  buiusmodi  descriptiones  et  pié- 
tinas. Illud  pramoneo  buiusmodi  expérimenta  non  ni>i  in  vasi- 
bus  (')  magna*  capacitatis  cum  demonstratione  concordatura  esse  ob 
tiguram  vasis  qua3  in  parvo  vix  perfectâ  lieri  poterit.  Deinde  credo 
ego  frigus  caloremque  Velocitatem  aquae  exeuntis  vel  augere  vel 
minuere  posse  ut  constat  ab  alijs  expérimenta. 

Modus  describendae  parabolse  esto  hic  <  - >.  Fiat  circa  axem   AB 

Fier.  2. 


parabola  vulgata  AC.  Deinde  applicata  qualibet  BC.  S.umatur  BD, 


(')  Il  s'agit  des  vaisseaux  mentionnés  ci-avant  p.  235, 

(2)  Comp.  le  passage  Opère,  vol.  III.  p.  a63,  I.   i3-2i,  et  p.  277. 


* 
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média  proportionatis  interlatus  rectum  factae  parabole  et  applica- 
tam  BC.  Tune  eriim  parabola  quajsita  ibit  per  punctum  D,  et  sic 
de  singulis  punctis. 

De  propositionibus  geometricis  quas  mihi  misit  P.  V.  (M,  gra- 
tias  ago  «ie  omnibus  quidem.  quamquam  ex  illis  aliquas  iam  nove- 
ram,  ut  videre  est  in  demonstralionibus  de  Maximis  et  mini  mis 
quas  misi  Romain  ad  P.  V.  (2)  et  ad  initium  libelli  mei  de  Solidis 
sphœralibus  (3). 

Quod  ad  vitra  attinet  si  P„  V .  pert'ectius  illud  \  brachiorum  acci- 
piat,  enixe  oro  ut  illud  in  (rallia  ostendat  quamplurimis  promit- 
tatque  me  daturum  et  alia  eiusdem  maioris  minorisve  sive  perfec- 
tionis  sive  longitudinis  tubi.  Hoc  un  dm  occuleres  oportet  :  pre- 
tium:  neque  nempe  quis  minori  quam  triplo  jeiusmodi  vitra  abs 
me  habebit;  ab  ;dijs  vero  nullo  modo  habere  poterit .  Illud  (*) 
prsecipue  non  est  negligendum  tubi  fabbrica,  ne  in  ipso  usu  inflec- 
tatur  sitque  maioris  potius  crassitiei  quam  ut  radios  intus  conver- 
gentes intercipere  possit.  Débet  etiam  tribus  aut  quatuor  interno- 
dijs  sive  diaphragmatis  (  qualia  sunt  in  arundinibus  |  sed  perforatis 
esse  interseplus,  ne  lumen  quoddam  intra  os  tubi  oblique  receptum 
incidens  in  cavam  tubi  superliciem  ad  oculum  ullo  modo  repercuti 
possit.  Curaridum  insuper  est  quam  parte  m  vitri  détectant,  sive 
repertaiii  relinquamus,  quod  experienti  manifestum  eril. 

Fie.  :;. 


\  itrum  illud  de  quo  eral  sermo,    lantuin  1ère,  et   fortasse  plus 


(')  Dans  une  lettre  du  i5  mais  i * i i ">  (Opère,  vol.  III,  p.  3o3-3o4). 

<-)   Dans  la   première  moitié  du   mois  de  janvier    io'(>  (comp.    Opère,   vol.   III, 
p.  202-264,  291-292  et  ci-avant,  p.    <-'\o). 

(3)  Opère,  vol.  I.  P.   1.  p.  6-9. 

(4)  A  l'exception  de  quelque-  passages  qu'il  contient  de  plus,    le  texte  suivant 
consiste  dans  les  Monita.  dont  il  a  été  question  pluj  haut. 
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foraminis  feret  quanius  esl  circulus  hic  descriptus.  \<\  res  vero 
minutas  aspiciendas  minori  circulo  utenduin  est. 

terum  quamquam  vitra  perfectissima  sint,  perraro  admodum 
bonitateni  suani  ostendere  possunl  ol>  aeris  temperiem.  \  el  nempe 
uebula  quaedam,  sive  caligo  sive  fumus  tenuissimus  in  aère  esl 
quarum  rerum  atomos  non  secus  ac  reltqua  obiecta  auget  et  visibi- 
lia  reddit  telescopium.  Prœte'rea  aer  saepissime  tremit  et  quoda(ra) 
modo  scintillai  (credo  equidem  o!>  vapores  ascendentes)  nor, 
tantunuestateetsubardentisole,  sed  el  hiemeetiam,  el  9«pe  liante 
Borea,  imo  et  de  aocte  quod  lunam  côntemplanti  |  >;•  t  «  *  I  »  i  t .  Tune 
enim  ambitus  eius  tremil  maculaeque  minutiores  maligne  cernun- 
tur.    IVfalignius   autem   tune   temporis   Qgura   Saturni   cônspicitur 

qiui  proxime  ellapsis  diebus  talis  erat  :  gQ=)  :  satellites  nempe 
sunt  oblongi  cum  duabus  illis  maculis  nii;ii>  u  trinque,  partemque 
illorum  Saturnus  ipse  occulit  obiectu  sui  globi  qui  perfectœ  rotun- 
ditatts  apparet  (*).  Perfectissima  visio  fil  ut  plurimum  matulino  el 
yespertino  tempore,  averso  semper  sole,  nubilo  etiam  cœlo  (quod 
inverisimile  est)  el  post  pluviam  clarissimus  per  tubum  conspec- 
tusest,  dum(m)  odo  species  obiectorum  non  ferantur  >nprafrequen- 
tissima  urbium  loca.  Vis  enim  ingens  vaporura  quœ  de  fumariis 
emittitur,  species  omnes  visibiles  perturbât. 

Plura  monere  poteram.  Pauca  hœc  sufficiant  quaenon  nisi  longo 
usu  observari  soient:   multi   nempe  perfectionem  vitrorum  accu- 


(')  Comme  l'opinion  des  contemporains  sur  le-  lunettes  de  Galilée,  celle  sur 
les  télescopes  de  .Torricelli  esl  aussi' assez  différente.  En  général  Mersenne  s'en 
plaignait  et  son  opinion  semble  confirmée  pur  l'histoire  de  Torricelli  et  Novelli. 
rapportée  par  Targioni  Tozzetti.  IVotizie  degli  aggrandimenti  délie  se.  fis. 
accaduti  in  Tascana,  t.  I.  17*',.  p.  178-79.  Torricelli  lui-même  ne  les  jugeait  pas 
inférieures  a  relies  de  Novelli  et  d'autres  {Opère,  t.  III,  p<448  I  et  Divini  croyait 
qu'on  ne  pouvait  pas  surpasser  deux  objectifs  de  Torricelli.  qui  lui  étaient  remis 
•de  la  part  du  Grand-Duc  (Targioni  Tozzetti,  l.  c  p.  247-248).  Selon  Huygens, 
les  lunettes  de  Torricelli  n'avaient  pas  eu  la  longueur  suffisante.  «  car  comment  » 
dit-il  «  seroit-il  possible  que  Torricelli  ayant  de  si  excellents  télescopes  n'auroit 
pas  découvert  les  figures  de  Saturne  el  son  Satellite?  d  (Œuvres,  t.  VI,  189a, 
p.  209)  On  regrette  que  rien  ne  nous  soit  connu  de  cette  carte  lunaire,  dessinée 
par  Torricelli  et  entrée  aussi  en  possession  du  Grand-Duc.  dont  parle  Burattini 
dans  une  lettre  à  Hevelïus  l  Favaro,  Fntorno  alla  uita  ed  ai  lavùri  di  Tito  Livio 
Burattini,  1896.  p.  71p.  Toutefois,  les  mérites  de  Torricelli  envers  l'Astronomie 
semblent  médiocres. 
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sant  cuni  ijs  contrario  tempore  utantur  ipsique  potius  aceusandi 
sint. 

De  problémate  armonico  (')  habeo  opinionem  qùandam  néque 
demoiïstratam  neque  excultam,  sive  acçurâte  examinatam.  Hinc 
est  quod  illam  adhuc  non  scripsi  cùm  indignant  iudicarem  (quod  a) 
tanto  Viro  legèretur. 

Trâctaturùs  meus  de  Mo  tu  aguartuti  (2)  absolutus  iam  a  me  est. 
Non  dieo  quia  perfectus  sit,  sed  quia  in  animo  mini  est  circa  insu  m 
nihil  amplius  laborare. 

Tractatus  qu'os  P.  V  .  offert  libeiitissime,  viderem  remitteremque 
quocunque  iusserit;  tam  i st « »s  circa  refrac'tio'nes  et  f'abbricam  teles- 
copij  pertecli,  quam  etiarii  editos  illos  à  Domino  Cartesio.  Quod 
ad  figuras  attinet,  non  nego  hyperbolicas,  ellipticas  aliasque  similes 
difficiliores  esse  quam  sit  ipsa  sphaerica.  Sed  tamen  sont  possibiles 
in    vitris    convexis;    in    cohcavis    vero 

hoc  opus,  hic  labor  est  ( :i). 

Anrium  iam  absumpsi  frustra;  quod  si  quando  mihi  liceat  et  eon- 
cava  ad  libitum  conformare,  lune  fortasse  manifestius  apparebit 
inventa  mei  fructus. 


(')  Voir  la  lettre  de  Mersenne  à  Torricelli  de  février  l'J^  (l-  IH,  p.  294),  la 
réponse  de  Torricelli  (p.  296).  celle  de  Mersenne  du  10  mars  16 \5  (p.  3o3)  et  du 
28  avril  1045  (p.  "î  1  -j  1. 

(2)  Suite  sans  doute  au  traité  homonyme  que  Torricelli  avait  publié  en  ! 644 
(t.  II,  p.  i85  et  suis.)  et  dont  il  ne  nous  reste  que  quelques  fragments  (t.  II, 
p.  248-249;  t.  I,  P.  '2.  p.  3o).  Peut-être  Viviani  s'est-il  servi  du  traité  de  Torricelli 
lorsqu'il  dressa  les  théorèmes  hydrodynamiques,  qui  se  trouvent  aujourd'hui  dans 
les  Volumes  CWI  et  CWII  des  Discepoli .  loir  d'ailleurs  sur  le  traité  de  Tor- 
ricelli la  réponse  de  Mersenne  à  la  présente  lettre  du  28  avril  1 645  (t.  III,  p.  317  ). 

(■'')  Vers;.,  Aeneis,  VI,  129  ou  Ovid.,  A/s  amatofia.  !,  'p';. 
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méla\<;i;s. 
sur  quelques  points  d'hydrodynamique 

Par   M.   II.  VERGNE. 


La  valeur  initiale  de  7t,  potentiel  «les  accélérations,  est  donc,  au 
point  de  vue  analytique,  une  fonction  harmonique,  déterminée 
dans  le  demi-plan  supérieur,  égale  à  zéro  sur  le  segmenl  ab  (de 
largeur  26)  croissant  indéfiniment  Lorsqu'on  s'éloigne  à  l'infini, 
et  avant  sa  dérivée  normale  nulle  sur  l'axe  des  ./  1  en  dehors  du 
segment  ab  ). 

Une  telle  fonction  harmonique  est  bien  connue  en  Physique 
mathématique:  on  sait  qu'en  posant  s  =  ai-f-*')',  elle  esl  repré- 
sentée par  la  partie  réelle  de  l'intégrale 


/ 


idz 


v/c2  —  sâ 


Les  courbes  t:  =  const.  sont  des  ellipses  homofocales  avant  les 
points  a  et  h  pour  foyers;  leurs  trajectoires  orthogonales,  qui  sont 
les  hyperboles  homofocales  de  mêmes  foyers,  réprésentent  ce 
qu'on  peut  appeler  les  «  lignes,  d'accélération  ••,  c'est-à-dire  les 
courbes  auxquelles  sont  tangentes  les  accélérations  initiales.  Il  e:?t 
bien  connu  encore  qu'un  tel  potentiel  -  donne  pour  le  vecteur 
(u\  v'),  qui  en  dérive,  des  valeurs  partout  linies.  sauf  aux  boros à 
et  A  eux-mêmes;  en  tous  les  points  de  l'orifice  on  aura  donc  une 
accélération  initiale  verticale  dirigée  vers  le  bas,  et  cette  accélé- 
ration deviendra  infiniment  grande  aux  bords  (  '  ). 


(')  Dans  un  problème  classique  d'li\  drodynamique  rationnelle,  la  même 
fonction  tz  sert  de  potentiel,  non  plus  pour  les  accélérations,  mais  pour  les 
vitesses.  Ce  problème  (purement  théorique  et  ne  répondant  pas  aux  conditions 
réelles)  est  celui  de  l'écoulement  permanent  continu,  et  san^  Jet.  d'un  liquide  à 
travers  un    orilice  percé   dans  une    mince   paroi   plane   indéfinie.  On  a    alors  une 
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Par  suite,  au  bout  d'un  temps  très  court,  dt,  les  seules  parti- 
cules liquides  qui  auront  acquis  une  vitesse  finie  seront  celles 
situées  contre  les  bords  a  et  b.  C'est  bien  dire  que  tout  le  débit 
initial  est  fourni  par  les  bords  de  l'orifice.  On  voit  à  quel  point  le 
début  du  mouvement  diffère  de  l'écoulement  par  jet  en  régime 
permanent. 

o.  Cette  propriété  des  bords,  évidente  dans  l'exemple  extrê- 
mement simple,  dont  nous  venons  de  parler,  paraît  générale 
el  semble  s'appliquer  à  tout  orifice  percé  en  miner  paroi  :  une 
dépression  brusque  à  l'orifice  produit  un  débit  instantané,  fourni 
exclusivement  par  les  bords. 

Ce  phénomène  permet,  sans  doute,  de  donner  une  explication, 
au  moins  partielle,  de  la  production  des  anneaux  de  lumée  qui, 
dans  une  expérience  classique  de  lord  Kelvin  et  Tait,  sortent 
d'une  boîte  en  earlon  remplie  de  fumée,  et  percée  d'un  trou  rond 
en  mince  paroi,  lorsqu'on  donne  un  coup  sec  sur  le  fond  de  la 
boîte.  Car  une  dépression  brusque  à  l'orifice,  ou  une  surpression 
brusque  au  loin,  doivent  donner  les  mêmes  apparences  (puisque, 
en  hydrodynamique,  la  pression  n'est  jamais  déterminée  qu'à  une 
constante  additive  près).  Or,  le  coup  frappé  sur  le  fond  de  la  boîte 
>  produit  une  surpression  instantanée,  qui  cesse  presque  aussitôt 
produite;  la  pression  à  l'orifice  reste  constamment  égale  à  la  pres- 
sion atmosphérique  extérieure.  On  doit  donc  voir  sortir  un 
anneau  de  fumée,  ayant  la  forme  des  bords  du  trou;  et  la  discon- 
tinuité de  vitesse  qui  existe  à  la  partie  extérieure  de  l'anneau  est 
en  accord  avec  la  production  d'un  tourbillon  dans  le  sens  que  l'on 
observe. 

Assurément,  la  fumée  n'est  pas  assimilable  à  un  liquide  incom- 
pressible. Mais  la  comparaison  est,  sans  aucun  doute,  légitime. 
D'ailleurs,  les  expériences  d'anneaux-tourbillons  réussissent  aussi 
bien  avec  «les  liquides  :  en  prenant  une  boîte  en  fer-blanc  un  peu 
flexible,  percée  d'un  trou  en  mince  paroi,  la  remplissant  devin, 
la  plongeant   ensuite   dans  une  grande  cuve  d'eau  el  comprimant 

vitesse  infinie  aux  bords  de  l'orifice,  ce  qui  correspond  à  une  pression  infinie 
négative.  Nous  n'avons  pas,  ici,  cet  inconvénient  :  ce  qui  est  infini  au  bord  est. 
non  pas  la  vitesse,  mais  l'accélération  initiale,  el  la  pression  n'y  est  pas  infinie 
négative,  puisqu'elle  est  donnée  et  é^ale  à  la  pression  atmosphérique. 
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brusquement  avec  la  main  les  parois  de  la  boîte  i  '  i,  on  en  fait 
sortir  une  petite  masse  de  \in  < j u i  prend  la  forme  d'un  anneau- 
tourbillon  excessivement  aet.  <>n  constate } facilement  ainsi  les 
mouvements  de  translation  connus  de  tels  anneaux-tourbillons, 
leur  élargissement  quand  ils  arrivent  près  de  la  paroi  de  la  cuve, 
et  aussi  la  manière  dont  ils  se  comportent  quand  ils  approchent 
de  la  surface  libre.de  l'eau  :  si  l'incidence  est  presque  rasante  », 
ils  se  réfléchissent  pour  ainsi  dire,  en  paraissant  rebondir  sur  la 
surface  libre;  si  l'incidence  est  presque  normale,  ils  sortent  hors 
<lu  liquide,  produisant  un  jet  de  vin  ("-). 

Pour  que  les  phénomènes  soient  nets,  il  est  tout  à  fait  néces- 
saire que  l'orifice  soit  percé  en  mince  paroi;  ils  perdent  toute 
netteté  si  l'écoulement  se  produit  par  un  ajutage,  même  assez 
cour!  :  et  en  effet,  dans  ce  dernier  cas,  la  théorie  ne  prévoit  pas 
que  les  accélérations  initiale-  seront  infinies  aux  bords  de  l'ori- 
fice :  elles  seront  finies  partout;  l'écoulement  de  la  petite  masse 
de  vin  dans  l'eau  se  fera  par  tout  l'orifice,  ne  produisant  pas  un 
anneau . 

11.  —  Phénomènes  d'éclaboussement. 

6.  Nous  allons,  à  présent,  étudier  un  ordre  de  phénomènes  un 
peu  différent,  mais  où  nous  arriverons  a  des  résultais  du  même 
genre,  par  des  considérations  analogues  :  ce  sont  les  phénomènes 
d'éclaboussement  qui  vont  nous  occuper.  Ce  qui  caractérise  ces 
phénomènes,  ce  sont  surtout  les  vitesses  verticales  ascendantes 
très  A'/  andes  que  prennent  les  particules  liquides  qui  éclaboussent. 
Lorsqu'on  laisse  tomber  dans  l'eau  un  petit  corps  solide  pesant, 
même  de  très  lias,  il  y  a  ries  gouttes  d'eau  qui  rejaillissent  Lies 
haut;  on  constate  la  même  chose  si.  au  lieu  d'un  petit  corps  solide. 
on  lais-,.'  tomber  dans  l'eau  un  petit  corps  liquide,  par  exemple  une 
goutte  de  vin  :  il  v  a  rejaillissement  d'eau  en  fines  gouttelettes, 
souvent  plus  haut  que  la  hauteur  dont  es(  tombée  la  goutte  de  vin. 


(')  Cette  compression  brusque  (de  même  que  le  coup  sec  frappé  sur  la  boite 
à  fumée)  produit  ce  que  nous  appellerons  tout  à  l'heure  une  «  percussion  de 
pression  ».  c'est-à-dire  une  pression  très  grande  agissant  pendant  un  temps  très 
court,  et  engendrant  des  vitesses  instantanées  finies,  origine  de  l'énergie  cinétique 
de  l'anneau-tourbillon. 

(3)   Voir  plus  loin.  n°  16. 
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Nous  commencerons  par  examiner  un  cas  particulier  simple  : 
Laissons  tomber  une  pièce  de  monnaie  aplat  à  la  surface  de  l'eau, 
d'une  hauteur  h  :  elle  v  arrive  avec  la  vitesse  \  z=  \Jigh  et  vient 
choquer  la  surface  libre  :  il  y  a  «  percussion  »  et  sa  vitesse  immé- 
diatement après  le  choc  n'est  plus  (pie  e„  <  nous  verrons  tout  à  l'heure 
comment  on  la  détermine).  Le  problème  qui  se  pose  est  celui  de 
la  détermination  de  la  distribution  initiale  des  vitesses  prises 
instantanément  par  les  particules  liquides  par  suite  de  Ja  percus- 
sion quelles  reçoivent. 

Pour  simplifier,  nous  nous  bornerons,  encore  ici,  au  problème 
à  deux  dimensions,  en  supposant  que  ce  qui  se  passe  dans  le  plan 
vertical  de  la  figure  se  passe  identiquement  dans  tous  les  plans 
parallèles;  cela  correspond  au  cas  où  on  laisse  tomber  à  plat  à  la 
surface  de  l'eau  une  pièce  rectangulaire  très  allongée  (par  exemple 
un  madrier  i.  Nous  supposerons  que  Iran  s'étend  indéfiniment  en 

Fig.  3. 

-C        O  -+C 


y 


largeur  et  en  profondeur.  Nous  prendrons  l'axe  des  x  sur  la  sur- 
face libre  du  liquide,  l'axe  des  y  vertical  vers  le  bas,  et  l'origine  <> 
au  milieu  de  la  largeur  ic  de  la  pièce  qui  tombe  à  plat  (  fig.  3  i. 

7.  Percussion  de  pression.  —  La  pièce  qui  tombe  à  la  surface 
de  l'eau  voit  sa  vitesse  varier  brusquement  de  V  à  r0  :  elle  subit 
donc  une  percussion,  c'est-à-dire  une  force  très  grande  pendant 
un  temps  très  court  -.:  c'est  dire  que  pendant  l'instant  -.  du  choc, 
les  pressions  sous  la  pièce  et,  par  suite,  à  l'intérieur  i\u  liquide. 

acquièrent  des  valeurs  très  grandes  (de  l'ordre  de  -  )•  L'intégrale 

P=  /*  pdt 
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étendue  à  la  durée  du  choc  aura  alors,  en  chaque  point,  une 
valeur  finie,  que  nous  pouvons  appeler  percussion  de  pression  : 
c'est  une  fonction  bien  déterminée  (Y  x  ei  <!')•  à  la  lin  du  choc. 

Nous  allons  reconnaître  de  suite  que  cette  (onction  P(#,  y)  \;i 
servir  de  potentiel  pour  les  vitesses  initiales.  En  effet,  écrivons  les 
équations  d'Euler  i  où  la  densité  p  est  supposée  égale  à  l'unité) 

dp 
dx 

-f.  =  g  —  v  \ 
oy 

multiplions-les  respectivement  par  <lt  el  intégrons  pendant  l'ins- 
tant -  du  choc,  en  remarquant  que  /  l'  dt  es!  négligeable 
(  g  étant  fini)  et  que 


/     u'  dt  =  u,  I     v'  /ft  =  c 


représentent  les  composantes  il«'  la   vitesse  initiale.    Nous  obte- 
nons 


dP 

dx  ~  ~~  "' 

IL  - 

dy  ~ 


La  condition  d'incompressibilité 

dx         dy 

nous  apprend,  en  outre,  que   ce    potentiel  des  vitesses  I'  est  une 

fonction  harmonique  déterminée  dans  tout  le  demi-plan  inférieur. 

Quant  aux  conditions  aux  limites  que  doit  remplir  la  fonction  P, 

elles  sont  les  suivantes  : 

i°   Sur   l'axe  des  x  :    Pour   x  <^  —  C  et  ./  ^>  c,  la    pre»ion  à  la 

surface  libre  ne  cesse  pas  d'être  la  pression  atmosphérique,  que 

nous    pouvons    toujours    supposer  nulle;    on  a   donc    P=o.  Pour 

-<-<Cr  ^c.    la   composante   verticale  de   la   vitesse  doit  être  p0j 

<)P 
vitesse  de  la  pièce  à  la  fin  du  ehoe;  on  a  doue  —  = —  c... 
f  dy 

a*  V  l'infini,  c'est-à-dire  aux  grandes  distances  de  L'origine,  les 
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vitesses   initiales   sont   nulles;  P  se  réduit   donc  à  une   constante, 
qui  est  forcément  nulle, puisqu'elle  l'est  à  la  surface-  libre. 

Nous  stimules  donc  ramenés  à  un  problème  harmonique  mixte. 

8.  Avant  d'en  donner  la  solution,  faisons  la  remarque  suivante. 
Nous  avons  jusqu'ici  supposé  le  liquidé  complètement  dépourvu 
de  viscosité.  Si  maintenant  nous  le  supposons  légèrement  vis- 
queux,  nous  devrons,   au  lieu   des  équations  d'Eu  1er.    écrire  les 

équations  de  Navier , 

dp 

—   =  —  u  -+-  r.  A  u . 

nj- 

7)  désignant  un  petit  coefficient  tenant  compte  de  la  viscosité. 
Or.  si  nous  désignons  toujours  par 


=  f'p 


dt 


la  percussion    de    pression,    les  équations   de  Navier  multipliées 

par  dt  et  intégrées   pendant   I  intant  7  <\u   choc,  nous  donneront 

encore 

dP  _ 

O.r    ~  ' 

comme  quand  il  n'y  avait  aucune  viscosité,  car  les  intégral/  s 
/     7]  lu  dt,  f  ~  i\  \v  dt 

sont  négligeables,  puisqu'elles  portent  sur  des  quantités  finies 
( sauf  peut-être  au  contact  même  de  la  pièce  de  monnaie,  s'il  v  a 
adhérence  de  la  coin  lie  au  contact,  avec  glissement  rapide  de  la 
couche  contiguë  |. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  la  viscosité  du  milieu  fluide  qui 
reçoit  le  choc  ne  change  pas  (ou  change  fort  peu)  la  distribution 
des  vitesses  initiales  à  son  intérieur. 

9.    Détermination  des  vitesses  initiales.  -     Revenons  au  cas 
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du  liquide  sans  viscosité,  et  déterminons-^  maintenant  la  percus- 
sion de  pression  P(  c,  y)  à  la  fin  dii  choc,  <>u  -  ce  qui  revient  au 
même  et  sera  un  peu  plus  simple  —  la  distribution  des  vitesses 
initiales  a  et  v. 

Si  nous  posons,  suivanl  I  usage, 

s  =  x  -*-  iv 
et 

\\         i      -  in, 

il  est  clair  que  W  sera  une  fonction  analytique  de  la  variable 
complexe  c.  déterminée  et  continue  dans  tout  le  demi-plan  infé- 
rieur.   Les    conditions    d'incompressibilité    <i    d'irrotationnalité 

donnent,  en  effet. 

Ou         dv  Ou 

dx        ày  oy        dx 

Quant  aux  conditions  aux   limites  que  doit   remplir  \\  .  elles 

sont  les  suivantes  : 

i°  Sur  l'axe  des  x  :  Pour  —  c  <C  x  <C  C,  la  partie  réelle  v  de  W 
doit  être  égale  à  v0.  Pour  x  <  —  c  et  x  >  c,  sa  partie  imaginaire  u 
doit  être  nulle  (puisque  le  potentiel  P  \  est  lui-même  nul  ». 

2°  A  l'infini.  W  doit  s'annuler,  comme  les  vitesses  //  el  v. 

Dans  ces  conditions,  il  est   facile  d<j  voir  qu'on  a   immédiate- 
ment la  solution  en  prenant 

W  =  v,  l  i 


V^l) 


qui  satisfait,  visiblement,  à  toutes  les  conditions  ('). 

(')  Cette  même  fonction  analytique  W(-)  intervient  dans  un  autre  problème 
bien  connu  d'hydrodynamique  rationnelle.  C'est,  en  ell'et.  la  fonction  —  W  —  v 
qui,  par  sa  partie  réelle  et  sa  partie  imaginaire,  donne  la  répartition  permanente 
des  vitesses,  lorsqu'un  courant  liquide  indéfini,  de  vitesse  générale  v0,  contourne 
un  plan  mince  immobile  de  largeur  2C,  placé  normalement  à  la  vitesse  vt  (sans 
discontinuité  au  sens  d'Helmnoltz-KirchtiofT)  ;  t'est  d'ailleurs  là  un  problème 
purement  théorique  et  ne  répondant  pas  à  la  réalité,  puisqu'alors  le  courant  ne 
pousse  pas  le  plan  mince  placé  en  travers;  en  outre,  les  vitesses  infinies  aux 
l^rds  du  plan  entraînent  une  pression  infinie  négative.  C'est  un  inconvénient 
que  nous  n'avons  pas  ici,  dans  le  problème  que  nous  étudions,  puisque  la  pres- 
sion à  la  surface  libre  est  donnée,  et  constamment  égale  à  la  pression  atmo- 
sphérique. 
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Cette  fonction  W,  en  y  remplaçant  z  par  x  -\-  iy,  donnera,  par 
sa  partie  réelle  et  sa  partie  imaginaire,  les  composantes  v  et  u  de 
la  vitesse  initiale  en  chaque  point.  Nous  aurons  donc  la  distribu- 
tion initiale  complète  des  vitesses,  dès  que  nous  aurons  calculé  p0, 

<  )n  peut  tracer  les  «  lignes  de  courant  »  initiales,  tangentes  en 
chaque  point  à  la  vitesse  :  elles  ont  la  forme  représentée  en  poin- 
tillé sur  la  figure  3.  Toute  particule  de  la  surface  libre  (extérieu- 
rement à  la  pièce)  a  sa  vitesse  initiale  verticale  dirigée  vers  le 
haut,  et  cette  vitesse  devient  infinie  aux  bords  mêmes  de  la  pièce 
(:  =  ±c),  expliquant,  au  moins  en  partie,  le  rejaillissement  de 
gouttes  d'eau  à  grande  hauteur. 

10.  Si  l'on  veut  enfin  calculer  la  percussion  de  pression,  il 
suffira  de  prendre  l'intégrale 

P .  =  —   /  u  dx  -+-  v  dy 

à  partir  d'un  point  quelconque  de  la  surface  libre  (ou  de  l'infini) 
où  P  est  nul.  Cette  intégrale  se  calcule  très  aisément  :  elle  n'est 
pas  autre  chose  que  la  partie  réelle  de  la  suivante  : 


iT 


W  dz, 


dont  la  valeur  est  immédiatement  trouvée  égale  à 

M'o(a  — /a*-c*). 

En  particulier,  à  la  surface  et  immédiatement  sous  la  pièce 
(z  réel  et  compris  entre  — c  et  -f-c),  la  percussion  de  pression 
aura  pour  valeur,  au  point  d'abscisse  #, 


P  =  v0  ^c'1  —  a:1, 

valeur  que  nous  utiliserons  dans  un  instant. 

Si  l'on  traçait,  sur  la  ligure  3.  les  lignes  P  =  const. ,  elles  dessi- 
neraient les  trajectoires  orthogonales  des  lignes  de  courant  tracées 
en  pointillé. 

{A  suivre.) 
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SUR  QUELQUES  POINTS  D'HYDRODYNAMIQUE 

(suite  et  Jin  |  : 
Par  M.  II.  VEKGNE. 


11.  Détermination  de  c„.  —  li  nous  reste  à  déterminer  vn  (jui 
figure  comme  paramètre  dans  les  calculs  précédents.  Nous  allons 
écrire  que  la  pièce  de  masse  M  voil  sa  quantité  de  mouvement 
varier  brusquemenl  de  M\  à  Mi  „  sous  l'action  de  la  percussion  "A1 
qu'elle  subil  : 

(i)  Ml  i>0—  V  i  =  Ut1. 

Or  cette  percussion  (J.\  évidemmenl  négative  (dirigée  vers  le 
haul).  est  la  somme  des  percussions  de  pression  subies  par  La  face 
inférieure  de  la  pièce 

(S  —  —  I        V  dx  =  —  I        vt,  v  <">-  -  .,■*  dx  =  —  "l'"c~  • 

Nous  aurons  donc,  pour  déterminer  tti.  I  équation  du  premier 
degré 

\ï)  M(f0—  V)  =—    -  V„r-. 

Celte  formule,  remarquons-le,  n'est  pas  homogène  ;  cela  tient 
à  deux  raisons  :  d'abord,  M  doit  représenter,  non  pas  la  masse 
totale  de  la  pièce,  mais  sa  masse  par  unité  de  longueur  perpendi- 
culairement au  plan  de  1a  figure-3.   Ensuite,  nous  avons  supposé 

égale  à  l'unité  la  densité  p  «lu  liquide  :  or  cette  < Iciisil*'-  p  doit 
figurer  au  second  membre  de  la  formule  (a  i. 

Si  donc  nous  appelons  p'  la  densité  de  la  pièce  qui  tombe,  et  e 
son  épaisseur,  sa  masse  M  par  unité  de  longueur  sera  M  =  2C£p', 
nous    rétablirons   l'homogénçité   de  la    formule   I  2  >  en  récrivant 

Bull,  des  Sciences  inathém.,  2°  série,  t.  N.LIV.  (Novembre  1920.)         16 


2Î8  PREMIÈRE   PARTIE, 

ainsi 


2cep'(  v0  —  V  )  =  —  —  p  i„  c- 


d'où 

(3) 


l  +  ïï? 


12.  On  arrive  au  même  résultat  en  appliquant  au  système 
matériel  formé  par  le  liquide  et  la  pièce  qui  tombe  le  théorème 
de  Garnot  relatif  aux  percussions  :  les  liaisons  introduites  par  le 
choc  étant  sans  frottement  (liquide  parlait)  et  persistant  après  le 
choc,  écrivons  que  la  force  vive  perdue  par  le  système  est  égale  à 
la  force  vive  due  aux  vitesses  perdues  :  nous  obtenons  l'équation 

M(V2—  v%)  +•  fdni{o  —  (<*»  +  V1)}  =  M(V  —  r0)2  +  fd/n(o  —  /i/s  +  p»)1, 

qui  se  réduit  à 

(  \  i  M  p0(  V  —  ('o  )  =  /  (  u-  -+-  r2  )  ^///;, 

l'intégrale  du  second  membre  étant  étendue  à  tous  les  éléments 
dm  =  p  dxdv  de  la  masse  liquide.  Pour  identifier  cette  équation  (4) 
avec  l'équation  <  i  ).  il  suffit  de  se  rappeler  que  u  et  v  dérivent  du 
potentiel  P  qui  est  une  fonction  harmonique  :  l'intégrale  double 


um<m^ 


étendue  au  domaine  occupé  par  le  liquide  est  donc  égale  à  l'inté- 
grale simple 


.('"£* 


étendue  au  contour  C  qui  limite  ce  domaine  :  on  peut,  ici,  prendre 
comme  contour  G,  dans  le  plan  de  la  figure  3,  Taxe  des  :r  et  une 
circonférence  de  rayon  excessivement  grand;  la  seule  partie  de  ce 
contour  qui  donne  un  contingent  non  nul  dans  l'intégrale  <  5  >  es\ 
la  portion  de  l'axe  des  ,r  comprise  entre  —  c  et  +r:  or,  sur  ce 

d\y 

serment,   la    dérivée  normale  -*-  a   la  valeur  constante  c0.   Nous 

C  du 
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avons  (Jonc  Qnalemenl 

/   /  i  a-  —  i-  i  tir  dy  =  iu  /        P  dx  =  —  i„'J.'. 

ce  qui  rend  l'équation  i  \  i  identique  à  l'équation  i  1  ).  Le  théorème 
de  Carnol  qous  conduil  donc  bien,  pour  c„.  à  la  valeur  (3);  et 
cela  prouve  la  légitimité  de  son  application  au  cas  actuel,  légitimité 
doni  on  aurait  pu  douter,  puisqu'on  l'applique  ici  à  un  système 
déformable  continu  s'étendanl  a  I  infini. 

13.   Nous  allons  étudici-  maintenant  l'énergie  cinétique  initiale 
du  liquide,  c'est-à-dire  la  valeur  de  l'intégrale 

/    u-      (  •-    dm 

étendue  a  toute  la  masse  liquide  immédiatement  après  le  choc. 

La    formule    (  \\    nous   donne,   pour   cette    intégrale,   les   deux 
valeurs  équh  alentes 


M  \  « 


:       «)   «,  m.^-|. 


Cela  uous  permet  de  comparer  la  force  vive  initiale  du  liquide  à 
la  force  vive  de  la  pièce  M\  -  immédiatemenl  avant  le  choc,  et  Me* 
immédiatement  après. 

i"   Nous  voyons  que  la  force  vive   initiale   du   liquide  est  une 

fraction  ( i)  de  la  force  vive   Me^  de  la  pièce  après  le  choc. 

Or,  d'après  I  3  i,  on  a 


4  £ 


celle  fraction  ne  dépend  pas  de  \.  c'est-à-dire  de  la  hauteur  de 
chute  de  la  pièce.  En  particulier,  si  -  est  très  grand,  c'est-à-dire  si 

la  pièce  qui  tombe  sur  l'eau  est  une  plaque  a>sez  large  et  très  peu 
épaisse,  c'est  le  liquide  qui  possède  presque  toute  l'énergie  ciné- 
tique aussitôt  après  le  choc  :  et  cela,  quelle  que  soit  la  hau- 
teur de  chute.  Nous  aurons  une  conclusion  inverse  si  -  est  petit 
i  cas  d'une  plaque  tombant  sur  l'eau  par  sa  tranche)  :  1  eau  ne  pos- 
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sédera  alors,  aussitôt  après  le  choc,  qu'une  faible  énergie  cinétique, 
en  comparaison  de  celle  conservée  par  la  pièce. 

2°  Si  nous  comparons  maintenant  la  force  vi\e  initiale  du 
liquide  à  la  force  vive  MV2  de  la  pièce  avant  le  choc,  nous  voyons 
qu'elle  en  est  une  fraction 

v(-.v): 

qui,  d'après  (3),  ne  dépend  pas  non  plus  de  \  .  c'est-à-dire  de  la 
hauteur  de  chute.  Prenons,  par  exemple,  \  constant  et  M  constant; 
c'est-à-dire  que  nous  ferons  tomber  toujours  une  même  masse  M 
d'une  même  hauteur  h.  Seulement,  sans  faire  varier  M,  nous  pou- 
vons faire  varier  la  section  droite  de  la  pièce  qui  tombe  :  car  nous 

avons 

M  =  ace  p' 

et,  la  densité  o'  étant  supposée  invariable,  nous  ne  Changerons 
pas  M  en  variant  la  largeur  %c  de  la  plaque  et  son  épaisseur  e,  leur 
produit  restant  constant. 

Dans  ces  conditions,  cherchons  à  choisir  c  et  e,  de  façon  que 
l'énergie  cinétique  du  liquide  soit  la  plus  grande  possible  :  il  faut 
rendre  maximum  le  coefficient  (  ()):  or  ce  coeftieienl  est  un  produit 
de  deux  facteurs  dont  la  somme  est  constante.  Le  maximum  a 
donc  lieu  quand  les  deux  facteurs  sont  égaux,  ce  qui  donne 

V 

(7)  «■..=  -; 

la  pièce  perd  par  le  choc  la  moitié  de  sa  \itesse.  L'équation  (4) 

nous  apprend  qu'alors  la  force  vive  du  liquide     /  (  ur-\-V-)dm,  et 

la  force  vive  restant/;  M.v\  de  la  pièce  sont  égales;  leur  valeur 
commune  est  le  quart  de  la  force  \i\e  \I\  -  de  la  pièce  avant  le 
choc. 

La  condition  1  ~  1  s'écrit,  d'après  (  3  1. 

7t    C     Û 

c'est  la  condition  que  doivent  remplir  c  et  s  pour  rendre  l'énergie 
cinétique  du  liquide  maxima,  c'est-à-dire  pour  que  la  masse  fixe  M 
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produise,  en   tombant    d'une    hauteur   donnée,   l'éclaboussement 
maximum. 

Si,  par  exemple  la  densité  p'  du  solide  et  la  densité  p  du  liquide 
sont  égales,  on  doit  avoir 


•  71 


C'est  sans  doute  pour  celle  raison  qu'un  nageur  qui  pique  un 
<■  plat-ventre  »  (-un  peu  plus  grand  qwe  1  )  éclabousse  plus  que 

quand  il  pique  une  tète  (-  très  petil  )  :  la  condition  1  -  1  est  proba- 
blement assez  près  d'être  vérifiée  1  '  1. 

11.  Nous  avons  pu  pousser  les* calculs  jusqu'au  bout,  et  déter- 
miner complètement  et  très  simplement  la  répartition  initiale  des 
vitesses  à  l'intérieur  du  liquidé,  par  suite  de  la  percussion  due  au 
solide  qui  tombe  à  sa  surface,  ^vùcc  à  deux  hypothèses  restrictives  : 
i"  nous  avons  réduit  l'espace  à  deux  dimensions;  •>"  nous  avons 
supposé  que  la  pièce  solide  vient  heurter  le  liquide  par  une  sur- 
face finie  de  largeur  ±c. 

La  première  restriction  avait  seulement  pour  but  une  simplifi- 
cation analytique^  et  il  n'est  guère  douteux  que  nos  conclusions 
ne  soient  vraies,  au  moins  qualitativement,  quand  on  restitue  à 
l'espace  la  dimension  horizontale  que  nous  avons  omise,  par 
exemple  quand  une  pièce  de  monnaie  tombe  à  plat    dans  l'eau. 

La  seconde  restriction,  au  contraire,  a  un 'sens  physique  très 
net.  Nous  avons  dit  que  c'est  la  percussion  de  pression  qui 
communique  instantanément  aux  particules  liquides  leurs  vitesses 
initiales  :  ces  vitesses  deviennent  infinies  (ascendantes)  aux  bords 
(a;  =  ±c)  de  la  surface  de  choc,  produisant  l'éclaboussement. 
Or.  pour  qu'il  y  ait  percussion,  il  faut  que  la  vitesse  du  solide 
qui  tombe  varie  brusquement  de  \  à  c0.  C'est  ce  qui  n'arrivera 
pas  si  le  solide  qui  tombe  dans  l'eau  a  une  surface  convexe,  par 
exemple  s'il  est  sphéfique  :  alors  la  vitesse  du  solide  variera  d'une 
façon   continue   et   mettra   un  temps  fini  (d'ailleurs  court)   pour 


(')  La  condition  (7),  ainsi  que  la  formule  (4)  de  Carnot  dont  elle  dérive, 
conserve  la  même  forme  pour  le  problème  à  trois  dimensions,  que  pour  le  problème 
à  deux  dimensions  traité  dans  le  texte. 
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passer  de  sa  valeur  maxima  Y  =  y'zgh  à  une  valeur  ralentie  c()  ; 
de  même,  les  particules  fluides  n'acquerront  pas  instantanément 
leurs  vitesses,  elles  les  prendront  progressivement  i  d'ailleurs 
rapidement  );  el  comme  il  n'y  a  plus  de  bords  avec  arête  vive  i  '  l, 
ees  vitesses  ne  seront  />/us  in  finies  au  voisinage  du  solide  qui 
plonge,  elles  seront  seulement  très  grandes,  donnant  un  éclabous- 
sement  moins  fort. 

Nos  conclusions  ne  subsisteront  donc  qu'à  titre  d'approxi- 
mation, d'autant  moins  grossière  que  le  corps  qui  tombe  sera  plus 
aplati  :  à  masse  égale,  et  tombant  de  la  même  hauteur,  un  ellip- 
soïde aplati  à  axe  vertical  éclaboussera  plus  qu'un  ellipsoïde 
allongé  :  c'est  le  cas  du  nageur  piquant  un  plat-ventre  ou  une  tète. 

On  aura  d'ailleurs  toujours  le  droit  de  considérer  un  intervalle 
de  temps  assez  court  x,  pendant  lequel  la  vitesse  du  solide  variera 
de  \  à  une  certaine  valeur  c0  (par  suite  des  fortes  pressions  pro- 
duites à  sa  partie  inférieure),  et  d'appeler  percussion  de  pression 
en  un  point  quelconque  l'intégrale 


f  pdt 


étendue  à  ce  court  instant.  En  tous  les  points  du  liquide  qui  sont 
un  peu  loin  du  solide,  rien  ne  sera  changé  à  ce  que  nous  avons 
dit  (  -  ).  c'est  seulement  au  voisinage  immédiat  dw  solide  que  le 
mouvement  sera  troublé.  En  d'autres  termes,  si  nous  supposons 
que  le  solide  qui  tombe  est  un  corps  très  pet  il,  sa  chute  à  la  sur- 
face de  l'eau  produira  les  lignes  de  courant  initiales  dessinées  sur 
la  figure  3,  sauf  qu'on  doit  supposer  infiniment  petit  l'inter- 
valle ( —  C,  -+-  c)  :  ces  lignes  de  courant  forment  alors  le  faisceau 
de  circonférences  tangentes  à  l'axe  Oy  et  avant  leurs  centres  sur 
l'axe  Ox  (3).  On  retrou\  e  encore  les  vitesses  verticales  ascendantes 

(')  Le  rôle  île  l'a  ré  le  vive  du  bord  est.  ici,  entièrement  analogue  à  celui  que 
nous  lui  attribuions  à  la  fin  du  n°  5,  dans  le  début  de  l'écoulement  par  orifice 
en  mince  paroi. 

(-)  Sauf  qu'on  ne  saura  plus  calculer  c0,  qui,  pour  une  même  valeur  de  t,  sera 
naturellement  plus  faible  pour  un  corps  aplati  que  pour  un  corps  allongé. 

(s)  La    fonction    \Y  =  v  ->t-iu    de    la    variable   complexe   z  =  x  -+-  iy   serait  ici 

G 

\\         :     -, 

C  désignant  une  constante  1res  petite  négative. 
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très  grandes  des  particules  de  la  surface  libre  à  droite  el  à  gauche 
«lu  point  0  (c'est  d'ailleurs  au  voisinage  immédial  du  point  0 
que  noire  an;il\  se  ne  s'applique  plus). 

lo.  De  l'analyse  <]ui  précède,  on  peut  (avec  une  certaine 
imagination)  rapprocher  plusieurs  faits  bien  connus,  outre  l'écla- 
boussemenl  ordinaire  par  un  corps  tombant  verticalement  dans 
l'eau. 

Lorsqu'un  obus  tombe  à  La  surface  <l<-  l'eau,  même  oblique- 
ment, et  qu'il  v  percute,  on  sail  qu'il  produit  I  ascension  il  une 
liante  colonne  d'eau  verticale.  Cela  est  sans  doute  <lù  à  ce  que 
son  explosion  produit  une  très  forte  suppression  instantanée  à  son 
point  d'impact  sur  la  surface  de  l'eau  ;  d'où  percussion  de  pression 
a  l'intérieur  du  liquide  analogue  à  celle  que  produirait  la  chute 
verticale  d'un  corps  solide  n'explosant  p;i-<  :  I  effet  est  un  éclabous- 
sement  vertical,  <lù  à  l'ascension  du  liquide  entourant  le  point 
d'impact  (les  parties  du  liquide  situées  immédiatement  sous  le 
point  d'impact  descendent  au  contraire,  la  distribution  initiale  des 
vitesses  étant  celle  de  la  figure  3  i. 

Si.  au  lieu  de  tomber  sur  l'eau,  l'obus  vient  percuter  dans  un 
terrain  boueux,  c'est  une  colonne  de  boue  que  produit  son  explo- 
sion. Le  terrain  boueux  peut,  en  effet,  être  assimilé  à  un  liquide 
visqueux,  el  non-  avons  vu  (n°  8)  que  la  viscosité  ne  change  que 
peu  ou  pas  la  répartition  initiale  des  vitesses.  Lue  forte  viscosité 
ne  laissant  subsister  que  le  début  du  mouvement,  nous  prévoyons, 
en  regardant  la  figure  3,  que  le  sol,  immédiatement  sous  le  point 
d'impact  va  s'affaisser,  el  qu'il  va  au  contraire  se  surélever  tout 
autour,  produisant  un  entonnoir  circulaire  à  lèvres  saillantes  (  '  i. 

I  n  phénomène  analogue  esl  bien  connu  des  chasseurs  :  lors- 
qu'on tire  un  coup  de  fusil  normalement  à  un  terrain  boueux,  le 
point  d'impact  de  chaque  grain  de  plomb  qui  s'est  enfoncé  dans 
la  boue  est.  entouré  de  lèvres  saillantes  tonnant  comme  autant 
de    véritables  gaines    ressortant    à   l'extérieur   du   sol,    exagérant 


(')  La  ressemblance  frappante  entre  ces  entonnoirs  et  les  cirques  lunaires  a 
conduit  certains  astronomes  à  supposer  que  ceux-ci  pourraient  être  dus  à  des 
projectiles  cosmiques,  qui  auraient  autrefois  bombardé  la  surface  de  la  Lune. 
Voir  J.  Bosleb  :  Trous  d'obus  et  cirques  lunaires  i  Société  astronomique  de 
France,  Bulletin  de  février  i<j 
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énormément  le  relief  «lu  à  l'empreinte  des  gouttes  de  pluie  sur 

un  sol  argileux. 

V  un  autre  point  de  vue,  lorsqu'on  tire  sur  un  animal  avec  une 
arme  rayée,  on  obtient  des  effets  bien  plus  meurtriers  avec  une 
halle  à  méplat  qu'avec  une  halle  pointue.  Ne  peut-on  y  voir  la 
raison  suivante?  Si  nous  assimilons  le  corps  de  l'animal  à  un 
liquide  <  visqueux)  indéfini,  le  choc  de  la  balle  doit  y  produire  des 
vitesses  initiales  réparties  suivant  la  distribution  que  nous  axons 
étudiée,  Ces  vitesses  instantanées,  dues  à  la  percussion  de  pres- 
sion, déchirent  les  tissus,  où  elles  produiront  des  ravages  d'autant 
plus  grands  qu'elles  seront  elles-mêmes  plus  fortes.  Or  nousavons 
vu  (  n"  13)  que,  pour  un  MV2  donné,  c'est-à-dire  pour  une  même 
énergie  cinétique  de  la  balle,  la  loue  vive  totale  du  milieu  liquide 
est  maxima  lorsque  la  halle  perd  la  moitié  de  sa  vitesse  [condi- 
tion (7)].  Or.  la  halle  à  méplat  est  sans  doute  assez  loin  de  perdre 
la  moitié  de  sa  \ilesse  [la  formule  (3)  donne  une  idée  approxi- 
mative de  cette  perle  de  vitesse],  mais  en  tout  cas  elle  là  perd 
assurément  plus  brusquement  que  la  halle  pointue. 

11  est  encore  un  phénomène  que  les  considérations  précédentes 
aident  peut-être  à  comprendre  :  c'esl  celui  du  ricochet  que  subit 
un  galet  avant  la  forme  d'un  disque  plat  lancé  à  plat  presque 
horizontalement  à  lu  surface  de  l'eau.  Supposons  que,  sur  la 
ligure  3,  la  partie  hachurée  représente  un  tel  galet  possédant, 
outre  sa  vitesse  verticale  descendante  \  .  une  vitesse  horizontale  <? 
beaucoup  plus  grande  et  dirigée  par  exemple  vers  la  gauche.  V 
l'instant  où  le  disque  arrive  à  la  surface  de  l'eau,  la  percussion, 
due  a  la  composante  \  .  donne  au  liquide  les  vitesses  représentées 
par  les  lignes  de  courant  tracées  en  pointillé.  <•[  cette  percussion 
diminue  beaucoup  la  composante  verticale  de  la  vitesse  qu'elle 
réduit  à  c„.  tandis  que  la  composante  horizontale  ï,>  reste  presque 
inchangée  (le  galet  se  présentant  horizontalement  par  la  tranche). 
Le  disque  continue  donc  à  s'avancer  rapidement  vers  la  gauche; 
mais  quand  il  a  avancé  d'une  longueur  ('gale  à  son  diamètre,  ou 
voit  que  les  filets  fluides  viennenl  '<'  choquer  sur  toute  sa  lace 
inférieure  avec  une  grande  vitesse,  lui  faisant  en  quelque  sorte 
subir  \n\r  nouvelle  percussion,  dirigée  \ers  le  liant,  et  pouvant 
arriver  a  lui  restituer  une  composante  verticale  de  vitesse  ascen- 
dante. 
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10.  Je  voudrais,  en  terminant,  dire  quelques  mots  sur  un  phé- 
nomène sans  doute  beaucoup  plus  complexe  que  la  chute  dans 
l'eau  d'un  corps  solide  :  e'esi  la  chute  dans  l'eau  d'un  corps 
liquide,  dont  l'exemple  classique  esl  la  chute  d'une  poulie  de  vin 

dans  l'eau  (  '  ». 

Si  la  -oulle  de  vin,  au  moment  où  elle  \ienl  en  COntacl  avec 
la  surface  de  l'eau  était  très  aplatie,  il  n'\  aurait  sans  doute  pas 
srand'chose  à  changer  à  la  distribution  initiale  des  vitesses  de 
l'eau  représentée  par  la  figure  '>.  qui  indique  une  grande  vitesse 
ascendante  pour  les  particules  d'eau  tout  autour  de  la  goutte, 
tandis  ([ue  la  poulie  de  vin  elle-même  continue  à-s'enfoncer  avec 

une  \  liesse  eu. 

Or,  au  moment  où  elle  abandonne  le  compte-gouttes,  la  poulie 
(lui  tombe  a  une  l'orme  allongée  verticalement,  mais  eu  tombant 

cdle   vibre   et    prend  aile  in  iti\  ei  lient   !  forme  allongée  et  aplatie; 

et  l'expérience  montre  que  la  aetteté  du  phénomène  d'éclabous- 

sement     (ainsi     que    (\w     tourbillon    dont     nous    parlerons    tout    à' 

l'heure)    est    fonction    périodique    de    la    hauteur  de   chute,    le 
maximum  de  netteté  correspondant   probablement  au   cas  où  la 

goutte  arrive  au  contact  de  l'eau  dans  sa  phase  la  plus  aplatie  (  -  ). 
Quoi  qu'il  en  soit,  On  peut  se  rendre  compte  que  la  goutte, 
même  supposée  parfaitement  sphérique,  doil  certainemenl  s'aplatir 
au  moment  du  clioc  par  suite  de  sa  percussion  sur  la  surface  libre 
de  l'eau,  ce  qui  fait  penser  que  les  conclusions  relatives  à  un  disque 
plat  ne  doivent  pas  èlre  grossièrement  fausses  dans  le  cas  actuel. 
Représentons  en  effel  i  fig.  \  >  la  poulie  au  moment  où  son  élé- 
ment superficiel  le  plus  inférieur  vient  heurter  la  surface  libre  de 

(')  Le  vin  el  l'eau  ne  donnent  lien  à  aucun  phénomène  gênant  de  tension 
superficielle  au  contact.  Dans  le  cas  où  la  goutte  qui  tombe  serait  formée  par  un 
liquide  non  miscible  avec  l'eau,  cl  donnant  lieu  à  une  tension  superlicielle, 
I  anneau-tourbillon  dont  nous  allons  parler  ne  se  formerait  pas  :  la  goutte  conli- 
nuerait  sa  chute  verticale  dans  l'eau,  en  conservant  à  peu  près  sa  forme  sphé- 
'rique.  Celte  chute  a  été  étudiée  très  complètement  dans  un  Mémoire  de 
M.J.  Boussinksq  :  Contribution  à  Ut  théorie  de  l'action  capillaire...  (Annales 
de  l'École  Normale  supérieure,  3r  série  t.  XXXI.   191  j 

(2)  Voir  un  Mémoire  de  M.  H.  Ollivier  {Annales  de  Chimie  et  de  Physique, 
8"  série,  t.  \,  1907,  p.  229)  :  cet  auteur  a  principalement  pour  but  l'étude  expé- 
rimentale du  rejaillissement  des  petiies  gouttes  sur  un  solide  enfumé,  mais  il 
étudie  aussi  les  vibrations  des  gouttes,  et  le  choc  d'une  goutte  liquide  sur  une 
couche  liquide. 
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l'eau.  La  percussion,  à  cel  instant,  produil  dans  l'eau  des  vitesses 

initiales  suivant  des  lignes  de  courant  (tracées  en  pointillé)  tan- 
gentes à  la  verticale  du  point  d'impact  et  normales  à  la  surface 
libre  horizontale.  Mais  d  y  a  percussion  de  pression  aussi  à  1  inté- 


rieur du  milieu  Liquide  qui  forme  la  goutte,  et  cela  v  fait  naître 
des  vitesses  initiales  (s'aioutant  géométriquement  à  la  vitesse  de 
translation  de  la  chute)  suivant  des  lignes  de  courant  tangentes  à 
la  verticale  du  point  d'impact  et  normales  à  la  surface  libre  sphé- 
rique  de  la  goutte  (')  :  toutes  ces  vitesses  initiales  ont  une 
composante  centrifuge,  tendant  à  rentier  la  goutte  équatoriale- 
ment  et  à  l'aplatir. 

On  peut  donc  penser  qu'une  goutte  de  vin  tombant  à  la  surlace 
i\c  l'eau  va  s'aplatir,  et  qu'elle  y  donnera  des  effets  initiaux  assez 
comparables  à  ceux  produits  par  la  chute  d'un  disque  plat,  et  qui 
>ont  représentés  sur  la  ligure  3.  Or,  sur  cette  figure,  outre  les  grandes 
vitesses  ascendantes  d'éclaboussemenl  des  particules  d'eau,  nous 
voyons  très  nettement  dessiné  un  autre  phénomène  :  c'est  le 
caractère  franchement  tourhillonnaire  du  mouvement  de  l'en- 
semble  du  liquide,  (2);  si  l'on  complétait  la  figure  par  symétrie  par 
rapport  à  la  surface  libre,  les  lignes  de  courant  ne  différeraient  pas. 
eu  effet,  de  celles  (pii  sont  dues  à  une  ligne-tourbillon  annulaire. 
Nous  devinons  donc,  en  .quelque  sorte,  la  naissance  d'un  tourbillon 
de  vin  qui  va  ensuite  persister  en  s'avançant  à  l'intérieur  de  l'eau, 
suivant  la  loi  ordinaire  de  propagation  des  anneaux-tourbillons. 

('•)  Dans  le  cas  du  problème  à  deux  dimensions,  toutes  ces  lignes  de  courant 
seraient  des  circonférences. 

(-)  Ce  qui  n*empèche  pas  le  potentiel  des  vitesses  d'exister  partout,  seulement 
il  devient  discontinu  sur  la  ligno-tourbillon  elle-même. 
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La  production  de  ce  tourbillon  de  vin  descendant,  conforme  à 
l'expérience,  nous  apparaît  doue  Gomme  un  phénomène  imposé 
par  l'hydrodynamique  rationnelle,  el  dans  lequel  1  ;  *  viscosité  ne 
joue  guère  <le  rôle,  si  ce  n'est  celui  d'amortisseur.  Mais  si  t  esl  là 
un  phénomène  rationnel,  nous  devons  nous  attendre  à  ce  qn  il 
soit  réversible,  c'est-à-dire  à  ce  qu'un  tourbillon  de  vin  ascendanl 
(produit  artificiellement  dans  l'eau  1  arrivant  à  la  surface  libre, 
jaillise  hors  de  l'eau  sous  forme  d'une  goutte  <le  vin.  Or,  c  est  pré- 
cisément ce  que  l'expérience  vérifie.  Reprenons  la  boîte  en  fer- 
blanc  percée  d'un  trou  rond  en  mince  paro.i,  donl  nous  avons 
parlé  au  n"  d,  emplissons-la  de  vin  el  plongeons-la  dans  l'eau;  au 
moyen  d'une  brusque  et  énergique  compression  des  parois. 
faisons-en  sortir  un  intense  anneau-tourbillon  de  vin  ascendant 
montant  verticalement  et  rapidement  vers  la  surface  libre  :  au 
moment  où  ce  tourbillon  arn\e  à  la  surface,  il  en  ressort  sous 
forme  d'un  jet  vertical,  non  pas  tout  à  l'ail  de  \in  pur.  si  l'anneau- 
tourbillon  a  traversé  une  couche  de  plusieurs  centimètres*  d  eau, 
niais  tout  au  moins  d'eau  rougie  très  foncée.  Il  serait  intéressant, 
par  une  étude  cinématographique,  «le  voir  jusqu'à  quel  point  les 
deux:  phénomènes,  chute  de  la  goutte  ei  ascension  ^\y\  jet  sont 
inverses  l'un  de  laul  re. 

Assurément,  toutes  les  considérations  qui  précèdent  sont  bien 
incomplètes  el  bien  imprécises;  l'imagination  s'y  permet  des 
extrapolations  plus  ou  moins  plausibles.  Mais,  si  elles  sont  loin 
d'avoir  la  prétention  d'expliquer  les  phénomènes,  peut-être 
peuvent-elles  servir  à  en  donner  un  commencement  d  interpré- 
tation. 


LES  FONCTIONS  A  VARIATION  BORNÉE  ET  LES  QUESTIONS 
QUI  S'Y  RATTACHENT  |  '  1; 

Pau  M.  C.  de  la  VALLEE  POUSSIN. 


I.  —  Considérations  préliminurks. 
La     définition     des     fonctions    à    variation    bornée    est    due    à 

Conférence  faite  au  Congres  international  île  Mathématiques  à  Strasbourg, 
le  a5  septembre  nyn. 
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M.  C.  Jordan.  On  la  trouve  pour  la  première  fois  dans  une  courte 
Noie  des  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris, 
séance  du  >i  janvier  1881.  Elle  a  pour  titre  :  Sur  la  série  de 
Fourier.  Le  titre  el  le  contenu  de  celte  ÏNole  ne  laissent  aucun 
doute  sur  la  manière  dont  l'illustre  mathématicien  français  a  été 
conduit  à   la  notion  qui   nous   intéresse. 

Tout  le  monde  connaît  l'admirable  Mémoire  de  Dirichlet  sur  la 
convergence  îles  séries  de  Fourier.  La  démonstration  s'applique 
aux  fonctions  bornées  qui  n'ont  qu'un  nombre  limité  d'extrêmes 
el  de  discontinuités  :  ce  sont  les  conditions  dites  de  Dirichlet.  La 
condition  relative  aux  points  de  discontinuité  est  superflue;  Mais, 
même  après  cette' suppression,  la  condition  de  Dirichlet  ne  paraît 
pas  s'adapter  naturellement  au  problême,  parce  que  la  démons- 
tration subsiste  pour  une  somme  de  fonctions  satisfaisant  a  cette 
Condition,  tandis  que  celle  condition  elle-même  ne  subsiste  pas 
toujours.  C'esl  celle  anomalie  que  M.  C.  Jordan  s'est  proposé  de 
faire  disparaît re. 

Les  fonctions  à  variation  bornée  sont  celles  qui  peuvent  se 
décomposer  en  une  somme  de  deux  autres  satisfaisant  aux  condi- 
tions  de  Diriehlel  (restreintes) j  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celles 
qui  sonl  la  différence,  de  deux  fonctions  bornées  et  non 
décroissantes.  Il  est  clair  que  les  fonctions  de  cette  nature  consti- 
I  lient  une  famille  bien  définie  et  fermée,  dans  laquelle  on  peut 
effectuer  lés  opérations  fondamentales,  addition,  soustraction, 
multiplication  et  division,  sans  altérer  le  caractère  précédent,  pour 
autant  qu'une  fonction  prise  comme  diviseur  ne  puisse  pas  tendre 
\ers  zéro. 

Dans  cette  Note  des  Comptes  rendus,  M.  C.  Jordan  pose  déjà 
les  premiers  fondements  de  l'étude  intrinsèque  des  fonctions  à 
variation  bornée.  11  donne,  exactement  comme  nous  le  ferions 
aujourd'hui,  le  moyen  de  reconnaître  si  une  fonction  donnée  j  {%) 
esi  à  variation  bornée  dans  un  intervalle  (a,  A) 'et  il  définit  sa 
variation  positive,  sa  variation  négative  et  sa  variation  totale 
dans  ecl  intervalle.  Il  montre  que  les  fonctions  à  variation  bornée 
sont  intégrables  au  sens  de  luemann  et  que  les  intégrales  indé- 
finies de  fonctions  bornées  sont   des  fonctions  à  variation  bornée. 

\l.  G.  Jordan  est  revenu  sur  les  fonctions  à  variation  bornée 
dans  les  deux  éditions  successives  de  son  Cours  d' Analyse  (1881 


MÉLANGES:  26g 

à  i8o3-)  el  il  en  ;i  l'ail  deux  applications  fondamentales,  l'une  à  la 
détermination  d'une  intégrale  singulière,  l'autre  à  La  rectifica- 
tion 'les  cour hcs. 

Il  peut  paraître  étonnant  que  cette  application  à  La  rectifica- 
tion des  courbes  n'apparaisse  que  La  seconde,  alors  que  cette  appli- 
cation esl  si  naturelle  qu'il  semblerail  que  La  notion  <!<•  fonction  à 
variation  bornée  eut  dû  être  imaginée  exprès  pour  cela.  La  condi- 
tion pour  qu'une  ligne  continue 

X  =  <p(0,       y  =  -<  1 

soil  rectifiable  esl  que  Les  deux  fonctions  :p|  t  >  el  <jy|  t  1  soienl  à  varia- 
tion bornée,  el  cette  solution  du  problème  de  la  rectification  peut 
être  considérée  comme  parfaite.  Cette  solution  en  appelail  une 
autre,  c'est  celle  de  la  complanation  des  surfaces  courbes.  \ 
l'heure  qu'il  est,  non-  ue  saurions  encore  rien  dire  <!<•  bien  satis- 
faisant  sur  les  conditions  pour  qu  une  surface  courbe 

\     :  cp(«,  v),        j    -    'l   ".  »    .         -  =  bji  a,  v) 

soit  quarrable  el  nous  ne  serions  guère  plus  ava'ncés  qu  à 
l'époque  de-  recherches  précédentes  de  M.  < ..  Jordan,  -ans  celles 
toutes  récentes  de  M.  \\   -II.   Young  (-1). 

Par  contre,  les  recherches  de  M.  <  '..  Jordan  sur  le-  intégrales 
singulières  et  sur  la  série  de  Fourier  onl  été  L'origine  aVune  foule 
de  travaux  ultérieurs1.  Ce  sérail  beaucoup  trop  Long  de  Les  énu- 
mérer  tous  et  je  ne  signalerai  ici  que  les  plus  importants.  M.  11. 
Lebesgue  a  publié  sur  les  intégrales  singulières  (*'  1  un  travail 
considérable,  «>ù  l'usage  de  la  notion  de  fonction  à  variation  bornée 
dans  l'examen  des  questions  de  convergence  est  discute  du  point 
de  vue  le  plus  général.  Mais  c'est  surtout  M.  \\  .-II.  Young, 
qui  mérite  d'être  cité  comme  ayant  poursuivi  L'étude  des  séries  de 
Fourier  dans  la  voie  ouverte  par  M.  C.  Jordan.  Ces!  à  lui  que  l'on 
doit  les  critériums  de  convergence  les  plus  précis,  les  (dus  géné- 
raux, et  j'ajouterai  aussi  les  démonstrations  les  plus  simples  et  les 
plus  élégantes(  '  1.  C'està  lui  quel'on  doit  presque  tout  ee  que  l'on 

(')  Voir  sa  Communication  à  la  première  Section  du  pré-cal  Congrès. 

(-)  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

Konvergenzbedingungen  fur  die  verwandte  Reihe  einer  Fourierschen 
Reihe  (Sitzungsberitcfie  de/-  Konigl.  Bayer  Ac.  der  Wlss.;  Math.  phys.  Klasse. 
Silzung  voiii  io  Juni   10,11  ). 
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.sait  sur  la  convergence  de  la  série  conjuguée  (').  C'esl  encore  a 
lui  que  l'on  doit  le  seul  travail  un  peu  général  sur  les  séries  dé 
Fourier  de  plusieurs  variables  <  -  )  et  sur  ce  qu'il  appelle  les  séries 
de  Fourier  restreintes.  Dans  tous  ees  Mémoires,  c'esl  la  notion 
de  fonction  à  variation  bornée  qui  est  le  ressort  essentiel  des 
démonstrations. 

Cependant  ce  n'est  point  de  ces  travaux  que  j'ai  l'intention  de 
vous  entretenir  aujourd'hui.  En  vous  en  parlant  avec  plus  de  détails, 
je  me  disperserais  beaucoup  trop.  La  question  dont  je  désire  vous 
entretenir  forme  un  ensemble,  d'une  très  grande  unité,  mais  son 
objet  est  complètement  différent  des  précédents.  Et,  en  effet,  le 
développement  de  la  théorie  des  fonctions  à  variation  bornée  s'est 
fait  dans  un  sens  complètement  inattendu  et  que  l'inventeur  de  ees 
fonctions  ne  pouvait  certainement  pas  prévoir,  car  ce  développe- 
ment n'est  devenu  possible  qu'après  les  travaux  de  M.  Lebesgue 
sur  les  intégrales  définies. 

Les  recherches  récentes  sur  les  fonctions  de  variables  réelles  se 
divisent  en  deux  grandes  catégories  :  celles  qui  concernent  l'inté- 
gration des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  et  qui  consti- 
tuent sans  aucun' doute  un  des  plus  beaux  chapitres  de  la  science 
mathématique  moderne;  ensuite  celles  qui  se  rattachent  à  la 
Théorie  générale  des  Jonctions  de  variables  réelles,  si  l'on  peut 
donner  justement  ce  nom  à  la  théorie  fondée  au  début  de  ce  siècle 
par  MM.  Baire,  Borel  et  Lebesgue.  Or,  l'étude  des  fonctions  à  varia- 
tion bornée  forme  encore  aujourd'hui,  et  de  beaucoup,  la  partie  la 
plus  importante  de  cette  nouvelle  théorie. 

Cette  théorie  a  permis  de  pousser  extrêmement  loin  l'étude 
intrinsèque  des  fonctions  à  variation  bornée,  de  les  disséquer  en 
quelque  sorte,  de  manière  à  faire  apercevoir  leurs  parties  cons- 
tituées distinctes.  Elle  a  fait  apparaître  une  partie  principale 
l1  intégrale  indéfinie,  et  à  côté  de  celle-ci  certaines  parties  singu- 
lières; elle  a   montré    l'identité    des   fonctions  de  point   à  varia- 


i  ')  On  the  convergence  of  a  Fourier  série  and  of  ils  allied  séries  (Proc. 
of  the  London  Math.  Soc  2"  série,  vol.   \.  part,  i,  191 1  ). 

(-)  On  the  Fourier  Constants  of  a  Fonction  (Proc.  of  the  Jtoyal  Society, 
A,  vol.  LXXXV,  1911).  On  Fourier  Séries  and  F  une  t  ions  of  limtnded  Variation 
(  Ibid.,  \ol  VIII,  i()i.l);  Sur  la  convergence  des  séries  de  Fourier  (Comptes 
rendus  de  V 'Académie  des  Sciences.  >i  août  1916);  Sur  les  conditions  de 
convergence  des  séries  de  Fourier  (Iuid.,  20'  décembre  1916). 
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lion  bornée  avec  \e>  fondions  additives  d'ensemble.  Elle  ;i 
dévoilé  l'importance  des  fonctions  à  variation  bornée  dans  les 
questions  1rs  plus  importantes  du  Calcul  fonctionnai  ;  elle  a 
ramené  l'expression  de  toute  Fonctionnelle  linéaire  à  une  inté- 
grale de  Stieltjes.  Elle  a  donné  ainsi  à  l'intégrale  dé  Stieltjes  une 
importance  inattendue;  elle  lui  ;i^>i^nr,  en  effet,  un  rôle  fonda- 
mental dans  la  différentiation  des  fonctionnelles,  puisque,  d  après 
M.  Hadamard,  toute  différentielle  d'une  fonctionnelle  èsl  une  fonc- 
i  ionnelle  linéaire 

I  elles  sont  le>  diverses  questions,  dont 'je  veux  vous  ent  retenir 
ei  tel  esl  en  somme  le  résumé  de  cette  conférence  : 

i°  L'intégrale  de  I  ,ebesgrue  ; 

2°  Les  fonctions  d'ensemble; 

)"  L'intégrale  de  Stieltjes; 

\"  Les  fonctionnelles  linéaires. 

Je  vais  donc  avoir  II ueur   de   vous  communiquer  quelques 

réflexions  d  un  ordre  extrêmement  général  sur  ces  diverses  ques- 
tions.  Je  n'ai  pas  d'autre  but  que  d'exposer  quelques-unes  des. 
idées  qui  me  paraissent  particulièrement  importantes  ou  intéres- 
santes et  je  me  résigne  à  être  très  incomplet.  Je  prie  les  auteurs 
donl  je  ne  filerai  pas  les  noms  de  bien  vouloir  me  pardonner. 

II.  —  La  définition  de  l'intégrale  de  Lebesgue. 

La  question  concernant  {'intégrale  de  Lebesgue  qui  a  certai- 
nement préoccupé  le  plus  grand  nombre  de  mathématiciens,  c'est 
celle  de  sa  définition. 

Les  résultats  contenus  dans  la  Thèse  de  M.  Lebesgue  (1902)  ont 
paru  si  beaux  et  si  utiles  et,  d'autre  part,  la  route  suivie  par  l'au- 
teur pour  y  arriver  si  longue  el  si  difficile,  qu'on  s'est  proposé 
d'en  trouver  une  plus  simple  et  de  remplacer  la  définition  primi- 
tive par  d'autres  définitions  rivales,  permettant  de  faire" entrer,  si 
possible,  la  nouvelle  théorie  dans  renseignement  classique. 

Je  vais  doue,  avoir  à  vous  parler  de  ces  diverses  définitions  et  à 
vous  soumettre  quelques-unes  des  réflexions  qu'elles  me  suggèrent, 
n'ayant  d'ailleurs  en  aucune  manière  la  prétention  de  me  poser  en 
arbitre  de  leur  valeur  respective. 
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Pour  faire  apprécier  à  sa  valeur  L'importance  el  la  portée  de  l'in- 
tégrale de  Lebesgue,  il  convient  de  la  aietttfe  en  rapport  avec  la  clas- 
sification des  fondions  qui  a  été  proposée  quelques  années 
auparavant  par  M.  Baire  ('),  et  que  voici  : 

Les  fonctions  continues  sont  de  classe  o  : 

Les  fonctions  limites  de  fonctions  continues  et  qui  ne  sont  pas 
de  classe  o,  sont  de  classe  i  ; 

Les  fonctions  qui  sont  limites  de  fonctions  de  classe  i  et  qui  ne 
sont  ni  de  classe  o,  ni  de  classe  i ,  sont  de  classe  2,  et  ainsi  de  suite. 
En  même  temps  qu'une  classification,  nous  apercevons  ici  un 
procédé  de  construction  successive  de  fonctions  de  plus  en  plus 
compliquées,  e*  l'on  admettra  volontiers  que  ce  sont  les  seules 
auxquelles  conduisent  naturellement  les  calculs  de  l'analyse.  Nous 
appellerons  ces  fonctions  les  fondions  de  Baire.  C'est  l'étude 
des  propriétés  de  ces  fonctions  qui  constitue  ce  que  nous  avons 
appelé  tout  à  l'heure  la  théorie  générale  des  fonctions  de  varia- 
bles réelles.  L'importance  de  ces  fonctions  a  été  surtout  mise  en 
lumière  par  les  travaux  de  M.  Lebesgue. 

Les  fonctions  continues  et  bornées  sont  inlégrables  par  les 
méthodes  élémentaires.  Mais  les  fondions  des  classes  suivantes  ne  le 
sont  plus,  en  général,  même  avec  la  définition  de  Riemann.  Au  con- 
traire, toutes  les  fonctions  de  Baire  deviennent  inlégrables,  quelle 
qu'en  soit  la  classe,  avec  la  définition  de  Lebesgue. 

D'où  vient  doue  la  puissance  de  cette  définition  et  quel  est  le 
théorème  qui  en  manifeste  le  mieux  la  supériorité? 

Ce  qui  fait  la  généralité'  de  la  définition  nouvelle,  c'est  qu'elle 
repose  sur  une  propriété  des  fonctions,  qui  se  conserve  dans  le 
passage  à  la  limite  (leur  mesurabilité).  Le  théorème  qui  mani- 
feste le  plus  clairement  cette  supériorité,  c'est  celui  de  Yintégra- 
tion  terme  à  ternie  (ou  du  passage  à  la  limite  sous  le  signe 
d'intégration  ).  ( le   théorème  est  lé  suivant  : 

Si  une  suite  de  fonctions  J\  ,  /'.,,  ..../„.  bornées  dans  leur 
ensemble,  converge  vers  une  limite  j.  on  a 


(1)  lim    ffndx  =  j  fdx. 


(')  Thèse  :  Sur  tes  fonctions  de   variables  réelles  (Annali  di  Malematica, 

■ 
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(  )d  peut  considérer  ce  théorème  fondamental  comme  la  conclu- 
sion el  le  courOnnemenl  de  la  théorie  telle  que  M.  Lebesgue  l'a 
exposée  dans  sji  Thèse  (  1902 

Avant  Lebesgue,  personne  n'avail  encore  énoncé  une  propriété 
métrique  des  fonctions  se  conservant  à  la  limite  (').  Vprès  lui,  on 
en  a  trouvé  autant  qu'on  en  a  voulu. 

Avant  lui,  l'intégration  ternie'  à  terme  était  considérée  comme 
une  opération  délicate,  exigeant  de  grandes  précautions.  Après 
lui,  il  peut  paraître  tout  simple  de  prendre  cette  propriété  comme 
définition  même  de  l'intégrale. 

Remarquons,  en  effet,  que  la  propriété  exprimée  par  l'équa- 
tion (1),  à  supposer  seulement  qu'elle  ne  -oit  p,is  contradictoire, 
suffit  à  elle  .seule  pour  définir  l'intégrale  «le  Lebesgue  el  que,  tout 
au* moins  en  apparence,  elle  en  donne  une  définition  constructive. 

En  effet,  par  l'équation  (1),  nous  pouvons  définir  l'intégrale 
d'une  fonction  J  de  classe  1  comme  la  limite  de  celle  d'une  fonc- 
tion fn  de  classe  0  ;  de  même,  l'intégrale  d'une  fonction  de  classe  2 
comme  limite  de  celle  d  une  fonction  de  ctasse  1,  et  ainsi  de  suite. 
Nous  obtenons  ainsi  une  définition  par  récurrence  qui  semble 
suivre  pas  à  pas  le  procédé  même  de  construction  des  fonctions  de 
Baire. 

Que  faudrait-il  faire  pour  justifier  celte  définition? 

Il  suffirait  de  prouver  Yexistence  et  l'unicité  de  la  limite  écrite 
au  premier  membre  de  l'équation (1  1  et  cela,  de  proche  en  proche, 
pour  les  fonctions  de  classe  o,  de  classe  1,  ....  Mais,  si  deux  suites 
différentes  de  fonctions  fn  tendent  vers  /',  leur  différence  tend 
vers  zéro.  Tout  revient  donc  à  démontrer  que,  si  une  suite  de  fonc- 
tions de  la  même  classe  f, ,  J2,  ■  •  -,  fn-,  ■  ■  •  tend  vers  zéro,  on  a  aussi 

(2)  lim   \  fndx  =0. 


La  justification  de  l'équation  (2)  pour  la  classe  d'ordre  1  /.  1 
revient  ainsi  à  la  définition  de  l'intégrale  des  fonctions  de  la  classe 
suivante  (Â-f-i  )  par  l'équation  (1). 

Chose  bien  remarquable,  cinq  ans  avant  la  Tbése  de  M.  Lebesgue, 
ce  théorème  avait  été  démontré  par  M.  Osgood  pour  les  fonctions 

(  '  )  Seul  M.  Baire  avait  énoncé  une  propriété  descriptive  jouissant  de  ce  prh  1 1  »  j  g  e 
et  elle  paraissait  devoir  rester  stérile  (  Thèse  citée). 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  >°  série,  t.  XL1V.  (Novembre  ig  17 
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continues.  Donc  la  définition  de  l'intégrale  des  fonctions  de  la 
première  classe  de  Baire  en  résultait.  Personne  ne  s'en  est  aperçu. 
Rien  ne  prouve  plus  péremptoirement  qu'il  était  bien  difficile, 
sinon  impossible,  d'entrer  dans  cette  voie  avant  les  découvertes  de 
M.  Lebesgue. 

Mais  il  y  a  une  autre  observation  qui  s'impose. 

La  méthode  constructive  dont  nous  venons  d'esquisser  la  marche 
est  illusoire.  Le  parallélisme  qu'elle  établit  entre  la  construction 
des  fonctions  et  celle  de  leurs  intégrales  est  trompeur  et  ne  repose 
sur  aucune  réalité.  On  s'en  apercevrait,  si  l'on  essayait  de  démon- 
trer l'équation  (2)  pour  les  classes  suivantes.  Il  n'y  a  pas,  il  ne 
peut  pas  y  avoir,  à  mon  sens,  de  méthode  constructive  pour  définir 
l'intégrale  de  Lebesgue,  parce  que  toute  fonction  de  Baire  est  com- 
prise entre  deux  fonctions  de  classe  2,  qui  ont  la  même  intégrale. 
Les  fonctions  des  classes  supérieures  à  la  deuxième  ne  se  distin- 
guent l'une  de  l'autre  que  par  des  propriétés  descriptives,  elles  ne 
se  distinguent  pas  par  des  propriétés  métriques.  La  méthode  cons- 
tructive s'arrête  à  la  deuxième  classe,  pour  l'excellente  raison 
qu'après  cela,  il  ne  reste  plus  rien  de  neuf  à  construire. 

Ces  réflexions  préliminaires  nous  ont  arrêtés  quelques  instants, 
mais  elles  ne  seront  pas  inutiles.  Elles  vont  nous  permettre  de  situer 
à  leur  vraie,  place  les  définitions  de  M.  Lebesgue  et  celles  de  ses 
successeurs,  parmi  lesquels  je  ne  citerai  que  M.  Borel  et  M.  W.-H. 
Young. 

Seule  la  définition  de  M.  Lebesgue  est  complètement  indépen- 
dante du  théorème  de  l'intégration  terme  à  terme  et  se  rattache 
directement  aux  définitions  antérieures  de  Cauchy  et  de  Riemann. 
Toutes  les  autres  définitions  se  rattachent,  au  contraire,  au  théorème 
de  Lebesgue  sur  l'intégration  terme  à  terme,  ou  tout  au  moins  au 
procédé  que  M.  Lebesgue  a  employé  pour  le  démontrer.  Elles 
s'apparentent  à  la  méthode  constructive  que  je  viens  de  discuter, 
mais  avec  les  différences  profondes  que  comporte  la.  nature  même 
des  choses. 

La  définition  de  Lebesgue  se  relie  directement  aux  anciennes, 
parce  qu'elle  est,  comme  celles-ci,  une  définition  par  le  théo- 
rème de  la  moyenne.  Le  théorème  de  la  moyenne  a  toujours  été 
considéré  comme  la  propriété  la  plus  immédiate,  la  propriété 
primordiale  de  l'intégrale.  L'intégrale  de  Riemann  est  définie  par 
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la  condition  de  vérifier  le  théorème  de  la  moyenne  sur  les  inter- 
valles. L'intégrale  de  Lebesgue  est  définie  par  la  condition  de 
vérifier  le  théorème  de  la  moyenne  sur  les  ensembles  de  points, 
dont  les  intervalles  ne  sont  que  le  cas  particulier  le  plus  simple. 
Mais  ceci  suppose  que  L'on  sache  mesurer  les  ensembles,  tout 
comme  les  intervalles,  et  c'est  pour  cela  que  la  Théorie  de  la 
mesure  des  ensembles  a  précédé  celle  de  l'intégration. 

Dans  ce  qu'elle  a  de  plus  original  et  de  plus  essentiel,  cette 
théorie  de  la  mesure  est  due  à  M.  E.  Borel.  C'est  lui  qui  a  fait,  pour 
la  première  fois,  la  somme  des  mesures  d'une  infinité  dénombrable 
d'intervalles  et  c'est  le  ressort  dont  dépend  assurément  tout  le 
reste  de  la  théorie.  M.  Borel  lui  a  consacré  quelques  lignes  dans 
ses  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions  de  variables  réelles  {\  898). 
Ces  lignes  contiennent  une  définition  conslructiue  de  la  mesure, 
complète  en  principe  el  géniale,  mais  qui  est  à  la  définition 
actuelle,  exactement,  ce  que  la  méthode  construçtive  de  définition 
de  l'intégrale  que  je  critiquais  tout  à  l'heure,  est  aux  définitions 
d'aujourd'hui.  Elle  appelait  doue  la  même  revision.  Celle-ci  a  été 
laite  par  M.  Lebesgue  dans  sa  Thèse.  C'est  lui  qui  a  exposé  les 
véritables  fondements  <\r  la  théorie,  en  a  aperçu  la  généralité  et 
dévoilé  la  fécondité.  « 

Pour  l'instant,  il  est  inutile  de  nous  arrêter  davantage  aux 
méthodes  de  M.  Lebesgue,  sur  lesquelles  nous  reviendrons  encore 
brièvement  plus  loin.  Nous  allons  nous  occuper  des  autres  défi- 
nitions et,  suivant  en  cela  l'ordre  historique,  nous  commencerons 
par  celles  de  M.  Boni. 

M.  Borel  s'est  proposé  de  débarrasser  la  théorie  de  l'intégration 
de  celle  de  la  mesure  des  ensembles  et  de  réduire  au  minimum 
toute  considération  relative  aux  ensembles.  Ses  définitions  se 
rattachent  plus  ou  moins  directement  au  théorème  de  l'intégration 
sous  le  signe  et  reviennent  explicitement  ou  implicitement  à 
définir  l'intégrale  d'une  fonction  de  Baire  comme  la  limite  de  celle 
d'une  fonction  continue  1  '  ). 

Si  l'on  examine  la  démonstration  du  théorème  de  l'intégration 
terme  à  terme,  telle  que  M.  Lebesgue  l'a  exposée  dans  sa  Thèse, 

(l)  Une  idée  analogue  a  été  développée  par  M.  Fr.  Hiesz,  Sur  quelques  points 
de  la  théorie  des  fonctions  sommablts  (Comptes  rendus  Acad.  Se,  t.  154, 
1913,  p.  64i). 
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on  en  déduit  aisément  qu'une  fonction  /"„,  qui  converge  vers  une 
limite  finie  J\  converge  uniformément,  pour  tous  les  points  qui 
sont  extérieurs  à  une  infinité  dénombrable  d'intervalles  dont  la 
somme  des  mesures  est  aussi  petite  que  l'on  veut.  C'est  le  prin- 
cipe qui  est  à  la  base  des  définitions  de  M.  Borel. 

M.  Borel  en  a  déduit  une  propriété  extrêmement  remarquable 
des  fonctions  de  Baire.  Le  principe  précédent  prouve  aisément 
que  cette  propriété  se  conserve  à  la  limite  et  appartient,  par  con- 
séquent, aux  fonctions  de  toutes  les  classes  successives.  \  oici 
cette  propriété  : 

Toute  Jonction  de  Baire  est  continue  quand  on  fait  abstrac- 
tion des  points  contenus  dans  une  infinité  dénombrable  cVin- 
tervalles  dont  la  somme  des  mesures  est  aussi  petite  que  Ion 
veut. 

Si  l'on  fait  abstraction  de  ces  intervalles  gênants,  on  peut  dé- 
finir l'intégrale  d'une  fonction  de  Baire  par  des  sommes  tout 
analogues  à  celles  de  Piiemann.  et  c'est  une  première  définition  de 
•M.  Borel  ('). 

[  ne  seconde  définition  a  été  développée  plus  longuement  (2),  et 
parait  avoir  les  préférences  de  M.  Borel,  soit  à  cause  de  son 
caractère  particulièrement  élémentaire,  soit  parce  qu'il  est  permis 
d'y  voir  un  procédé  effectif  de  calcul.  Si  l'on  fait  abstraction  des 
intervalles  gênants,  toute  fonction  de  Baire  est  la  limite  d'une 
suite  uniformément  convergente  de  polynômes.  L'intégrale  de 
cette  fonction  de  Baire  sera  donc,  par  définition,  la  limite  de  celle 
d'un  polvnome. 

Les  définitions  de  M.  Borel  ont  l'avantage  de  la  concision  et  de 
la  simplicité.  Ce  sont  probablement  celles  qui  conduisent  à  la 
notion  de  l'intégrale  avec  le  minimum  d'efforts.  Mais  elles  ne  sont 
pas  complètement  indépendantes  de  la  théorie  des  ensembles  et, 
en  particulier  des  concepts  nouveaux  sur  la  mesure  introduits  par 
M.  Borel  dans  ses  Leçons  de  1898.  Bien  au  contraire,  M.  Borel 
s'était  proposé  formellement  de  les  y  rattacher. 

(')  Sur  une  condition  générale  d'intégrabilité  (Comptes  rendus  Acad.  Se., 
t.  150,  1910,  p.  5o8). 

(2)  Sur  le  calcul  des  intégrales  définies  (Journal  du  mathématiques  pures 
et  appliquées,  6e  série;  t.  VIII,   191  •  ). 
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M.  W.-H.  ïoung  |  '  )  est  aile  beaucoup  plus  loin.  11  ^'esi  pro- 
posé de  débarrasser  la  théorie  de  l'intégration  de  tout  emprunta 
celle  des  ensembles  ;  et,  passant  par-dessus  toutes  les  recherches 

précédentes,  aussi  bien  celles  de  M.  Borel  que  celles  de  M.  Le- 
besgue,  de  rattacher  directement  la  définition  de  l'intégrale  aux 
conceptions  de  M.  Baire. 

La  tâche  était  assurément  difficile,  et  si  M.  Young  y  a  réussi, 
cela  fait  grand  honneur  à  son  habileté.  Son  procédé  de  démons- 
tration tire  toute  sa  foret-  de  la  considération  des  suites  mono- 
tones de  fonctions.  La  convergence  de  ces  suites  présente  des 
caractères  particulièrement  simples,  qui  ont  été  déjà  signalés  et 
utilisés  à  maintes  reprises.  Mais  je  crois  que  jamais  personne  n'a 
su  en  tirer  un  meilleur  parti  que  M.  H.  \  oung. 

Tout  passage  à  la  limite  sur  une  suite  de  fonctions  revient  à 
deux  passages  à  la  limite  consécutif-*  sur  des  suites  monotones. 
De  la  sorte,  toutes  les  fonctions  de  Baire  peuvent  être  engendrées 
par  dès  passages  à  la  limite  répétés  sur  des  suites  monotones. 
Il  en  résulte  donc  comme  un  dédoublement  de  la  classification 
de  M.  Baire.  C'est  ce  principe  qui  esl  à  la  base  des  idées  de 
M.  Young. 

Voici  maintenant  comment  on  peut  résumer  sa  définition. 

Les  fonctions  limites  de  suites  monotones  de  fonctions  conti- 
nues sont  les  fonctions  semi-continues,  soit  par  au-dessus,  soit 
par  au-dessous.  On  pourrait  aisément  définir  les  intégrales  des 
fonctions  semi-continues  comme  limites  de  fonctions  continues, 
mais  M.  Young  préfère  les  définir,  suivant  le  cas,  soit  comme  inté- 
grales supérieures,  soit  comme  intégrales  inférieures  de  Jordan, 
ce  qui  revient  au  même. 

Les  intégrales  des  autres  fonctions  se  définissent  à  partir  des 
précédentes  par  un  passage  à  la  limite.  M.  Young  démontre 
que  toute  fonction  de  Baire  est  comprise  entre  deux  fonctions 
semi-continues  dont  les  intégrales  diffèrent  aussi  peu  que  l'on 
veut.  Il  observe  à  cet  elfet  que  c'est  là  une  propriété  qui  se  con- 
serve à  la  limite.   L'intégrale  d'une  fonction  de  Baire  sera  donc, 

('  )  On  the  new  method  in  the  Tkeory  of  intégration  (Proc.  of  the  London 
matkem.  Society,  1910);  On  the  new  tkeory  of  intégration  {Proc.  of  the 
Royal  Society,  igi 3 )  ;  On  the  intégration  with  report  to  a  function  of 
bounded  variation  {Proc.  of  the  London  math.  Soc.  1 9 1 3  )  :  Sur  les  fonde- 
ments de  la  théorie  de  l'intégration  {Comptes  rendus  Acad.  Se,  10  juin  1916). 
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par  définition,  la  limite  commune  des  intégrales  de  deux  fonctions 
semi-continues  qui  comprennent  la  fonction  considérée. 
-  M.  Young  remarque  que  sa  méthode  s'applique  aussi  bien  aux 
intégrales  de  Stielljes,  et  il  est,  semble-t-il,  le  premier  qui  ait 
donné  une  définition  générale  de  ces  intégrales.  Nous  aurons  à 
revenir  sur  cette  question  tout  à  l'heure. 

Les  définitions  de  MM.  Borel  et  Young  sont  intéressantes  et 
instructives.  On  peut  les  préférer  à  celles  de  M.  Lebesgue  pour 
leur  simplicilé.  Pour  ma  part,  mes  préférences  sont  toujours 
restées  à  la  définition  de  M.  Lebesgue;  je  crois  que  c'est  la  plus 
naturelle  et  celle  qui  va  le  plus  au  fond  des  choses,  et  puis,  sur- 
tout, c'est  celle  qui  prépare  le  mieux  à  l'étude  de  l'intégrale 
comme  fonction  d'ensemble.  Or  c'est  là  un  de  ses  caractères  les 
plus  essentiels,  et  nous  allons  bientôt  y  revenir. 

Mais  avant  de  quitter  la  présente  question,  il  faut  encore  com- 
pléter la  définition  précédente  qui  ne  s'applique  qu'aux  fonctions 
bornées,  et  introduire  avec  M.  Lebesgue  la  définition  des  fonc- 
tions sommables. 

Considérons  d'abord  une  fonction  positive  et  non  bornée  f(x). 
Son  intégrale  est,  par  définition,  la  limite  de  celle  d'une  fonction 
bornée  qui  tend  vers  f(x)  en  croissant.  Cette  limite  peut,  être 
infinie,  mais,  si  elle  est  finie,  on  dit  quef(x)  est  sommable  et  a 
cette  limite  pour  intégrale. 

Si  la  fonction  non  bornée  change  de  signe,  elle  est  la  différence 
de  deux  fonctions  non  négatives.  Si  ces  deux  fonctions  sont  som- 
mables, f(x)  et  \f(x)  |  le  sont  aussi.  L'intégrale  de  f{x)  est  alors 
bien  déterminée  et  égale  à  la  différence  des  intégrales  des  deux 
termes  de  cette  différence. 

Jusqu'ici,  il  n'a  pas  été  question  de  fonction  à  variation  bornée 
et  j'ai  peut-être  paru  oublier  mon  sujet.  J'y  reviens  enfin  avec  la 
notion  fondamentale  de  X intégrale  indéfinie. 

Considérons  l'intégrale  d'une  fonction  sommable  f(x)  étendue 
à  un  intervalle  variable  («,  x),  à  savoir 


F(-r)=f    f{x)dx. 


Cçtte   fonction   de    r    est    une    intégrale   indéfinie    ou,    tout 
simplement,  une  intégrale.  C'est  une  fonction  à  variation  bornée 
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el  sa  variation  totale  dans  l'intervalle  (a,  x)  a  pour  valeur 


I 


\A*)\dx. 


Mais,  comme  nous  aurons  l'occasion  d'y  insister  plus  loin,  la 
réciproque  n'est  pas  vraie  :  une  fonction  à  variation  bornée  n'est 
pas  toujours  une  intégrale. 

Les  propriétés  de  l'intégrale  indéfinie  ont  été  étudiées  par 
M.  Lebesgue  dans  ses  Leçons  sur  l  intégration  et  la  recherche 
des  fonctions  primitives  (igo4)-  H  a  obtenu  les  théorèmes  les 
plus  remarquables. 

Il  donne  d'abord,  à  la  suite  de  M.  \  itali,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'une  fonction  f(x)  soit  une  intégrale  indé- 
finie. Il  faut  pour  cela  que  la  somme  des  variations  /(  ^  )  — /(a) 
de  f(x)  sur  un  nombre  quelconque  d'intervalles  non  empiétants 
soit  aussi  petite  que  l'on  veut  avec  la  somme  des  longueurs  des 
intervalles.  On  dit  aujourd'hui,  d'après  M.  Vitali  ('),  qu'une 
fonction  qui  vérifie  cette  condition  est  absolument  continue. 

C'est  aussi  dans  ses  Leçons  de  190  \  que  M.  Lebesgue  a  abordé 
l'étude  de  la  dérivation  des  intégrales  indéfinies  et  il  a  établi  le 
résultat  fondamental  que  voici  : 

Une  fonction  absolument  continue  f(x)  a  une  dérivée  finie 
et  déterminée  f'{x)  presque  partout,  c'est-à-dire  sauf  aux 
points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle  et  elle  est  l1 intégrale  de 
cette  dérivée  considérée  là  où  elle  existe.  On  a,  par  conséquent, 
dans  ce  cas, 

/(*)-/(«)  =  f    f(x)d:r. 

Par  définition,  un  ensemble  de  mesure  nulle  est  un  ensemble 
de  points  qui  peut  être  enfermé  dans  une  infinité  dénombrable 
d'intervalles  dont  la  somme  des  longueurs  peut  être  supposée 
aussi  petite  que  l'on  veut.  De  tels  ensembles  peuvent  être  négligés 
dans  l  intégration.  C'est  là  un  principe  fondamental,  dont  nous 
venons  de  rencontrer  l'une  des  plus  intéressantes  applications. 

(')  Suit'  integrazione  per  série  (Rend,  del  Cire,  matem.  di  Palermo,  1907); 
,Sui  gruppi  di  punti  et  suite  funzioni  di  variabili  rea/i  (Rend,  del  R.  Ace. 
délie  Se.  di  Torino,  1908). 
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III.  —  Fonctions  d'ensemble. 

L'intégrale  telle  que  nous  venons  de  la  définir  est  une  fonction 
de  point  ou,  si  l'on  veut,  une  Jonction  de  l'intervalle  d'intégra- 
tion (a,  x).  Mais  on  peut  aussi  définir  l'intégrale  comme  fonction 
d'ensemble  et  il  est  même  nécessaire  de  se  placer  à  ce  point 
de  vue  pour  en  apercevoir  quelques-unes  des  propriétés  les  plus 
essentielles. 

Définir  une  fonction  d'ensemble  F,  et  il  s'agit  exclusivement  ici 
d'ensemble  de  points,  c'est  établir  une  correspondance  entre  un 
ensemble  E  et  un  nombre  F(E).  Ce  nombre,  c'est  la  valeur  de  la 
fonction  sur  l'ensemble. 

Quand  on  procède  comme  M.  Lebesgue,  l'intégrale  se  définit 
tout  aussi  immédiatement  comme  fonction  d'ensemble  que  comme 
fonction  d'intervalle.  Nous  savons  en  effet  que,  dans  celle 
méthode,  l'intégrale  est  précisément  définie  par  la  condition  de 
vérifier  le  théorème  de  la  moyenne  sur  les  ensembles.  .Nous  y 
reviendrons  plus  loin  à  l'occasion  de  l'intégrale  de  Stieltjes. 

Dans  tous  les  cas,  l'intégrale  de  f(oc)  sur  un  ensemble  E  se 
ramène  à  une  intégrale  sur  un  intervalle  (a,  b)  contenant  E  par 
un  artifice  très  simple  que  nous  allons  indiquer  et  qui  nous  sera 
encore  utile  ailleurs. 

Appelons  fonction  caractéristique  de  l'ensemble  E  une  fonc- 
tion b(x)  égale  à  i  en  chaque  point  de  E  et  à  zéro  partout 
ailleurs.  Si  cette  fonction  est  une  fonction  de  Baire,  l'ensemble  E 
est  mesurable  (B),  c'est-à-dire  au  sens  de  M.  Borel.  Nous  ne 
considérons  pas  d'autres  ensembles  pour  le  moment.  , 

L'intégrale  dc/(#)  sur  Ë  est,  par  définition, 

F(E)=  f   §(x)f(x)dx  =  ff(x)dx. 

Sous  cette  forme,  il  apparaît  immédiatement  que  si  E  est  la 
somme  d'un  nombre  fini  ou  d'une  infinité  dénombrable  d'en- 
sembles E,,  Eo.  ....  non  empiétants,  Y  intégrale  sur  l'ensemble 
somme  E1-T-E2+---  est  la  somme  des  intégrales  sur  chaque 
partie. 

M.  Lebesgue  a  exprimé  celte  propriété  en  disant  que  l'inté- 
grale est    une  fonction  additive  d'ensemble.  J'ai  dit  moi-même 
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que  c'est  une  fonction  complètement  additive,  en  voulant  souli- 
gner par  là  que  la  propriété  s'étend  à  un  nombre  infini  de  parties. 
Ceci  ne  serait  pas  vrai  pour  l'intégrale  de  Riemann,  qui  n'est 
additive  que  pour  La  décomposition  en  un  nombre  fini  d'inter- 
valles. 

La  propriété  additive  correspond  à  la  propriété  distributive  de 
la  théorie  générale  des  opérations.  On  regrettera  peut-être  l'aban- 
don de  ce  terme.  Il  y  a  cependant  lieu  d'observer  que  le  terme 
normal  comporterait  une  restriction  dans  le  cas  actuel  :  la  loi 
additive  ne  s'applique,  en  effet,  à  une  somme  d'ensembles  que  si 
ces  ensembles  sont  sans  point  commun  deux  à  deux  ou  non  em- 
piétants. 

Considérée  comme  fonction  d'un  ensemble  variable,  l'intégrale 
prend,  avec  un  sens  un  peu  plus  général  que  tout  à  L'heure,  le 
nom  à' intégrale  indéfinie. 

Nous  venons  de  voir  que  cette  intégrale  est  une  fonction  addi- 
tive d'ensemble.  Elle  est  aussi  une  fonction  absolument  continue. 
Celte  propriété  s'exprime  maintenant  sous  une  forme  plus  simple. 
Une  fonction  d'ensemble  est  absolument  continue  si  elle  est  infi- 
niment petite  sur  tout  ensemble  de  mesure  infiniment  petite, 
c'est-à-dire  contenu  dans  une  somme  d'intervalles  dont  la  somme 
des  mesures  est  infiniment  petite. 

Ces  deux  propriétés  des  fonctions  d'ensemble  :  additivité  et 
absolue  continuité,  caractérisent  les  intégrales  indéfinies.  Ce 
résultat  essentiel  est  dû  à  M.  Lebesgue.  qui  l'a  énoncé  dans  un 
Mémoire  des  Annales  de  V École  Normale,  1910  (').  Ce  résultai 
prouve  combien  il  est  utile  d'envisager  l'intégrale  comme  fonction 
d'ensemble  pour  se  rendre  compte  de  sa  véritable  nature  et  de  ses 
propriétés  distinctives. 

Tant  que  l'on  se  borne,  comme  nous  le  faisons  en  ce  moment, 
aux  ensembles  linéaires  et  aux  fonctions  d'une  seule  variable,  la 
dérivée  de  l'intégrale  considérée  comme  fonction  d'ensemble  ne 
présente  rien  de  nouveau  et  se  ramène  tout  simplement  à  celle 
d'une  fonction  de  point.  Par  définition,  la  dérivée  en  un  point  x 
de  la  fonction  d'ensemble 

ff(x)dx 
(')  Sur  l'intégration  des  fonctions  discontinues. 
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est  celle  de  la  fonction  de  point 


f(x)dx 


au  point  x.  Si  la  dérivée  n'existait  pas,  il  y  aurait  toujours  des 
nombres  dérivés,  supérieurs  et  inférieurs,  à  droite  et  à 
gauche,  et  ils  seraient  définis  de  la  même  façon  pour  la  fonction 
d'ensemble  que  pour  la  fonction  de  point. 

Les  intégrales  définies  sont  les  plus  simples  et  les  plus  impor- 
tantes des  fonctions  additives  d'ensemble,  mais  ce  ne  sont  point 
les  seules.  Si  l'on  appelle  continue  une  fonction  d'ensemble  qui 
est  infiniment  petite  sur  tout  ensemble  de  diamètre  infiniment 
petit,  cette  continuité,  au  sens  large,  n'entraîne  pas  l'absolue  conti- 
nuité; et,  par  conséquent,  il  peut  exister  des  fonctions  additives 
d'ensemble,  même  continues,  qui  ne  sont  pas  des  intégrales  indé- 
finies. 

Ce  sont  ces  fonctions  additives  d'ensemble,  considérées  dans 
toute  leur  généralité,  dont  je  vais  maintenant  m'occuper.  Elles 
présentent  à  notre  point  de  vue  un  intérêt  capital,  car  nous 
montrerons  bientôt  l'identité  de  ces  fonctions  d'ensemble  avec 
les  fonctions  à  variation  bornée.  11  en  résultera  que  le  problème 
de  la  décomposition  des  fonctions  à  variation  bornée  en  leurs 
parties  constitutives  revient  au  même  problème  pour  les  fonctions 
d'ensemble.  Mais  cette  décomposition  est  bien  plus  claire  et  bien 
plus  instructive  sur  les  fonctions  d'ensemble  que  sur  les  premières. 
C'est  pourquoi  c'est  sur  celles-ci  que  nous  allons  d'abord  l'effectuer. 

Cette  importante  question  a  été  traitée  tout  d'abord  par  M.  Le- 
besgue  dans  son  Mémoire,  déjà  cité,  publié  dans  les  Annales  de 
V Ecole  Normale.  Je  suis  revenu  longuement  sur  cette  question 
dans  mon  Cours  d'Analyse,  dans  mon  Mémoire  de  Y  American 
Journal  (191 5)  et  dans  mes  Leçons  faites  au  Collège  de  France 
(1916).  Voici  le  résumé  de  ce  que  nous  savons  aujourd'hui  : 

Toute  fonction  additive  d'ensemble  F(E)  est  la  différence  de 
deux  fonctions  non  négatives,  F,(E)  et  F2(E),  de  même  nature 
et  bornées.  Cette  propriété  correspond  exactement  à  la  propriété 
d'une  fonction  de  point  à  variation  bornée  d'être  la  différence  de 
deux  fonctions  bornées  et  non  décroissantes.  On  dira  donc  tout 
naturellement  qu'une  fonction  additive  d'ensemble  est  à  variation 


MÉLANGES.  *83 

bornée  et  que  les  trois  fonctions 

F,(E),     -F2(E,,     F,(E)-4-Fs(E) 

sont  respectivement  sa  variation  positive,  sa  variation  négative 
el  ^a  variation  totale  sur  l'ensemble  E. 

Mais  la  décomposition  de  la  fonction  d'ensemble  peut  se  faire 
à  un  tout  autre  point  de  vue,  et  cette  nouvelle  décomposition  tait 
pénétrer  bien  plus  profondément  (pie  la  précédente  dans  la  struc- 
ture de  ces  fonctions,  doue  aussi  dans  celle  des  fonctions  à  varia- 
tion bornée. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  une  fonction  additive  d'ensemble, 
F(E)  est  la  somme  de  trois  autres  fonctions  analogues,  jouissant 
de  propriétés  qui  les  caractérisent  : 

i°  Une  fonction  des 'sauts,  qui  est  essentiellement  discontinue; 
2°  Une  fonction  singulière  qui  est  continue,   mais  non  absolu- 
ment ; 

3°  Une  intégrale  indéfinie,  qui  est  absolument  continue. 

La  fonction  des  sauts  est  formée  de  toutes  les  discontinuités 
de  la  fonction  F(E).  Elle  est  attachée  à  un  ensemble  dénom- 
brable  D  :  celui  des  points  de  discontinuité  de  cette  fonction. 
Une  notation  commode  permet  de  définir  la  fonction  des  sauts  au 
moyen  du  même  symbole  F  que  la  (onction  initiale.  Désignons 
par  le  produit  DE  la  partie  commune  à  l'ensemble  fixe  D  et  à 
l'ensemble  variable  E,  la  fonction  des  sauts  peut  se  représenter 
par  F  (DE). 

La.  fonction  singulière  est  attachée  à  un  ensemble  singulier  S 
de  mesure  nulle  et,  avec  la  même  convention  que  dans  le  cas 
précédent,  on  peut  la  représenter  par  F^SE'i. 

La  troisième  partie  est  une  intégrale  indéfinie.  Pour  en  recon- 
naître la  nature  et  en  obtenir  l'expression,  il  convient  de  définir 
la  dérivée  d1  une  fonction  d'ensemble  au  point  x.  Ce  sera  la 
dérivée  de  la  fonction  de  point  f(x),  obtenue  en  considérant  la 
fonction  d'ensemble  F  sur  l'intervalle  (a,  x),  tout  comme  dans  le 
cas  de  l'intégrale  indéfinie. 

Avec  cette  définition,  la  fonction  des  sauts  et  la  fonction  singu- 
lière ont  des  dérivées  nulles  presque  partout,  c'est-à-dire  sauf  sur 
un  ensemble  de  mesure  nulle;  la  fonction  F(E)  a  presque  partout 
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une  dérivée  f'{x)  el  l'intégrale  définie  qui  constitue  la  troisième 
partie  de  F  est  l'intégrale  de  cette  dérivée. 

La  décomposition  de  F(E)  en  ses  trois  éléments  distincts  se 
fait  donc  par  la  formule 

F(E)  =  F(DE)  +  E(SE)+  f  f(x)dx. 

Ces  trois  termes  sont  bien  réellement  distincts  puisque  l'inté- 
grale est  nulle  sur  tout  ensemble  de  mesure  nulle  et  la  fonction 
singulière,  nulle  sur  tout  ensemble  dénbmbrable. 

Mais,  pour  effectuer  cette  décomposition,  il  faut  savoir  déter- 
miner les  ensembles  D  et  S. 

La  détermination  de  l'ensemble  dénombrable  D  ne  donne  lieu 
à  aucune  difficulté.  Elle  est  en  quelque  sorte  immédiate,  puisque 
l'ensemble  D  est  celui  des  points  de  discontinuité  de  F(E),  c'est- 
à-dire  celui  des  points  sur  chacun  desquels  F  a  une  valeur  non 
nulle  ;  et  F(D)  est  la  somme  des  valeurs  de  F  en  chacun  des  points 
de  1)  :  c'est  précisément  ce  qui  prouve  que  D  est  dénombrable. 

Par  contre,  la  détermination  précise  de  l'ensemble  singulier  S 
est  plus  difficile  et  je  me  suis  beaucoup  occupé  de  la  faire  dans 
les  publications  que  j'ai  mentionnées  plus  haut.  J'ai  montré 
que  S  est  l'ensemble  des  points  où  F(E)  a  une  dérivée  unique  infinie 
de  signe  déterminé.  J'ai  encore  montré  que  la  décomposition  de  S 
en  la  somme  des  deux  ensembles  S,  et  S2  sur  lesquels  la  dérivée 
est  positive  ou  négative,  fournit,  en  même  temps,  la  décomposi- 
tion de  la  fonction  singulière  en  ses  variations  positives  ou  néga- 
tives par  la  formule 

F(SE)-F(S.,E)-+-F(SÏE). 

Comme  je  l'ai  déjà  dit,  ce  qui  donne  à  ces  décompositions  tout 
leur  intérêt  au  point  de  vue  qui  nous  occupe,  c'est  qu'elles  s'ap- 
pliquent aux  fonctions  à  variation  bornée.  Il  y  a,  en  effet,  identité 
entre  les  fonctions  additives  d'ensemble  et  les  fonctions  de  point 
à  variation  bornée.  J'ai  mis  cette  identité  en  évidence  dans  les 
Mémoires  que  je  rappelais  encore  il  y  a  un  instant.  Le  moment 
est  venu  de  montrer  comment  ces  deux  sortes  de  fonctions  se 
ramènent  l'une  à  l'autre. 

11  est  immédiat  qu'une  fonction  additive  d'ensemble  F(E)  définit 
une   fonction  de   point  f(:r)  qui  est  à   variation  bornée.   Il  suffit 
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d'attribuer  à  /<  x  I  la  valeur  de  Ff  E  |  sur  l'intervalle  variable  (a,  .r). 
Le  problème  délicat  est  le  |>roblème  inverse  :  Etant  donnée  une 
fonction  de  point  à  variation  bornée,  fyx)  définit-elle  une 
fonction  additive  d'ensemble  mesurable  (B)? 

La  réponse  est  affirmative.  M.  Radon  l'a  [trouvé  dès  igi3  ('). 
.le  l'ai  montré  aussi  dans  mon  Mémoire  de  Y  American  Journal 
de  1913  et  dans  mes  Leçons  de  1916.  Le  problème  de  construire 
la  fonction  d'ensemble  F<  E),  quand  la  fonction  à  variation 
bornée  f(x)  est  donnée,  est  une  simple  généralisation  du 
problème  de  la  mesure  tel  qu'il  a  été  posé  et  résolu  par 
MM.  liorel  et  Lebesgue.  La  définition  de  F<  E  1  esl  un  problème 
qui  contient  la  définition  de  la  mesure  comme  cas  particulier. 
Mais,  chose  extrêmement  remarquable  et  sur  laquelle  j'insiste,  le 
problème  particulier  de  la  mesure  né  comporte,  relativement  au 
problème  général,  aucune  espèce  de  simplification. 

Voici  quelques  indications  sur  le  raisonnement  que  j'ai  employé. 
11  suffil  évidemment  de  construire  la  fonction  d'ensemble  F(E) 
pour  une  l'onction  de  point  f(x)  à  variation  bornée  et  non  décrois- 
sante. D'abord  la  fonction  de  point  f(x)  définit  une  fonction 
additive  d'intervalles.  Soit,  en  effet,  to  l'intervalle  (a,  rp)\  cette 
fonction  de  l'intervalle  to  sera  définie  par  la  formule 

F(«)=/(P)-/(«)  =  V; 

elle  esl  donc  non  négative. 

Il  s'agit  alors  de  montrer  que  la  correspondance  ainsi  établie 
entre  F  et  les  intervalles  s'étend  à  tous  les  ensembles  mesu- 
rables (B).  Or  le  raisonnement  à  faire  est  absolument  identique  à 
celui  dont  M.  Lebesgue  s'est  servi  pour  définir  la  mesure  de  ces 
mêmes  ensembles;  et  le  problème  de  la  mesure  n'est  qu'un  cas 
particulier  du  précédent  :  celui  où  l'on  prend /(x)  =  x,  auquel 
cas  Ay'=  B —  %  est  précisément  la  mesure  de  l'intervalle  w.  Il 
est  tout  aussi  simple  de  traiter  le  cas  général  que  celui  de  la 
mesure.  J'y  ai  déjà  insisté. 

La  solution  du  problème  précédent  prouve  l'identité  des  fonc- 


(')  J.  Radon,  Théorie  und  Anwendungen  der  absolut.  Mengenfunktionen 
i  Sitzung'sber.  d".  Kom.  Ak.  d.  Wiss.  in  IVien,  Math.  Naturwiss.  Klasse, 
Bd  CXXII,  A.bt.  II  a,  Juli  icji3). 
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tions  de  point  à  variation   bornée  et  des  fonctions  additives 
d  ensemble. 

A  vrai  dire,  lorsque  M.  Radon  et  moi  avons  cherché  la  solu- 
tion directe  du  problème  précédent,  ce  problème  était  implicite- 
ment résolu,  mais  indirectement,  par  les  recherches  antérieures  de 
M.  Lebesgue  sur  l'intégrale  de  Stieltjes,  au  moins  pour  les  fonc- 
tions d'une  seule  variable.  Je  ne  m'en  étais  pas  aperçu  et  j'aurai 
l'occasion  d'j  revenir  tout  à  l'heure. 

IV.  —  Extension  a  un  nombre  quelconque  de  variables. 

Pour  simplifier  mon  exposition,  je  n'ai  considéré  jusqu'ici  que 
les  fonctions  d'une  seule  variable  et  les  fonctions  d'ensemble  à 
une  seule  dimension.  Mais  les  théories  précédentes  s'étendent  à 
l'espace  et  à  l'hyperespace.  Certaines  d'entre  elles  ont  même  été 
exposées  de  prime  abord  dans  l'hypothèse  la  plus  générale. 

Les  définitions  de  la  mesure  des  ensembles,  de  l'intégrale  de 
Lebesgue,  de  l'intégrale  indéfinie,  des  fonctions  additives  d'en- 
semble s'étendent  si  naturellement  à  un  nombre  quelconque  de 
dimensions  qu'il  nous  suffira  de  constater  que  cette  extension  est 
immédiate.  Par  contre,  la  dérivation  des  fonctions  d'ensemble  et 
la  définition  des  fonctions  de  points  à  variation  bornée  soulèvent, 
dans  le  cas  de  plusieurs  dimensions,  des  difficultés  qui  leur  sont 
propres.  Pour  généraliser  les  théorèmes  relatifs  à  la  dérivation  des 
intégrales  indéfinies,  il  faut  introduire  dans  la  définition  de  la 
dérivée  certaines  restrictions  qui  ont  été  indiquées  par  MM.  Vitali 
et  Lebesgue.  Comme  l'a  montré  M.  Lebesgue  dans  son  Mémoire 
des  Annales  de  l'Ecole  Normale  de  1910,  tous  les  théorèmes  sur 
la  dérivation  des  intégrales  indéfinies  peuvent  alors  être  étendus 
au  cas  général.  M.  Lebesgue  caractérise  la  restriction  à  introduire 
en  spécifiant  que  la  dérivation  doit  se  faire  au  moyen  de  ce  qu'il 
appelle  des  «  familles  régulières  d'ensembles  ». 

Par  contre,  la  définition  de  la  dérivée  utilisée  par  MM.  Vitali  <i 
Lebesgue  est  insuffisante  pour  généraliser  les  théorèmes  relatifs  à 
la  dérivation  des  fonctions  d'ensemble  qui  ne  sont  pas  absolument 
continues.  Je  me  suis  particulièrement  occupé  de  cette  question 
dans  mon  Mémoire  de  Y  American  Journal  et  j'ai  montré  que 
l'on  arrive  au  but  en  particularisant   davantage  encore  la  défini- 
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tion  de  la  dérivée  el  en  utilisant  ce  que  j'ai  appelé  la  dérivation 
sur  un  réseau. 

La  définition  des  fonctions  de  point  à  variation  bornée  a  été 
donnée  par  M.  ^  itali  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables 
L'identité  de  ces  fonctions  avec  les  fonctions  additives  d'ensemble 
a  été  établie  par  les  recherches  de  M.  Radon  et  les  miennes.  ViiiM 
toutes  les  questions  que  nous  avons  posées  et  résolues  précédem- 
ment pour  le  cas  d'une  seule  variable  sont  également  résolues 
pour  le  cas  général. 

J'ai  attiré  tout  à  l'heure  votre  attention  sur  l'importante  généra- 
lisation de  la  mesure  des  .ensembles  qui  conduit  à  définir  une 
fonction  d'ensemble  en  partant  d'une  fonction  d'intervalle.  L'inté- 
grale de  Lebesgue  est  susceptible  d'une  extension  qui  correspond 
point  pour  point  à  cette  extension  de  la  notion  de  la  mesure  et 
conduit  à  X intégrale  généralisée  de  Stieltjes.  C'est  de  celle-ci 
qu'il  convient  maintenant  de  nous  occuper. 

V.    —    L'iNTÉGRALE   GÉNÉRALISÉE    DE   STIELTJES. 

Stieltjes  est  le  premier  qui  ait  défini  l'intégration  d'une  fonc- 
tion continue  par  rapport  à  une  fonction  à  variation  bornée  (2). 
On  a  donné  son  nom  à  l'intégrale  ainsi  construite.  L'intégrale  de 
Stieltjes  a  pu  passer  jusque  dans  ces  derniers  temps  pour  une 
construction  assez  artificielle;  mais  son  importance  a  été  mise  en 
lumière  par  plusieurs  géomètres  dans  des  travaux  récents.  Bien 
plus,  comme  nous  allons  le  voir  bientôt,  elle  se  présente  naturel- 
lement comme  solution  de  la  question  la  plus  importante  du  calcul 
fonctionnel.     ' 

A  oici  d'abord  la  définition  de  Stieltjes. 

Soienty(x)  une  fonction  continue  et  a(.r)  une  fonction  à  varia- 
tion bornée  (continue  ou  non)  dans  l'intervalle  («,  b).  On  par- 
tage cet  intervalle  en  intervalles  élémentaires  (a?/,  xi+i  )  comme 
d'habitude,  on  prend  arbitrairement  ç/  dans  (  a?/,  x,-+l  )  et  l'on  fait 
la  somme,  étendue  à  tous  les  intervalles  élémentaire;-. 


(  '  )  Mémoire  cité. 

(3)  Recherches  sur  les  /raclions  continues  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse,  vol.  V1I1,  1894.  p.  i-122). 
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Cetl.e  somme  aune  limite  quand  tous  les  intervalles  tendent  vers  zéro. 
Cette  limite  est  V intégrale  de  Stieltjes.  Elle  se  représente  par  la 
notation 

f(x)d*(x). 


I 


La  définition  de  Stieltjes  suppose  essentiellement  la  fonction  y  (.r) 
continue.  La  question  se  pose  de  savoir  si  Ion  peut  étendre  la. 
définition  à  un  champ  fonctionnel  plus  vaste  et,  en  particulier,  à 
celui  des  fonctions  de  Baire. 

M.  Lebesgue,  qui  a  posé  cette  question,  en  a  donné  la  solu- 
tion dans  un  article  des  Comptes  rendus  de  l  Académie  des 
Sciences,  1910  (').'  L'extension  se  fait  en  ramenant  l'intégrale 
de  Stieltjes  à  une  intégrale  de  Lebesgue  par  un  changement  de 
variables.  Ce  procédé  mérite  de  nous  arrêter  un  instant  et  nous 
allons  le  présenter  en  le  réduisant  à  sa  forme  la  plus  simple. 
Remarquons  que,  si  a  (à?)  est  la  somme  de  deux  fonctions  à  varia- 
tion bornée,  l'intégrale  relative  à  a  (a?)  est  la  somme  des  intégrales 
relatives  à  chaque  terme.  11  suffit  donc  de  faire  la  réduction  pour 
une  fonction  a.(%)  croissante  dans  tout  intervalle,  car  toute  fonc- 
tion à  variation  bornée  est  la  différence  de  deux  fonctions  telles. 
Dans  ce  cas  particulier,  auquel  revient  le  cas  général,  le  procédé 
de  M.  Lebesgue  consiste  à  prendre  a  (a?)  comme  variable  d'inté- 
gration. Alors  x  est  une  fonction  uniforme  de  a  et  l'intégrale  de 
Stieltjes  se  transforme  dans  l'intégrale  de  Lebesgue 

f[x(0L)]d*. 


f 


Ainsi  se  trouve  faite,  sans  aucun  calcul,  l'extension  de  la  défini- 
tion à  toutes  les  fonctions  f{x)  de  Baire.  Cette  transformation 
étend,  par  le  fait  même,  aux  intégrales  de  Stieltjes  la  propriété 
fondamentale  de  l'intégrale  de  Lebesgue  relative  à  l'intégration 
terme  à  terme. 

L'analyse  des  fonctions  à  variation  bornée  qui  a  été  résumée 
précédemment  permet  de  faire  une  décomposition  intéressante  de 

(')  Les  intégrales  de  Stieltjes,  vol.  150,  p.  86-88.  J'ai  utilisé  moi-même,  dès 
1903,  une  transformation  équivalente  à  celle  de  M.  Lebesgue,  mais  en  vue  de 
ramener  les  intégrales  curvilignes  à  des  intégrales  ordinaires  (Cours  d'Analyse, 
t.   I.    1"  édit.,  n"  30'i). 
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l'intégrale  de  Stielt  j «*s ,  décomposition  qui  .1  été  indiquée  par 
M.  .Maurice  Fréchetau  Congrès  des  Sociétés  savantes  de  1  (»i  3  1  '  1. 
Nous  savons  que  toute  fonction  air»  à  variation  bornée  est  la 
.somme  de  trois  fonctions 

p{a?)-f-Y(a?)H-8(a7)1 

dont  la  première  est  une  intégrale,  la  seconde  la  fonction  singu- 
lière, la  troisième  la  fonction  des  sauts.  Cette  décomposition 
entraîne  donc  celle  de  l'intégrale  de  Stieltjcs  eu  trois  intégrales 
correspondantes  qui  sont  chacune  d'un  type  essentiellement  diffé- 
rent et  irréductibles  l'une  à  l'autre. 

J'ai  déjà  signalé  précédemment  qu'il  y  a  une  relation  entre 
l'intégrale  de  Stieltjes  et  le  problème  de  déterminer  lu  fonction 
d'ensemble,  définie  par  une  fonction  de  point,  a(#),  à  variation 
bornée.  Constatons,  en  passant,  que  les  résultats  obtenus,  dès  1910, 
par  M.  Lebesgue  permettaient,  au  moins  dans  le  cas  d'une  seule 
variable,  de  résoudre  ce  problème.  En  effet,  la  valeur  de  celte 
fonction  a  sur  l'ensemble  E,  contenu  dans  (  a,  h  ).  sera  définie  par 
l'intégrale  de  Stieltjes  : 

a(E)  =    /     <l{x)dz(x),      . 

où  di.r)  est  la  fonction  caractéristique  de  l'ensemble  E. 

Quels  que  soient  leur  intérêt  et  leur  valeur,  les  recherches  de 
M.  Lebesgue  sur  l'intégrale  de  Stieltjes  n'avaient  point  un  carac- 
tère définitif.  D'abord  la  méthode  de  M.  Lebesgue  ne  s'étend  pas 
aisément  aux  fonctions  de  plusieurs  variables  {-).  D'autre  part,  la 
réduction  de  l'intégrale  de  Stieltjes  à  une  intégrale  de  Lebesgue 
peut  être  considérée  comme  inutile,  car  de  même  que  la  valeur 
d'une  fonction  à  variation  bornée  sur  un  ensemble  E  se  définit  ni 
plus  ni  moins  facilement  cpie  la  mesure  de  E,  de  même,  l'intégrale 
de  Stieltjes  n'est  pas  plus  difficile  à  définir  directement  que  celle 
de  Lebesgue.  C'est  ce  que  M.  W.-H.  Young  a  montré.  La  méthode 
de  M.  Young  pour  définir  l'intégrale  de  Lebesgue  s'applique  ni 
plus   ni   moins   simplement   à   la   définition  de  celle  de  Stieltjes 

(l)  Sur  les  fonctionnelles  linéaires  et  l'intégrale  de  Stieltjes,   Paris,  Impri- 
merie nationale,  1914  • 
C)  L'extension  est  cependant  possible,  comme  on  le  verra  plus  loin. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  v  série,  t.  XLIV.  (Novembre  1920.)  17. 
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et  l'extension  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  dimensions  est 
immédiate  (J  ). 

L'avantage  de  s'appliquer  à  la  définition  de  l'intégrale  de  Stieltjes 
n'est  pas  exclusivement  propre  à  la  méthode  de  M.  Young.  La 
méthode  primitive  de  M.  Lebesgue,  pour  définir  son  intégrale, 
possède  le  même  avantage  et  l'on  peut  arriver  à  l'intégrale  de 
Stieltjes,  dans  le  cas  le  plus  général,  en  suivant  pas  à  pas  la  voie 
ouverte  par  M.  Lebesgue  dans  sa  Thèse.  La  solution  du  problème 
est  complètement  fournie  par  la  théorie  des  fonctions  d'ensemble. 
C'est  ce  que  nous  allons  montrer  en  considérant,  pour  fixer  les 
idées,  des  fonctions  d'une  seule  variable. 

Soient/(a?)  une  fonction  de  Baire  supposée  bornée,  et  a  (oc)  une 
fonction  à  variation  bornée  dans  un  intervalle  (a,  b).  Celle-ci 
définit  une  fonction  d'ensemble  que  nous  représenterons  par  a(E) 
et  dont  la  détermination  correspond  exactement,  comme  nous  le 
savons,  au  problème  de  la  mesure  des  ensembles. 

Ceci  posé,  pour  définir  l'intégrale  de  Lebesgue,  que  je  considère 
pour  commencer, 


S. 


b 
f(x)  dx, 


on  désigne  par  /  et  L  deux  bornes  comprenant  f(x),  égalité 
exclue;  on  construit  une  échelle  de  nombres 

'l  =  ')    h,    '3,   •  •  •    </>    H+li   •  •  •    hi  +  l  =   J'  i 

on  désigne  par  E  l'ensemble  des  points  de  (a,  b)  où  f(x)  vérifie 
la  condition 

et  l'on  construit  les  deux  sommes 

2/,-(mEi),     £i/+1(mE/)', 

où  /»E  est  la  mesure  de  E.  L'intégrale  de  Lebesgue  est  la  limite 
commune  de  ces  deux  sommes,  quand  les  degrés  de  l'échelle 
tendent  vers  zéro. 

(')  La  définition  de  l'intégrale  dé  Stieltjes  au  cas  de  plusieurs  variables  dans 
l'hypothèse  restreinte  de  la  continuité,  a  été  faite  tout  d'abord  par  M.  Maurice 
Fréchet  (Nouvelles  Annales  de  Mathêm.,  4"  série,  t.  IV,  avril  1909,  p.  1-17). 
Comparer  avec  la  définition  plus  générale  du  même  auteur  dans  son  article  Sur 
les  fonctionnelles  linéaires  (Trans.  of  the  Americ.  Journ.  of  Math.,  July  1916). 
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L'intégrale  de  Stieltjes,  relative  à  la  fonction  y.(X)    à   variation 
bornée, 


S. 


b 


se  définit  exactement  de  la  même  manière  que  celle  de  Lebesgue, 
sauf  que  l'on  remplace  la  mesure  de  E  par  la  valeur  de  la  fonction 
a(E)  sur  cet  ensemble.  L'intégrale  de  Stieltjes  est  donc  la  limite 
commune  des  deux  sommes  1  '  > 

E//«(E/),     S/,+i«(Et-). 

Toute  la  théorie  de  l'intégrale  de  Lebesgue  s'étend  à  celle  de 
Stieltjes.  Ainsi,  on  peut  aussi  bien  définir  l'intégrale  de  Stieltjes 
sur  un  ensemble  E  que  sur  un  intervalle.  C'est  une  fonction  addi- 
tive  d'ensemble,  mais  qui,  en  général,  n'est  pas  absolument  conti- 
nue. On  voit  enfin  que.  sous  cette  forme,  l'extension  à  un  nombre 
quelconque  de  variables  est  immédiate. 

VI.  —  Opérations  fonctionnelles. 

J'arrive  à  la  dernière  partie  de  mon  exposé. 

On  peut  rattacher  les  fonctions  d'ensemble  que  nous  avons 
considérées  jusqu'ici  à  des  considérations  d'un  ordre  plus  général. 

Une  fonction  d'ensemble  établit  une  correspondance  entre  un 
certain  ensemble  E  et  un  nombre.  Une  telle  correspondance 
s'appelle  une  opération  fonctionnelle,  ou  tout  simplement  une 
fonctionnelle.  L'étude  des  propriétés  de  cette  correspondance  est 
le  Calcul  fonctionnel.  On  peut  trouver  les  premiers  exemples  du 
Calcul  fonctionnel  dans  les  recherches  de  M.  Yolterra  sur  les 
fonctions  de  lignes  (1887),  mais  on  doit  à  M.  Fréchet  le  premier 
essai  d'une  théorie  générale  de  ce  calcul  (2). 

Les  fonctions  addilives  d'ensemble  se  rattachent  à  des  fonction- 
nelles particulières  sur  lesquelles  M.  Hadamard  a  attiré  l'attention 

(')  Sous  cette  forme,  la  définition  a  été  donnée  par  M.  Radon,  Théorie  und 
Anwendungen  der  absolut  additiven  Mengenfunktionen  (Sitzungsbericht  d. 
Kais.  Ak.  d.   Wiss.  in   Wien,  Bd  CXXII.   \l>t.  Il  a,  Juli   ic,i3,  p.  28-33). 

Il  fii ut  aussi  signaler  dans  le  même  ordre  d'idée  M.  Fkéchet,  Sur  l  intégrale 
d'une  fonctionnelle  étendue  à  un  ensemble  abstrait  {Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France,  1910,  p.  1.48-265). 

(2)  Rendiconti  cli  Palermo,  1906. 
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et  auxquelles  il  a  donné  le  nom  de  fonctionnelles  linéaires  '(*  ». 
11  considère  le  cas  où  la  valeur  V  de  la  fonctionnelle  dépend,  non 
pas  comme  précédemment  d'un  ensemble  E,  mais  de  la  lorme 
d'une  fonction  f{x)  continue  dans  un  intervalle  (a,b).  Nous 
désignerons  cette  correspondance  par  V(/). 

La  fonctionnelle  est  linéaire  >i  «-lie  possède  les  deux  propriétés 
suivantes  : 

i°  Elle  est  distributive,  c'est-à-dire  que  l'on  a 
V(/i4-/«)  =  -V/t  +  V/,; 

2n  Elle  est  bornée,  c'est-à-dire  <jue  l'on  peut  assigner  deux 
nombres  positifs  A  el  A  tels  que  si  |/|  <  A,  on  ait 

V(/>-    >.A. 

On  s'assure  aisément  que  si  celte  condition  est  réalisée  pour  les 
deux  nombres  A  et  X,  elle  subsiste,  en  vertu  de  la  propriété  distri- 
butive,  pour  toutes  les  autres  valeurs  positives  de  A,  et  cela  avec 
la  même  valeur  de  A. 

Une  fonction  addilive  d'ensemble,  F(E),  établit  une  correspon- 
dance qui'  se  ramène  à  la  précédente  par  un  artifice.  Il  suffit  de 
remplacer  l'ensemble  E  par  sa  fonction  caractéristique  8 (a?)-  On 
définit  la  fonctionnelle  V(ô-)  en  lui  attribuant  la  valeur  F(E). 
Avec  cette  définition,  il  est  vrai,  la  fonctionnelle  V.(ô)  n'est  distri- 
butive  que  pour  les  fonctions  caractéristiques  d'ensembles  sans 
point  commun.  Mais  cette  restriction  n'empêche  pas  la  théorie 
des  fonctions  additives  de  rentrer  entièrement  dans  celle  des 
ensembles  linéaires.  Il  est  facile  de  s'en  assurer. 

C'est,  sans  doute,  M.  Fr.  Riesz  qui  a  fait  faire  à  la  théorie  des 
fonctionnelles  son  progrès  le  plus  important.  Il  a  démontré  (2)  en 
effet  que  toute  fonctionnelle  linéaire  peut  être  mise  sous  la 
forme  d'une  intégrale  de  Stieltjes 


'if)-  f  f(x)d*'x), 


(')  Calcul  fonctionnel  [Enseignement  mathématique,  191 1). 

(2)  Comptes  rendus  Acad.  Se,  29  novembre  1919,  et  Annales  de  l'Ecole  Nor- 
male, 1914.  [Ce  résultat  était  préparé  par  M.  Iladamard  (  Calcul  des  variations, 
P-  299)  .] 
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ce  qui  ramène  l'élude  des  fonctionnelles  linéaires  aux  théories 
précédentes, 

Ce  résultat  serait  presque  immédiat  ^i  le  champ  des  fonctions  /' 
comprenait,  outre  les  fonctions  continues,  les  fonctions  qui  ne 
prennent  que  les  seules  valeurs  o  et  i  et  n'ont  qu'un  nombre 
limité  de  points  de  discontinuité.  En  effet,  posons  a  priori  la  for- 
mule précédente;  elle  montre  que,  si  /<  x  )  est  la  fonction  caracté- 
ristique de  l'intervalle  («,  a?),  la  fonctionnelle  se  réduit  à  ai./i. 
(Icttc  remarque  permet  de  calculer  la  fonction  inconnue  ai./  et 
l'on  vérifie  a  posteriori  que  la  formule  ainsi  posée  satisfait  à 
toutes  les  conditions  du  problème. 

Là  seule  difficulté  est  donc  de  montrer  que  le  champ  fonction- 
nel peut  être  étendu  à  ces  fonctions  caractéristiques.  C'est  un  pro- 
blème tout  à  fait  analogue  à  celui  d'étendre  l'intégrale  de  Stieltjes 
aux  fonctions  discontinues.  Il  a  été  résolu  par  M.  Riesz  (■)  en  uti- 
lisant très  habilement  les  passages  à  la  limite  sur  les  suites  mono- 
tones de  fonctions.  11  est  à  peine  besoin  de  signaler  le  parallélisme 
entre  les  procédés  de  M.  Riesz  pour  traiter  cette  question  et  ceux 
qui  ont  été  employés  par  Al.  Voungdans  la  théorie  de  l'intégrale 
de  Stieltjes. 

L'expression  d'une  fonctionnelle  linéaire  au  moyen  de  l'inté- 
grale de  Stieltjes  conduit  à  des  conséquences  extrêmement  inté- 
ressantes. Elle  montre,  en  particulier  : 

i°  Que  toute  fonctionnelle  linéaire  de  fonctions  continues 
s'étend  ci elle-même  à  toutes  les  fonctions  de  Baire  ; 

.2°  Que,  si  ion  envisage  une  fonctionnelle  linéaire  V(f) 
dans  un  champ  de  fonctions  bornées,  le  passage  à  la  limite 
sous  le  signe  \  est  permis  sans  aucune  restriction,  que  la 
convergence  soit  uniforme  ou  ne  le  soit  pas.  Le  théorème  de 
M.  Lebesgue  sur  l'intégration  terme  à  terme  n'est  qu'un  cas  parti- 
culier de  celui-ci. 

Plus  généralement,  nous  pourrions  considérer  l'ensemble  des 
fonctions  f(x,y)  de  deux  variables  dans  le  rectangle  R  limité  aux 
intervalles  (o,i)  des  variables  x  et  y.  Une  fonctionnelle  linéaire 
de  telles  fonctions  serait  encore  représentée  par  une  intégrale  de 

(l)  Annales  de  l'École  Normale,  1914. 
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Stieltjes,  généralisée  pour  deux  variables, 

V(/)=  f  ff(x,y)dxdy<x(x,y), 

où  a  (a?,  y)  est  à  variation  bornée,  et  il  est  clair  que  ces  conclusions 
s'étendent  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions. 

Mais  il  est  intéressant  de  remarquer,  et  cela  n'a  peut-être  pas 
encore  été  fait,  que  le  cas  de  plusieurs  variables  se  ramène  au  cas 
d'une  seule  par  un  artifice  dont  M-  Lebesgue  s'est  servi  à  diverses 
reprises  dans  les  questions  analogues.  Cet  artifice  fait  intervenir  la 
courbe  de  Peano 

a?  =  <f(t),       y  =  'l(t), 

qui  passe  par  tous  les  points  du  carré  R  "quand  t  varie  de  o  à  i,  et 

qui  établit  une  correspondance  univoque>entre  les  points  du  carré 

et  ceux  de  l'intervalle,  sauf  pour  une  infinité  dénombrable  d'entre 

eux.   Cette  courbe  établit  donc  une  correspondance  entre  les  deux 

fonctions 

f(x,y)     et    /(*,  4»)  =/(*)■ 

Par  conséquent,  la  fonctionnelle  Y/'<  .r.  y  )  définit  une  fonction- 
nelle de  même  valeur  Vf(t)  et  l'on  a,  par  le  théorème  de  Riesz, 

V/(à?,^)  =  y/«)=  f  f(t)dHt), 

où  $(t)  est  à  variation  bornée.   La  réduction  est  faite.   Mais  on 
peut  tirer  de  là  une  autre  conséquence  intéressante. 

Comparons  les  deux  expressions  de  la  même  fonctionnelle  "\  (  /  ), 
nous  obtenons  la  formule  suivante  : 

f  I  /'  *,  y)  dxdyà.{x,  y)  =  f  f(t  )  dï  (O, 

J    Jr  .'0 

qui   ramène  toute  intégrale  double  de    Stieltjes  à  une  intégrale 
simple  de  même  nature. 

C'est  probablement  la  première  fois  que  cette  réduction  est 
signalée  pour  l'intégrale  de  Stieltjes.  Mais  j'ai  déjà  effectué  cette 
réduction  en  igio  ('. )  pour  l'intégrale  de  Lebesgue.  Cette  réduc- 

(')  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles. 
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tion  se  fail  alors  pour  la  formule  plus  simple 

f  ff(  *,  y  )  dx  dy  =  f  fi  ■^■l)  dt. 

On  pourrait  assurément  établir  la  formule  de  réduction  d'une 
intégrale  double  de  Stieltjes  à  une  intégrale  simple  de  même 
nature,  sans  passer  par  l'intermédiaire  des  fonctionnelles.  On 
aurait  ainsi  un  procédé  permettant  d'étendre  à  un  nombre  quel- 
conqué  de  variables  les  méthodes  utilisées  tout  d'abord  par 
M.  Lebesgue  pour  généraliser  la  définition  de  1  intégrale  de 
Stiehjes  dans  le  cas  d'une  seule. 

Les  fonctionnelles  linéaires  onl  une  importance  à  pari,  parce 
qu'elles  s'introduisent  tout  naturellement  dans  l'une  des  questions 
les  plus  importantes  que  l'on  puisse  se  poser  sur  lés  fonctionnelles, 
à  savoir  celle  de  leur  différentiàtion.  La  question  de  la  dffféren- 
tiation  des  fonctionnelles  à  ce  point  de  vue  paMculier  est  encore 
toute  récente.  Presque  tout  ce  que  nous  savons  de  cette  impor- 
tante question  se  trouve  contenu  dans  deux  Mémoires  fondamen- 
taux publiés  en  191 3  i  ' )  et  \\)\/\  (2)  par  \l .  Maurice  r  réchef . 

Le  premier  essai  pour  appliquer  aux  fonctionnelles  les  procédés 
du  calcul  différentiel  est  déjà  ancien.  11  parait  dû  à  M.  \  ollerra, 
qui  s'est  occupé  de  la  différentiàtion  des  fondions  de  lignes.  La 
méthode  de  M.  A  olterra  consiste  à  opérer  avec  la  variation  de  la 
fonctionnelle  au  sens  où  l'on  entend  ce  mot  dans  le  calcul  des 
variations,  et  cette  méthode  conduit  déjà  à  des  résultats  d'une 
grande  généralité  (3  >.  Mais  M.  Fréchet  prend  son  point  de  départ 
dans  une  définition  proposée  par  M.  Hadamard  ('*)  et  qui  consiste 
à  considérer  comme  différentiable  toute  fonctionnelle  dont  la 
variation  est  une  fonctionnelle  linéaire  par  rapport  à  l'accrois- 
sement de  l'argument.  Cette  définition  s'étend  sans  aucune  diffi- 
culté aux  fonctionnelles  qui  dépendent  de  plusieurs  arguments,  et 


(')  Sur  la  notion  de  différentielle  et  le  calcul  fonctionnel  (Extrait  des 
Comptes  rendus  du  Congrès  des  Sociétés  savantes  en  191 2:  Sciences). 

(2)  Sur  la  notion  de  différentielle  d'une  fonction  de  lignes  (Transact.  of 
theAni.  Mat  hem.  soc,  1  gx4  )- 

(M  Vito  Volterra,  Sopra  le  funzioni  che  dependono  da  altre  funzioni. 
Nota  I,  II,  III  (Bendic.  delta  H.  Ace .  dei  Lincei.  vol.  111°,  1887). 

(*)  Le  Calcul  fonctionnel  (Enseignement  mathématique,  îyiij. 
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l'on  obtient  des  extensions  extrêmement  remarquables    des  théo- 
rèmes fondamentaux  du  calcul  différentiel. 

J'ai  malheureusement  trop  abusé  de  votre  temps  et  de  votre 
bienveillante  attention  pour  en  dire  davantage  sur  cette  intéres- 
sante question  et  il  est  urgent  de  conclure  cette  trop  longue  conté- 
rence. 

Conclusion. 

Quel  peut  être  dans  l'avenir  le  développement  des  applications 
des  fonctions  à  variation  bornée?  Je  vais  risquer  un  mot  de 
réponse  à  cette  question. 

Dans  la  voie  ouverte  par  M.  G.  Jordan,  c'est-à-dire  dans  la 
recherche  des  conditions  de  convergence,  il  semble  que  le  domaine 
des  applications  soit  illimité.  Chaque  fois  que  la  question  de  conver- 
gence se  présentera  dans  la  représentation  d'une  fonction  par  un 
mode  nouveau,  l'hypothèse  que  la  variation  est  bornée  sera  lune 
des  premières  qui  viendra  à  l'esprit  et  elle  conduira  presque  tou- 
jours à  des  résultats  utiles. 

Nous  avons  parcouru,  d'autre  part,  les  questions  que  posent  les 
relations  de  l'intégrale  de  Lebesgue  avec  les  fonctions  à  variation 
bornée.  1,1  semble  que  toutes  ces  questions  soient  résolues  d'une 
manière  satisfaisante.  Les  nouvelles  extensions  de  la  notion  d'in- 
tégrale se  détachent  de  ces  fonctions  et  l'intégrale  de  Denjoy,  en 
particulier,  qui  est  la  plus  importante,  cesse  d'être  une  fonction  à 
variation  bornée. 

Par  contre,  les  problèmes  relatifs  à  la  théorie  et  à  la  diffère  ntia- 
tion  des  fonctionnelles  sont  a  peine  entamés.  Espérons  que  la 
théorie  des  fonctions  à  variation  bornée,  qui  a  pris  racine  sur  le 
sol  de  France  avec  les  travaux  de  M.  Jordan,  continuera  à  se 
développer  à  l'Université  de  Strasbourg  redevénue  française,  et 
particulièrement  entre  les  mains  de  M.  Maurice  Fréchet  :  ses  der- 
niers travaux  appellent  de  nouvelles  recherches  et  permettent  d<- 
légitimes  espérances. 


COMPTES    MSN  DOS    ET    ANALYSES.  297 


COMPTES    KEN  D'US    ET   ANALYSES. 


Mois  (Thomas).  —  Tue  tiieoiiy  of  déterminants  in  tue  uistorical  oaDEn 

OF  Development  [La  théorie  des  déterminants  dans  l'ordre  historique  do 
son  développement]. 

Vol.  I  :  Part  I.  General  déterminants  up  to   18  ji  :   Part  IL    Spécial 
déterminants  up  to  iK',i  ;   1  vol.  in   8°,  '2'"' édition,  \1-j9i  pages,  1906. 
Vol.  II  :  The  Period  i8ji  to  1860;    1  vol.  in-8°,   \\1-j7j   pages,  1911. 

Vol.  III  :   The  Period  1861   to  1880;  1  vol.  in-8",  XXVl-5o3  pages,  1920 
London, -Macmillaii  and  Co.,  Ltd. 

L'Ouvrage  considérable,  donl  les  trois  premiers  Volumes  onl 
seuls  paru  jusqu'il  présent,  constituera  une  source  inestimable  de 
renseignements  pour  tous  1rs  mathématiciens  <|tii  s'intéressent  à 
l'histoire  de  la  théorie  des  déterminants.  L'auteur  a  été  conduit 
ù  l'entreprendre  en  constatant,  au  cours  de  la  rédaction  de  son 
Treatise  on  tke  theoryof  Déterminants,  combien  difficiles  étaienl 
les  recherches  de  paternité  de  tel  ou. tel  théorème  célèbre;  il  en 
est  du  reste  ainsi  dans  toutes  les  branchés  de  la  science!  11  résolut 
alors  d'établir  la  liste  chronologique,  autant  que  possible  complète, 
de  i<eis  les  articles,  Ait-moires,  Ouvrages  traitant  des  déterminants  : 
le  résultat  de  ses  recherches  fut  publié  dans  le  Quarterly  Jour- 
nal of  Mathematics  ;  trois  listes  successives,  parues  dans  les 
Volumes  YYII1  (1881  |,  XXI  1  (886),  XXXVI  1  1904-1905  >.  conte- 
naient approximativement  \~\^  titres  et  fournissaient  l'inventaire  à 
peu  près  complet  de  tout  ce  qui  avait  été  publié  sur  les  déter- 
minants jusqu'à  la  fin  du  \i\r  siècle.  Entre  temps,  l'auteur 
avait  entrepris  des  comptes  rendus  plus  ou  moins  détaillés  de  tous 
ces  Mémoires  et  en  avait  commencé  la  publication  dans  les  Pro- 
ceedings  of  ihe  Royal  Society  of  Edinburgh,  mais  il  se  rendit 
bientôt  compte  qu'il  serait  préférable  de  rassembler  en  un  tout  ces 
renseignements  épars  dans  les  différents  numéros  d'une  Revue, 
et  c'est  là  l'origine    de  l'Ouvrage  que  nous  avons  à  analyser. 

Le  court  historique  qui  précède  suffit  à  faire  voir  de  quelle 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2e  série,  t.  \LIV.  (Décembre  1920.)       18 
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manière  l'auteur  a  conçu  sa  lâche.  Les  différents  Mémoires  qui 
traitent,  même  incidemment,  des  déterminants,  sont  successivement 
passés  en  revue  et  un  compte  rendu  plus  ou  moins  détaillé  en  est 
fait.  Le  premier  \  olume  va  des  origines  à  iS.fi,  le  second  de  i S  J  i 
à  1860,  le  troisième  de  1 8 ( >  1  à  r88o.  Dans  chaque  Volume  une 
subdivision  en  deux  Parties  est  faite:  la  première  Partie  s'occupe 
des  déterminants  en  général,  la  seconde  de  certaines  catégories 
spéciales  de  déterminants  (déterminants  symétriques,  jacobiens, 
hessiens,  etc.).  De  celte  manière  le  mathématicien  qui  s'intéresse 
plus  particulièrement  aux  orthogonants,  par  exemple,  n'aura  pas 
besoin  de  parcourir  tout  le  Volume  pour  rechercher  ce  qui  a  été 
lait  dans  le  sujet  de  ses  recherches.  Il  est  bien  évident  que  celle 
manière  de  procéder,  si  elle  a  deg  avantages,  a  aussi  des,  incon- 
vénients, ne  serait-ce  que  celui  d'écarteler  les  Mémoires  les  plus 
importants  el  de  faire  perdre  de  vue  le  lien  qui  l'ail  un  tout  de 
leurs  différentes  parties.  Bien  entendu,  chaque  \  olume  se  termine 
par  une  liste  des  noms  d'auteurs  cités,  avec  la  nature  des  déter- 
minants particuliers  dont  ils  se  sont  occupés. 

Dans  la  première  Partie  du  premier  \  olume  l'auteur  s'esl  servi 
d'un  .système  très  ingénieux  el  liés  commode,  qu'on  regrette  de 
ne  pas  voir  utilisé  dans  la  seconde  Partie,  pas  plus  que  dans  les 
autres  Volumes,  pour  permettre  au  lecteur  de  suivre  plus  faci- 
lement l'histoire  des  différentes  parties  delà  théorie.  Les  différents 
théorèmes,  à  mesure  qu'ils  se  présentent  historiquement,  sont 
numérotés  à  1  aide  des  chiffres  romains;  de  plus,  chaque  contribu- 
tion nouvelle  à  un  théorème  déterminé  est  notée  au  moyen  d'un 
chiffre  arabe;  par  exemple,  le  théorème,  dû  à  Vandermonde, 
relatif  à  la  transposition  de  deux  lignes,  est  noté  \I:  la  démons- 
tration que  Laplace  en  a  donnée  est  notée  XI-2.;  celle  de  Cau- 
chy  est  nolee  X.I-3.  I  ne  Table  placée  à  la  fin  du  premier  \  olume 
indique  les  pages  auxquelles  il  faut  se  reporter  pour  suivre  l'his- 
toire de  chacun  des  \A\  théorèmes,  inégalement  importants, 
signalés  par  l'auteur.  De  plus,  dans  le  courant  du  \  olume,  deux 
Tableaux  à  double  entrée  indiquent  les  progrès  réalisés,  pour  le 
premier  «le  1  (><).">  à  1S12.  pour  le  second  de  iS  1 3  à  i84-i« 

Avant  de  passer  à  l'analyse  des  différentes  parties  de  l'Ouvrage, 
il  reste  à  dire  de  quelle  manière  l'auteur  a  cornu  la  délimitation 
de  son   sujet.  Il   est    évident    qu'une    grande   partie   des  articles 
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el  Mémoires  cités  ne  traitent  qu'incidemment  des  déterminants  : 
ceux-ci  11  \  apparaissent  que  comme  un  instrument  :  c'est  là  du  reste 
L'origine  d'une  des  principales  difficultés  que  l'auteur  a  rencon- 
trées pour  n'oublier  aucune  contribution  à  L'histoire  des  déter- 
minants, le  titre  d'un  Mémoire  ne  lui  donnant  souvent  aucune 
indication  soit  pour  retenir  ce  Mémoire,  soit  pour  le  rejeter. 
L'auteur,  et  avec  raison,  ne  rend  compte  que  de  la  partie  du 
Mémoire  où  il  s'agit  des  déterminants,  sans  se  préoccuper  de 
L'objet  véritable  du  -Mémoire  cité.  La  discrimination  est  quelque- 
fois cependant  difficile  à  faire,  el  elle  est  faite  tantôt  dans  un  sens, 
tantôt  dans  l'autre.  C'est  ainsi  que  l'auteur  regarde  le  théorème 
sur  la  réalité  des  racines  de  l'équation  en  S  comme  faisant 
partie  de  la  théorie  des  déterminants  axisymétriques  ;  en 
revanche,  il  laisse  complètement  de  côté  Je  calcul  des  matrices  et 
Les  théorèmes  qui  s'y  rapportent;  ceux-ci  ne  soril  souvent  au  fond 
que  des  théorèmes  relatifs  à  la  multiplication  des  déterminants.  On 
sait,  par  exemple,  (pu1  si  l'on  désigne  par  P  (X)  =  0  l'équation 
obtenue  en  annulant  le  déterminant  qui  se  déduit  d'un  détermi- 
nant donné  D  en  retranchant  /.  des  éléments  de  la  diagonale  prin- 
cipale, la  matrice  Al  dont  les  éléments  sont  ceux  de  D  satisfait  à 
l'équation  symbolique  P  (M  f  =  o;  voilà  un  théorème  qu'il  est  un 
peu  paradoxal  de  considérer  comme  n'intéressant  pas  la  théorie  des 
déterminants. 

La  manière  un  peu  étroite  dont  l'auteur  a  circonscrit  son  sujet 
a,  dans  certains  cas.  l'inconvénient  de  laisser  presque  complètement 
dans  l'ombre  des  œuvres  considérables,  comme  par  exemple  1  Aus- 
dehnungslehre  de  Grassmann;  quoique  masqués  parla  concision 
des  notations,  les  théorèmes  de  (  irassmann,  relatifs,  par  exemple, 
à  la  multiplication  extérieure  régressive,  ne  sont  au  fond  que  des 
théorèmes  sur  les  déterminants.  11  est  vrai  que  la  construction 
puissante  de  Grassmann  n'a  pas  eu  d'inlluenee  directe  sur  le  déve- 
loppement de  la  théorie  des  déterminants,  niais  ce  n'est  pas  une 
raison  pour  ne  pas  lui  donner  la  place    à  laquelle  elle  a  droit. 

En  revanche,  le  grand  public  mathématicien  apprendra  l'exis- 
tence de  noms  absolument  inconnus  de  lui,  comme  celui  de 
Schweins,  qui  a  fait  faire  en  1820  à  la  théorie  des  déterminants 
des  progrès  considérables  qui  étaient  restes  jusqu'à  ces  dernières 
années    enfouis  dans  des  livres  absolument  oubliés.   Les  critiques 
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précédentes  n'enlèvent  donc  rien  à  l'intérêt  que  présente  pouf  tons 
les  mathématiciens  l'œuvre  considérable  dont  nous  allons  main- 
tenant aborder  l'analyse  détaillée. 

♦         Premier  Volume. 

Première  Partie  :  Les  déterminants  généraux  jusqu'en  iNfi. 
Deuxième  Partie  :  Les  déterminants  spéciaux  jusqu'en  iN|i. 

Ce  premier  Volume  est  certainement  le  plus  intéressant  des  trois 
parus  jusqu'à  présenti  II  nous  fait  assister  à  la  naissance  et  au 
développement  de  la  théorie.  L'idée  fondamentale  se  présente  à 
Cramer  au  milieu  du  xvm'  siècle;  (die  se  Répand  d'abord  en 
Fiance  où  Bézout,  Vandermonde,  Laplace,'font  faire  à  la  théorie 
des  progrès  importants.  Binet  et  G^uchy,  simultanément  en  1812.  la 
portent  à  un  point  de  développement  qu'on  pourrait  presque 
regarder  comme  définitif.  Dans  les  années  qui  suivent,  la  théorie 
se  répand  en  Allemagne,  où  Scherk  et  Schweins,  ce  dernier 
surtout,  lui  apportent  des  contributions  importantes;  mais  c'est 
principalement  grâce  à  l'influence  de  Jacobi  et  à  ses  travaux 
échelonnés  de  i<S>-  à  i845  qu'elle  acquiert  droit  de  cité  dans  le 
public  scientifique  germanique.  Les  premiers  travaux  de  Sylvester 
datent  de  la  fin  de  celte  première  période  (  i83g)  qui  se  termine 
brillamment  par  une  nouvelle  exposition,  complètement  renou- 
velée, de  la  théorie  par  Cauchy,  et  par  une  exposition  d'ensemble 
de  Jacobi.  Comme  on  le  voit  par  ce  bref  exposé,  la  Science  fran- 
çaise a  été  dans  ce  domaine  l'initiatrice.  Cependant  il  est  assez 
curieux  de  constater  que  Leibnilz  avait  eu  avant  Cramer  l'idée 
fondamentale  des  déterminants,  comme  cela  résulte  d'une  lettre. 
publiée  seulement  en  i85o,  adressée  au  marquis  de  l'Hôpital. 

Ciiai'itue  1.  Le  volume  commence  par  un  Chapitre  d'Intro- 
duction (p.   1-5). 

CuAPiTiiK  11  :  Les  déterminants  en  général  de  io<)>  à  1779 
(p.  6-5a).  —  Les  auteurs  cités  dans  ce  Chapitre  sont  Leibnitz, 
Fontaine,  Cramer,  Bézout,  Vandermonde.  Laplace  et  Lagrange, 
tous  de  langue  française,  y  compris  Leibnitz. 

Dans  une  lettre  écrite  le  28  avril  i6g3  au  marquis  de  l'Hôpital, 
Leibnitz  explique  par  un  exemple  l'avantage  qu'il  peut  \  avoir  à  se 
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servir  de  nombres  au  lieu  de  lettres.  Prenanl  le  problème  de 
l'élimination  de  deux  inconnues  entre  trois  équations  du  premier 
degré,  il  écril  ces  équations  sous  la  forme 

10  -4-  i  i  x  -+-  \iy  =  o, 
20  -+-  21  x  -t-  Tiy  =  o. 
3o  -+-  3i  x  +  "> ■>.  y  =  o; 

il  élimine  y  entre  la  première  el  la  deuxième,  puis  entre  la  pre- 
mière el  la  troisième  de  ces  équations;  il  élimine  enfin  x  entre  les 
deux  équations  ainsi  obtenues,  ^près  avoir  fail  remarquer  les 
•<  harmonies  o  qui  se  trouvent  dans  le  résultai  obtenu,  il  donne  une 
règle  générale  pour  former  les  ternies  de  l'expression  qui,  égalée  à 
zéro,  fournil  le  résultai  de  l'élimination  pour  un  nombre  quel- 
conque il  inconnues,  <'t  aussi  une  règle  pour  déterminer  le  signe  de 
chacun  de  ces  termes.  Cette  dernière  règle,  bien  qu'exact'?,  esl 
malheureusement  peu  pratique:  elle  attribue  des  signes  différents 
à  deux  ternies  qui  mit  en  commun  autant  de  coefficients  qif'il  \  a 
d'inconnues  moins  une.  Leilmitz  néglige  de  montrer  comment  on 
peut  ainsi,  el  sans  ambiguïté,  déterminer  le  signe  d'un  terme 
quelconque  quand  on  a  li\é  le  signe  d'un  terme  particulier. 

Passons  sur  le  Mémoire,  peu  important,  de  Fontaine,  el  arrivons 
au  Mémoire  fondamental  de  Cramer.  C'est  dans  un  traite  intitulé: 
<i  Introduction  à  l'Analyse  des  lignes  courbes  algébriques  publié 
à  Genève  en  i-.x>que  se  trouve,  à  l'occasion  du  problème  de  la 

détermination  d'une  courbe  d'ordre  //  passant  par  —  points 

ilonnés.  la  méthode  devenue  classique  de  résolution  d'un  système 
d  ('([nations  du  premier  degré  à  autant  d'inconnues  que  d'équations. 
Grâce  au  caractère  mixte  de  notation  des  coefficients  de  ces 
équations,  qu'il  écrit 

A '  =  Zi  ;  —  Y ' y  -u-  \>  x  -+-  Y'  v  -+- .  .  . . 
A2  =  Ziz4-  Y2v»-+-  X2a?  +  Viv '-+-.. .    . 


Cramer  arrive  à  des  régies  plus  simples  que  celles  de  Leibnitz. 
Le  dénominateur  commun  de  chacune  des  inconnues  contient 
autant  de  termes  qu'il  y  a  d'arrangements  de  n  choses  différentes. 

Chaque   terme    est    composé   des   lettres   Z,  Y,  X,  V toujours 

écrites  dans  le  même  ordre,  mais  auxquelles  on  distribue,  comme 
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exposants, les  /?  premiers  chiffres  en  toutes  les  manières  possibles. 
On  donne  à  ces  termes  les  signes  -j-  ou  —  selon  la  règle  suivante, 
Quand  un  exposant  est  suivi  dans  le  même  terme,  médiatement ou 
immédiatement,  t\\\n  exposant  plus  petit  que  lui,  j'appellerai  cela 
un  dérangement .  Que  1  on  compte,  pour  chaque  terme,  le  nombre 
des  dérangements:  s'il  es!  pair  ou  nul,  le  tenue  aura  le  signe -f-; 
s'il  est  impair,  le  tenue  aura  le  signe  ».  Quant  aux  numérateurs, 
ils  se  déduisent  du  dénominateur  commun  en  remplaçant  les 
coefficients  de  l'inconnue  cherchée  par  les  A  correspondants. 

Ajoutons  <pie  le  but  final  des  recherches  de  Cramer  était,  comme 
pour  Leibnitz,  l'élimination  de  n  inconnues  entre  n-\-\  équations 
du  premier  degré:  mais  il  n'a  pas  remarqué  que  l'expression  qui, 
égalée  à  zéro,  fournil  le  résultat  de  cette  élimination,  est  de  la 
même  espèce  que  le  dénominateur  commun  dont  il  avait  si  nette- 
ment indiqué  la  loi  de  formation, 

La  règle  de  Cramer  s'imposa  presque  immédiatement  dans  l'en- 
seignement  et,  si  l'on  en  croit  un  propos  attribué  à  Gergonne,  o  cette 
méthode  était  tellement  en  faveur  que  les  examens  aux  écoles  tic» 
services  publics  ne  roulaient,  pour  ainsi  dire,  que  sur  elle;  on  était 
admis  ou  rejeté  suivant  qu'on  la  possédait  bien  ou  mal  ... 

Dans  un  Mémoire  publié  en  ra64  dans  V Histoire  rie  V Aca- 
démie Royale  des  Sciences.  Bézout,  en  se  référant  à  la  règle  de 
Cramer,  la  modifie  de  manière  à  simplifier  la  détermination  des 
signes.  En  fait,  il  énoncé  une  loi  de  récurrence  pour  la  formation 
des  termes  en  passant  successivement  du  cas  de  deux  inconnues  à 
celui  de  trois,  puis  à  celui  de  quatre,  et  ainsi  de  suite  ;  mais  ce  qui 
distingue  sa  règle  de  celles  de  Leibnitz  et  de  Cramer,  c'est  que  le 
signe  de  chaque  terme  est  déterminé  par  la  formation  même  du 
terme,  et  non  pas  après  coup. 

C'est  Vandermonde,  dans  son  Mémoire  sur  V  élimina  lion 
•publié  en  177'''-  dans  Y  Histoire  de  V  Académie  /loyale  des 
Scienees.  qui  le  premier  donne  une  exposition  cohérente  de  la 
théorie,  définissant  en  elles-mêmes  et  indépendamment  de  leurs 
applications,  les  fonctions  que  nous  appelons  maintenant  détermi- 
nants, et  étudiant  logiquement  leurs  propriétés.  Il  introduit  pour 

ces  fonctions  une  notation  simple,  telle  que   — ,       ,, ,  chacun  des 

1  »         1  J  a  ■]  3 

éléments  étant  noté  — (d'une  manière   presque   identique  à   celle 
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de  Leibnitz)  ;  il  énonce  une  Loi  de  Formation  récurrente  identique 
an  fond  à  celle  de  Bézout,  en  laissant  dans  un  ordre  fixe  soit  les 
indices  supérieurs,  soit  les  indices  inférieurs;  il  démontre  que  la 
permutation  de  deux  indices  consécutifs  d'une  même  série  ckange 
le  signe  de  la  fonction  :  il  ('-nonce  sans  démonstration  le  théorème 
que  l'égalité  de  deux  indices  de  la  même  série  annule  la  fonction, 
et  enfin  il  indique  déjà  le  développement  d  un  déterminant  suivant 
les  mineurs  de  deux  lignes.  \  andermonde  applique  la  théorie  à  la 
(•('•solution  d'un  système  d'équations  linéaires  en  partant  de  la 
remarque  qu'un  déterminant  qui  a  deux  lignes  identiques  esi  nul. 

LaplaCe,  dans  un  Mémoire  paru  en  1772  dans  le  même  recueil 
([ne  celui  de  Vandermonde,  reprend  à  son  tour  la  question  de 
l'élimination  de  n  inconnue  entre  //  -+-  1  équations  linéaires.  Il 
donne  le  premier  un.nom,  celui  de  résultante,  aux  expressions 
considérées  par  Cramer,  Bézout  et  \ andermonde:  il  appelle 
variatio.n  ce  que  Cramer  appelait  dérangement;  il  introduit  une 
notation  simple  pour  ses  résultantes,  telle  que  ('a263c);  il 
démontre  rigoureusement  le  théorème  de  \  andermonde  sur  l'effet 
produit  par  la  transposition  de  deux  indices.  La  contribution  la 
plus  impoit. mie  apportée  par  Laplace  est  la  règle  connue  par  son 
nom  qui  permet  d'exprimer  une  résultante  comme  un  agrégat 
de  termes  dont  chacun  est  le  produit  d'autres  résultantes.  La 
manière  dont  il  arrive  à  la  solution  d'un  système  d'équations 
linéaires  est  celle  qui  est  restée  en  usage  dans  l'enseignement. 

Suit  l'analyse  de  trois  Mémoires  parus  rw  i~~>  où  Lagrange, 
sans  se  préoccuper  le  moins  du  monde,  comme  les  auteurs  pré- 
cédents, tin  problème  de  l' élimination,  est  conduit  à  un  certain 
nombre  d'identités  algébriques  qu'on  peut  maintenant  regarder 
comme  exprimant  des  théorèmes  sur  les  déterminants,  plus  parti- 
culièrement sur  la  multiplication  des  déterminants.  Contenions- 
nous  de  citer  l'identité 

{*/  z"-^yz'  x"  —  zx' y"  —  xz y "  —  yx'  z"  —  z/x")* 
=  1  x-  -+-  v-  —  z-  >  {  x'2  —y-  -4-  z'2  )  (  x"2  -H  y"2  -h  z"'2  ) 

—  a  (  xx'  -+-  y  y'  -+-  zz'  )  (xx"  -+-  y  y"  --  zz'  )  1  x'  x"  -+-  y'  y"  —  s'  z"  ) 

—  (.r"--H  r2-H  z2  )  1  ./■'.»■"  —  y' y" -\-  z' z'  12 

—  (x'2-\-  y'--^-  z'2  )  I  xx"  —  }')'—  zz   I- 

qui  exprime  au  tond  le  développement  du  carré  d'un  déterminant. 
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Bézout,  dans  sa  Théorie  générale  des  équations  algébriques 
parue  en  1779,  revient  sur  la  question  de  l'élimination,  avec  la 
préoccupation  d'éviter,  dans  le  cas  dès  équations  à  coefficients 
numériques,  la  formation  compliquée  de  formules  s'appliquant 
aux  équations  avant  tout  le  degré  de  généralité  possible.  La  règle 
qu'il  donne  vaut  la  peine  d'être  transcrite  littéralement: 

«  Soient  u.  x,y,z,  ...  des  inconnues  dont  te  nombre  soit  n,  ainsi  que 
celui  des  équations. 

»  Soient  a,  b,  c,  d,  ...  les  coefficients  respectifs  de  ces  inconnues  dans 
la  première  équation. 

»  a',  b\  c',  d',  .  .  .  les  coefficients  des  mêmes  inconnues  dans  la  seconde 
équation,  et  ainsi  de  suite. 

»  Suppose/,  tacitement  que  le  terme  tout  connu  de  chaque  équation  soit 
iillecté  aussi  d'une  inconnue  que  je  représente  par  t. 

»  Formez  le  produit  uxyzt  de  toutes  ces  inconnues  écrites  dans  tel 
ordre  que  vous  voudrez  d'abord;  mais  et  ordre  une  fois  admis,  conservez- 
le  jusqu'à  la  fin  de  l'opération. 

»  Echangez  successivement  chaque  inconnue  contre  son  coefficient  dans 
In  première  équation,  en  observant  de  changer  le  signe  à  chaque  échange 
pair  :  ce  résultat  sera  ce  que  j'appelle  une  première  ligne. 

»  Echangez  dans  celte  première  ligne  chaque  inconnue  contre  son 
coefficient  dans  la  seconde  équation  en  observant,  comme  ci-devant,  de 
clianger  le  signe  à  chaque  échange  pair;  et  vous  aurez  une  seconde  ligne. 

»  Echangez  dans  cette  seconde  ligne  chaque  inconnue  contre  son  coef- 
ficient dans  la  troisième  équation,  en  observant  de  changer  le  signe  à 
chaque  échange  pair;  et  vous  aurez  une  troisième  ligne. 

»  Continuez  de  la  même  manière  jusqu'à  la  dernière  équation  inclusive- 
ment; et  la  dernière  ligne  que  vous  obtiendrez  vous  donnera  les  valeurs 
<Ls  inconnues  de  la  manière  suivante. 

»  Chaque  inconnue  aura  pour  valeur  une  fraction  dont  le  numérateur 
sera  le  coefficient  de  cette  même  inconnue  dans  la  dernière  ou  nu'""'Jigne, 
<t  qui  aura  constamment  pour  dénominateur  le  coefficient  que  l'inconnue 
introduite  t  se  trouvera  avoir  dans  celte  même  n'1'""'  ligne.   » 

L'application  convenablement  dirigée  de  celte  règle,  énoncée  du 
ivsie  sans  aucune  justification,  conduit  Bézout  à  de  nouveaux 
procédés  pour  obtenir  des  développements  de  Laplace,  spécia- 
lement quand  les  coefficients  ont  des  valeurs  numériques. 

Enfin,  en  partant  de  la  remarque  simple  qu'un  système  de 
//  équations  linéaires  et  homogènes,  dont  \\v\w  sont  identiques,  est 
toujours  compatible,  Bézout  arrive  à  là  formation  d'identités  dont 
l.'s  unes  reviennent  à  celle  obtenue  par  \  andermondc  en  écrivant 
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qu'un  déterminant  à  deux  lignes  identiques  esl  nul,  niais  dont 
d'autres,  plus  cachées,  concernent  des  agrégats  de  produits  de 
déterminants. 

Chapitre  III  :  Déterminants  en  général  de  i~84  à  1812 
<  p.  53-^9).  —  La  période  dont  il  s'agit  maintenanl  est  loin  d'avoir 
l'importance  de  la  précédente. 

Signalons  l'apparition  du  mot  déterminant  dans  les  Disquisi- 
tio/ies  Arilhmeticœ  de  Gauss  parues  en  1801.  V  la  vérité,  ce  mol 
v  a  un  sens  un  peu  spécial  :  il  désigne  ce  qu'on  appelle  maintenanl 
le  discriminant  d'une  forme  quadratique  binaire  ou  ternaire.  V 
propos  des  formes  ternaire-.  Gauss  définit  les  formes  adjointes  qui 
le  conduisent  à  des  identités  déjà  obtenues  par  Lagrange.  Le  théo- 
rème sur  le  déterminant  de  la  forme  transformée  d'une  forme 
donnée  par  une  substitution  linéaire  donnée  v  esl  aussi  indiqué, 
de  sorte  que  Gauss  n'était  pas  forl  éloigné  du  théorème  de  la  mul- 
tiplication des  déterminants. 

Dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  des  axes  conjugués  et  des 
moments  d'inertie  des  corps,  paru  en  mai  181 1  dans  le  Journal 
de  l'Ecole  Polytechnique,  et  dans  un  autre  Mémoire,  paru  en 
novembre  de  la  même  année,  Binel  donne  de  l'identité  de 
Lagrange  signalée  plus  haut  une  généralisation  importante  qui, 
dans  nos  conceptions  actuelles,  fournit  l'expn  ssion  du  carré  d'une 
matrice  el  qui  sera  la  source,  l'année  suivante,  de  nouveaux  déve- 
loppements très  importants. 

Chapitre  l\  :  Déterminants  en  général  en  1812  <  p.  8o-i3i  1. 
—  Ce  Chapitre  est  consacré  uniquement  à  deux  Mémoires,  l'un 
de  Binet,  1  autre  de  Cauchj,  ce  dernier  d  une  importance  excep- 
tionnelle. 

Celui  de  Binet  a  pour  titre  :  Mémoire  sur  un  système  de  for- 
mules analytiques  et  leur  application  éi  des  considérations 
géométriques;  il  a  paru  en  novembre  [812  dans  le  Journal  de 
L'Ecole  Polytechnique.  C'est  là  que  le  théorème  général  de  la 
multiplication  des  déterminants,  ou  plutôt  des  résultantes,  car 
Binet  utilise  la  dénomination  de  Laplace,  est  énonce  nettement 
avec  toutes  ses  extensions,  bien  que  la  démonstration  en  soit  labo- 
rieuse et  peu  satisfaisante.  Le  théorème  initiai  est  celui  qui  met 
sous  la  forme  d'une  résultante  la  somme  des  produits  des  résultantes 
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obtenues  en  considérant  deux  tableaux  rectangulaires  à  n  lignes 
et  r  >  n  colonnes  et  en  prenant  de  toutes  les  manières  possibles  dans 
le  premier  tableau  n  colonnes  quelconques  et  dans  le  second  tableau 
les  n  colonnes  correspondantes.  Les  théorèmes  suivants  repré- 
sentent par  une  somme  de  résultantes  certaines  sommes  de  produits 
de  sommes  de  résultantes;  ils  sont  dune  extrême  généralité. 

Le  Mémoire,  de  Cauchv,  dont  le  titre  :  Mémoire  sur  les  fonctions 
qui  ne  peuvent  obtenir  que  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  par  suite  des  transpositions  opérées  entre  les 
variables  qiielles  renferment,  dit  suffisamment  l'objet,  a  paru 
également  dans  le  .fouinai  de  l École  Poh  technique;  il  fut  lu  à 
l'Institut  le  même  jour  que  le  Mémoire  de  Binet.  Cauchy,  élevant 
la  question,  considère  les  déterminants,  dont  il  emprunte  le 
nom  à  Gauss,  comme  des  cas  particuliers  d'expressions  beaucoup 
plus  générales,  qu'il  appelle  fonctions  symétriques  alternées, 
fonctions  dont  il  fait  une  élude  préliminaire.  On  peut  dire  que 
tout  ce  qui  est  enseigné  encore  aujourd'hui  dans  les  coins  de 
mathématiques  spéciales  procède  du  Mémoire  de  Cauchy;  l'élégance 
de  l'exposition,  la  simplicité  et  la  rigueur  des  raisonnements 
suscitent  d 'autant  plus  d'admiration  qu'on  a  eu  plus  de  peine  à 
suivre  les  essais  lourds  de  démonstrations  presque  toujours  peu 
convaincantes  des  auteurs  précédents.  I  ne  seule  chose  manque  au 
Mémoire  de  Cauchy  pour  faire  des  déterminants  l'outil  incompa- 
rable qu'il  est  devenu  plus  lard,  c'est  une  notation  susceptible  de 
convenir  au  cas  où  les  éléments  sont  numériques  ;  la  notation 
S(=b<71,  a-2-2  ■  ■  ■  "/<„)  et  la  notation  (at„)  usitées  par  Cauchy  dési- 
gnent un  effet  des  fonctions  de  n-  quantités  arbitraires  et  ne  sont 
maniables  presque  exclusivement  que  dans  ce  cas-là.  Hâtons-nous 
d'ajouter  que  Cauchy  en  a  tiré  tout  le  parti  possible;  en  dehors  des 
théorèmes  sur  le  produit  des  déterminants,  sur  les  déterminants 
adjoints,  sur  les  développements  de  Laplace,  Cauchy  a  étudié 
en  détail  les  déterminants  dont  les  éléments  sont  les  mineurs  d  un 
certain  ordre  d'un  déterminant  donné,  généralisant  dans  une 
autre  direction  que  celle  de  Binet  le  théorème  delà  multiplication. 

Chapitre  \  .  —  Ce  Chapitre  contient,  en  deux  pages,  une 
vue  rétrospective   sur   l'histoire   des    déterminants    jusqu'en   1812 

I  p.     ].')2-I. 33). 
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Chapitre  \  I  :  Déterminants  en  général  de  181 3  à  1826  (p.  i3  j- 
1  -.'».  —  De  ce  Chapitre  retenons,  à  titre  de  curiosité,  le  renseigne- 
ment que  c'est  àGergonné  (i8i3)  qu'esl  due  l'introduction  du  mol 
inversion  à  la  place  <ln  mol  dérangement  utilisé  par  Cramer, 
el  aussi  la  démonstration,  aujourd'hui  crassique,  que  la  transpo- 
sition de  deux  lettres  (rime  permutation  change  la  parité  du 
nombre  des  inversions.  Le  Mémoire  le  plus  original  est  celui  de 
Schweins  [Théorie  der  Rroducte  mit  Versetzungen),  qui  fail 
partie  d'un  Ouvrage  intitulé  :  Théorie  der  Differenzen  und 
Différent  iale,  u.  s.  «\,  paru  en  1826.  Cet  auteur  semble  ignorer 
le  Mémoire  de  Cauchy.  Il  se  sert  d'une  notation  spéciale,  analogue 
à  celle  de  Laplace,  à  savoir 


I 


A,  A,...  A, 


11  est  à  remarquer  du  reste  que  dans  cette  période  chaque  auteur 
avait  sa  notation  propre,  aucune  ae  s'étanl  imposée  universel- 
lement. L'auteur  part  de  la  théorie  des  développements  de 
Laplace  pour  arriver  à  des  identités  très  générales  ' entre  «les 
sommes  de  produits  de  déterminants.  On  aura  une  idée  de  ces 
identités  par  la  suivante  : 


11    ft,  /*.„- 

|A1...A»_7Bi.'..B'J.l  IV.  •  •  ,} 

=2(-)*l|Â,1 fcjj  B"t" 


m 


r<, fc,).i*- 


dans  le  premier  membre,  <>n  prend  toutes  les  combinaisons  pos- 
sibles des  m  lettres  B,,  ....  B/M;  dans  le  second  membre,  toutes  les 
combinaisons  possibles  des   //    indice-  ax.a-, an',  le   premier 


m 


m .  11  ■ 

memltre    comporte     — :    tenue-    et    le    second    — : :• 

1  g -{m  —  fj  1 .  q . (  n  —  q  ) ! 

Chapitre  \  Il  :    Déterminants    en    général    de    1827   à   1 835 

ip.  i-(\- 1\\).  —  C'est  dans  cette  nouvelle  période  qu'apparaît 
pour  la  première  fois  le  nom  de  Jacobi.  Dans  plusieurs  Mémoires 
insérés  dan-  le  Journal  de  Crelle  et  s'échelonnant  de  182-  à  i83  [, 
l'illustre  géomètre,  sans  faire  une  étude  méthodique  des  détermi- 
nants, a  l'occasion  de  s'en  servir  dans'  des  condition-  lié-  variées. 
11  découvre  par  un  procédé  assez  intéressant  un  théorème,  déjà 
implicitement  démontré  dans  un  cas  particulier  par  Lagrange, 
mais    qui  était    resté   inconnu   de  Cauchy,    sur  l'expression   o  un 
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mineur  quelconque  du  déterminant  adjoint  d'un  déterminant 
donné  A  comme  produit  dune  puissance  de  A  par  un  certain 
mineur  de  A.  Jacobi  arrive  à  ce  théorème' par  des  développements 
en  séries  de  fonctions  rationnelles  de  plusieurs  variables. 

Chapitre  \  111  :  Déterminants  en  général  de  i83(5  «  1840 
(p.  210-246).  —  Cette  lois  c'est  le  nom  de  Sylvester  qui  apparaît 
pour  la  première  lois  avec  trois  Mémoires  sur  l'élimination  parus 
en  i83o,,  i84<j  et  i84i.  Dans  le  premier  Mémoire,  l'illustre  mathé- 
maticien anglais  découvre  les  déterminants,  dont  il  ignorait  l'exis- 
tence, et  il  les  découvre  sous  une  l'orme  presque  identique  à  l'une 
de  celles  données  par  Cauchy  dans  son  grand  Mémoire  de  1S12  ; 
il  part  de  ce  qu'il  appelle  le  produit  zéta-ique 

Ç  abc .  .  . kt (b  —  a  )  ( c  —  a) .  .  .  (  l  —  a)  .  .  .  (  l  —  k). 

où  la  multiplication  indiquée  à  la  droite  du  signé  t  est  effectuée 
suivant  les  règles  ordinaires,  mais  où  les  exposants  sont,  ensuite 
remplacés  par  des  indices.  C'est  dans  le  second  Mémoire  que  se 
trouve  la  formule  classique  d'élimination  d'une  inconnue  entre 
deux  équations  algébriques  entières  de  degrés  n  et  m,  au  moyen 
d'un  déterminant  de  degré  m  -\-n.  formule  que  Cauchy  démontre 
rigoureusement  la  même  année  (1840).  En  i8fi,  Sylvester  fait 
usage  à  son  tour  du  mol  de  déterminant . 

Notons  en  passant  un  curieux  Lapsus  de  Catalan  qui,  dans  un 
Mémoire  de  1 83g,  ('•nonce  et  démontre  par  un  exemple  (!)  lé 
théorème  que  dans  un  déterminant  deux  termes,  quipeuvent  se 
déduire  l'un  de  l'autre  par  une  permutation  tournante  des  indices, 
ont  même  signe. 

Chapitre  1\  :  Déterminants  en  général  en  1841  (  p.  247-280  1. 
—  L'année  1  cS \  1  fait  en  quelque  sorte  pendant  à  l'année  1812, 
étant  remplie  par  des  Mémoires  importants  de  deux  auteurs  illustres, 
Cauchy  et  Jacobi.  Ce  dernier,  dans  un  Mémoire  intitulé  :  De 
Jormalione  et  proprie  tatibus  Determinantium  et  inséré  dans  le 
Tome  XXII  du  Journal  de  d'elle,  donne  de  la  théorie  des 
déterminants  une  exposition  d'ensemble  inspirée  en  grande*  partie 
du  Mémoire  de  Cauchy  en  [812.  C'est  ainsi  que  les  permuta- 
tions a0~a ,  a  „   des  indices  o.,  1....,/?  sont   (lassées,    suivant 

le  signe  du  produit  (ct\ —  a0)  («2  --«„)...  (an   —an    ,),  en  permu- 
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talions  positives  et  permutations  négatives.  Jacobi  démontre 
rigoureusemenl  que  les  permutations  positives  sont  celles  qui 
comportent  un  nombre  pair  d'inversions  (point  de  vue  de  Cramer), 
ou  cnroïc  (|iii  se  déduisent  de  la  permutation  01  . . .  n  par  une 
substitution  qui,  décomposée  en  substitutions  circulaires,  com- 
porte ll]1  nombre  pair  de  substitutions  circulaires  d'un  nombre 
pair  de  lettres  (poinl  de  vue  de  Cauchy  de  i 812).  Le  Mémoire  de 
Jacobi  comporte  plusieurs  parties  donl  les  dernières  seront  retrou- 
vées plus  loin  à  l'occasion  des  déterminants  fonctionnels;  Remar- 
quons le  fait  curieux  que  Jacobi  est  le  premier  à  énoncer  explici- 
tement  le  thé.orème  qu'un  déterminant  ne  change  pas  si  l'on  ajoute 
aux  éléments  d'une  ligne  les  éléments  d'une  autre  ligne  multipliés 
par  un  même  fadeur. 

Ce  qu'il  v  a  de  plus  euiieux  dans  les  Mémoires  de  Cauchy  de 
l'année  1841,  c'est  qu'il  renonce  à  la  dénomination  de  déter- 
minantpour  adopter  soil  l'expression  vague  de  fonction  alternée, 
soil  l'expression  due  à  Laplace  de  résultant*'.  Dans  une  première 
Noie  des  Comptes  rendus  de  mars  1841,  •'  partage  les  différents 
termes  d'un  déterminant  en  groupes  de  termes  semblables,  donl 
l'énumération  le  conduit  à  des  théorèmes  d'arithmétique  inté- 
ressants :  il  retrouve  de  cette  manière  le  théorème  de  W  ilson  sur 
les  nombres  premiers.  Les  autres  mémoires  sont  loin  d'avoir 
l'importance  de  celui  de  1812. 

Chapitre  \  :  Ce  Chapitre  contient  une  courte  vue  rétrospective 
de  la  période  r8i3-i84o  1  p.  286-288  1. 

La  seconde  Partie  du  \  olume  s'ouvre  par  le  Chapitre  XL 

Chapitre  \ï  :  Déterminants  axisy métriques  de  1770  à 
1  <S  1 1  (  p.  289-300).  —  L'auteur  appelle  déterminant  axisymé- 
trique  un  déterminant  dont  les  éléments  sont  symétriques  par 
rapport  à  la  diagonale  principale.  Signalons  seulement  un  Mé- 
moire de  Cauchy  (1829)  sur  l'équation  en  S;  on  y  trouve  le 
lemnie  classique  d'après  lequel,  si  S  est  un  déterminant  axisymé- 
trique,  R  le  mineur  relatif  à  la  première  ligne  et  la  première 
colonne,  Y  le  déterminant  obtenu  en  enlevant  la  première  ligne 
el  la  seconde  colonne  de  S,  et  Q  le  déterminant  qui  se  déduit  de  R 
comme  R  se  déduit  de  S,  l'égalité  R=  O  entraîne  SQ  =  —  Y2. 
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Chapitre  XII  :  Alternants  de  1771  à  1841  (p.  3oô-34o).  —  On 
appelle  alternant  un  déterminant  donl  chaque  ligne  est  formée 
des  mêmes  puissances  de  n  lettres  données  a,  b,  ...,/;  l'exemple  le 
plus  simple  d'un  alternant  est  le  déterminant  connu  sous  le  nom 
de  Vandermonde.  En  réalité,  la  théorie  des  alternants  est  une  créa- 
tion de  Cauch-j  qui,  dans  son  grand  Mémoire  de  1812,  démontre 
déjà  que  tout  alternant  est  le  produit  du  déterminant  de  Vander- 
monde par  une  fonction  symétrique  entière  de  «,  b,  . .  .,  I.  En 
dehors  des  recherches  importantes  de  Schweins  (1823)  sur  ce 
sujet,  signalons  un  Mémoire  de  Sylvester  (i83p)  et  surtout  de 
Jacobi  (Journal  de  Crelle,  t.  22  (  184  1).  Dans  ce  Mémoire,  dont 
il  a  déjà  été  question  au  Chapitre  IV  on  ramène  le  calcul  des 
alternants  à  des  développements  en  série  ;  par  exemple,  l'expression 

a0a :,  ...  a„^m^l  "„_„,  «„_w  +  1  •  •  •  u„ 
*mU    (ai  —  «0)(a2—  «0) . .  .{an—an-i) 

est  ('gale  au  coefficient  de 

/-(T+i)  f-{fî+i)        r-r{m+i) 
•  0  '1  • • •  i  m 

dans  le  développement  de 

(<0—  tl)(tg—  tt)...(l„-i—  tn) 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  /0?  L\i  •-•■>  f»n  ou  l'on   a 

posé 

f(,r  )  =  (x—  a0)(x  —  ai)  ..  .(.r  —  an  •■ 

Quant  à  ce  développement  lui-même,  il  fait  intervenir  les 
sommes  des  puissances  semblables  des  racines  de /(a?);  le  résultat 
final  est  un  déterminant  formé  avec  ces  sommes. 

A  ce  Mémoire  de  Jacobi  correspond  sur  le  même  sujet  un 
Mémoire  de  Cauehv  remarquable  par  l'élégance  des  démonstra- 
tions et  des  résultats. 

Chapithe  XII l  :  Jacobiens  de  181 5  à  1  <S4 1  (p.  3  jG-oc)i  >.  —  Le 
premier  exemple  d'un  jacobien  ou  d'un  déterminant  fonctionnel 
se  trouve  dans  un  Mémoire  de  Cauchy  (181 5)  sur  la  «  Propagation 
des  ondes  ».  Mais,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  le  Chapitre  est 
presque  uniquement  rempli  par  des  Mémoires  de  Jacobi,  surtout 
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son  grand  Mémoire,  déjà  deux  fois  mentionné,  de  i<S|i.  La  théorie 
complète  et  les  propriétés  des  déterminants  fonctionnels  v  sont 
exposées  magistralement;  toutes  ces  propriétés  son!  trop  clas- 
siques pour  qu'il  v  ait  lieu  d'y  insister. 

Chapitre  \l\  :  Déterminants  gauches  de  i<s ■>.-  ii  18  î~>  (p.  '><).">- 
io(ii.  —  Les  déterminants  gauches  -<>m  ceux  dont  lc>  éléments 
symétriques  par  rapport  à  la  diagonale  principale  sont  égaux  et  de 
signes  contraires,  les  éléments  de  la  diagonale  principale  étanl  eux- 
mêmes-  quelconques  ;  s'ils  sont  nuls,  le  déterminant  est  dit  symé- 
trique gauche.  Aux  déterminants  symétriques  gauches,  d  v  a  lieu 
d'associer  les  expressions  appelées  actuellement  pfajfiens  et  qui 
interviennent  pour  la  première  fois  dans  un  Mémoire  de  Pfaff 
<  i8io  consacrée  l'intégration  des  équations  aux.  différentielles 
totales.  I);uis  un  Mémoire  de  1827  consacré  à  la  méthode  de  Pfaff, 
Jacobi  démontre  pour  la  première  fois  qu'un  déterminanl  symé- 
trique gauche  d'ordre  impair  est  nul;  il  résoul  en  outre,  sans  indi- 
cation de  méthode,  les  équations  linéaires  pour  lesquelles  le  déter- 
minant des  coefficients  des  inconnues  est  symétrique  gauche 
d'ordre  pair,  et  il  indique  la  loi  de  formation  <li"^  expressions 
(pfafûens)  qui  s'introduisent  dan--  la  solution.  Un  théorème  fon- 
damental est  indiqué  dans  le  Mémoire  célèbre  de  Jacobi  sur  le 
dernier  multiplicateur  1  1  S 4 5  ) . 

GhapitreX^  :  Orthogonants^de  1827 à  1 84 1  (p-  \on-/\n\).  —  Les 
orthogonants  ont  leur  origine  dans  le  problème  du  changement  de 
coordonnées  rectangulaires.  L'auteur  donne  une  assez  longue  liste 
remontant  à  Euler  1  1748)  d'articles  ayant  rapport  à  ce  problème. 
Les  Mémoires  spécialement  analysés  dans  le  Chapitre  sont  presque 
exclusivement,  cette  fois  encore,  deCauchy  et  de  Jacobi.  C'est  dans 
un  Mémoire  de  Jacobi  de  1S27  qu'on  trouve  pour  la  première  fois, 
par  une  analyse  assez  longue,  la  détermination  des  axes  d'une 
quadrique  à  centre  définie  par  son  équation  en  coordonnées 
cartésiennes.  Caucliy.  dans  un  Mémoire  de  182g  0  Sur  l'équation  à 
l'aide  de  laquelle  on  détermine  les  inégalités  séculaires  des 
mouvements  des  planètes  ».  étudie  les  propriétés  de  l'équation 
en  S,  démontre  leur  réalité,  effectue  leur  séparation  d'après  une 
méthode  qui  a  passé  dans  l'enseignement,  et  enfin  démontre  la 
possibilité  de  réduire,  par  une  substitution  linéaire  laissant  in\a- 
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riante  la  somme  des  carrés  des  variables,  toute  forme  quadratique 
en  une  somme  de  carrés,  résolvant  ainsi  complètement  un 
problème  qui  avait  été  attaqué  par  Jacobi  dans  les  cas  particuliers 
de  trois  et  de  quatre  variables. 

Dans  un  Mémoire  de  i83i,  Jacobi  généralise,  dans  une  autre 
direction  que  Cauchy,  les  résultats  qu'il  avait  précédemment 
obtenus  en  étudiant  la  réduction  dune  forme  bilinéaire  par  des 
substitutions  orthogonales  effectuées  sur  les  deux  séries  de 
variables.  Enfin,  dans  un  Mémoire  de  1 833,  il  reprend  le  problème 
général  traité  par  Cauchy  en  1829;  il  démontre  en  particulier  que 
si  la  forme  quadratique  Ha^XkX).  est  changée,  par  une  substitution 
orthogonale,  dans  la  forme  -G/rJ,  la  forme 

est  changée  dans  la  forme  SG/  y)  et,  ce  qui  est  le  plus  important, 
que  toute  relation  entre  les  y  et  les  x  reste  vraie  si  17  est  remplacée 
par  G/jv  et  xr  par  airxt  -h  a2rxr-\-.  .  .-+-  aHrxn. 

Chapitre  XVI  :  Formes  spéciales  diverses  de  181 1  à  1 84 1 
(p.  472-487).  —  Ce  Chapitre  est  consacré  en  grande  partie  à  \\  ronski, 
à  sa  «  loi  générale  des  séries  »  et  à  sa  «  loi  suprême  ».  Dans  sa 
«  Réfutation  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques  de  Lagrahge  » 
(1812),  il  avait  introduit  des  sommes  combinaloires  (fonctions  sin) 
qui  sont  au  fond  des  déterminants  dont  les  éléments  sont  des  diffé- 
rences de  fonctions,  et  c'est  au  moyen  de  ces  fonctions  sin  qu'il 
développe  une  fonction  arbitraire  suivant  les  facultés  progressives 
d'une  fonction  génératrice.  Schweins,  dans  son  Mémoire  de  1825. 
qui  avait  été  perdu  de  vue  jusqu'en  1884,  avait  été  le  seul  à 
comprendre  et  poursuivre  l'œuvre  de  \\  ronski. 

Chapitre  XVII.  —  Enfin  le  Volume  se  termine  par  un  Chapitre 
d'une  demi-page  contenant  une  vue  rétrospective  de  l'histoire  des 
formes  spéciales  de  déterminants  de  1772  à  i84i. 

Volume  II  :  The  Period  iS-jo  to  1SG0. 

Le  second  Volume  de  l'Ouvrage  de  M.  Muir  se  rapporte  à  la 
période  qui  s'écoule  de  \%\\  à  1860.  Comme  le  premier,  il  passe 
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en  revue,  parordre  chronologique,  les  articles  el  mémoires  se  rap- 
portant, d'une  part  aux  déterminants  en  général,  d'autre  part  aux 
différentes  catégories  de  déterminants  particuliers. 

Comme  le  t'ait  remarquer  l'auteur,  cette  période  peut  être  qua- 
lifiée d'anglaise,  les  travaux  de  Cayley  et  de  Sylvester  y  jouant 
un  rôle  prédominant,  alors  que  la  période  héroïque  de  i6q3 
à  1812  était  presque  exclusivement  française  el  la  période  de  i8i3 
à  i <x  î  i  plutôt  germanique.  Néanmoins,  dans  cette  nouvelle 
péx'iode  anglaise,  les  géomètres  tant  français  qu'allemands  conti- 
nuent à  apporter  d'importantes  contributions  à  la  théorie,  les  géo- 
mètres italiens  inaugurant  de  leur  côté  une  contribution  qui  n'a 
pas  été  sans  valeur. 

Chapitre  I.  —  Ce  Chapitre,  de  trois  t>ages  seulement,  est  con- 
sacré à  deux  Mémoires  sans  grande  importance  antérieurs  à  iK{i 
i  |».  1-3).. 

Chapitre  II  :  Déterminants  en  général,  de  1841  "  1860  |  p.  \- 
108).  —  Le  Chapitre  débute  par  l'analyse  d'un  courl  article  de 
Cayley  paru  en  iKfi  dans  le  Cambridge  Math.  Journ.,  et  qui 
lait  date  dans  l'histoire  drs  déterminants.  C'esl  en  effel  là  qu'est 
introduite  la  notation,  devenue  classique,  d'un  déterminant  sous 
la  forme  de  tableau  carré  placé  entre  deux  lignes  verticales, 
notation  qui  permettait  désormais  de  représenter  un  déterminant 
formé  de  n'importe  quels  éléments  littéraux  ou  numériques,  el 
devait  rendre  possibles  les  futurs  développements  de  la  théorie. 
D'autre  part,  dans  ce  même  article.  Cayley  montre  sa  maîtrise 
dans  le  maniement  de  l'outil  qu'il  vient  de  forger  en  appliquant  le 
théorème  de  la  multiplication  des  déterminants,  qu'il  redécouvre 
par  lui-même,  à  l'établissement,  sous  la  forme  d'un  déterminant 
égalé  à  zéro,  de  la  relation  qui  existe  entre  les  distances  mutuelles 
de  cinq  points  quelconques  de  l'espace.  La  même  maîtrise  se 
remarque  dans  un  autre  article  de  trois  pages  p  iru  eu  iSj.l  dans 
le  même  journal,  et  consacré  à  la  démonstration  du  théorème  de 
Pascal.  ¥ 

La  notation  due  à  Cayley  est  étendue  par  lui  aux  tableaux  rec- 
tangulaires de  q  lignes  et  n~>q  colonnes;  un  tel  tableau  placé 
entre  deux  doubles  barres  verticales  désigne  l'ensemble  des  déter- 
minants à  q  lignes  et  q  colonnes   formés  au   moyen  des  éléments 

Bull,  des  Sciences  niathérn.,  2"  scrio.  t.  X.LIY.  (Décembre  1920.)       19 
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de  ce  tableau.  Le  nnai  de  matrice  pour  désigner  un  tel  tablean 
rectangulaire  est  dû  à  Sylvester  dans  un  article  du  Philos. 
Magazine  de  i85o;  c'est  dans  ce  même  article  qu'apparaît  pour 
ia  première  fais  l'expression  mineur  d  un  déterminant. 

On  doit  à  Sylvester  [Philos.  Magazine  de  i85o)  une  notation 
différente  de  celle  de  Cayley,  niais  qui  ne  s'applique,  comme  les 
notations  antérieures,  qu  à  des  déterminants  à  éléments  indéter- 
minés; elle  consiste  à  représenter  chaque  élément  comme  un  pro- 
duit symbolique  de  deux  lettres  ou  ombres  i  umbrœ)  correspon- 
dant respectivement  àlaligncet  à  la  colonne  auxquelles  appartient 
l'élément,;  on  écrit  alors  simplement  sur  deux  rangs  les  symboles 
clés  lignes  et  ceux  des  colonnes  places  entre  crochets,  de  manière  à 
avoir  l'identité  de  définition 

i«i     fli    '•■■     <?J      .Va.1  ' 

l=   7 ,  —  ;  a'-  y-'i   X  ai  an   X  ...  X  an  y.:      ■ 
(  ai       a.       ...       a„  \        Âmà        I  ',  "2  '"  \ 

<'.ette  notation  est  étendue  par  Sylvester  aux  «  déterminants  com- 
posés »,  le  symbole 

\  ab      cd\ 

fafl      Vo\ 

désignant  par  exemple  l'expression 

\  ab  i        \  cd  i        \  ab  /       l  cd  i 

formée  au  moyen  de  quatre  déterminants  à  deux  lignes  et  deux 
colonnes.  Cette  notation  permet  à  Sylvester  d'exprimer  sous  une 
forme  condensée  relativement  simple  des  théorèmes  très  généraux. 
On  doit  à  Cayley  et  Sylvester  des  généralisations  importantes 
des  déterminants  par  l'introduction  des  notions  dJ liyperdéter- 
minants  et  de  permutants.  La  théorie  des  permutants  (le  nom 
«"-f  dû  à  Sylvester)  est  développée  par  Cayley  dans  un  Mémoire 
de  1 85 1  inséré  dans  le  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journ.: 
l'illustre  géomètre  avait  déjà  considéré,  dans  un  Mémoire  de  18 /\.\, 
des  fonctions  désignées  par  la  notation 
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une  telle  fonction  était  la  somme  de  tous  les  termes  de  la  forme 

où 

désignent  des  permutations  quelconques  des   indices   1 .  :>. //. 

où  rfcr  désigne  -+- 1  ou  —  i  suivant  que  la  permutation  rt  r2  . . .  r„ 
es!  paire  <>u  impaire,  h  où  enfin  Vi/17-, ...  désignant  les  hp  élé- 
ments de  la  fonction,  -i  /'  est  le  nombre  des  colonnes  du  tableau 
qui  figure  dans  la  notation  ci-dessus.  Ce  nombre  j>  doit  du  reste 
■  pair  pour  que  la  fonction  ne  -<>ii  |>a-  identiquement  nulle.  On 
retrouve  les  déterminants  ordinaires  en  prenant  p  =  •>,. 

Dans  -mi  Mémoire  de  i85i,  les  fonctions  plus  générales  que 
Ca\lr\  appelle  permutants  sonl  des  sommes  de  termes  doni 
chacun  est  défini  l  suivanl  une  loi  quelconque,  »  par  différentes 
séries  d'indices,  les  indices  de  chaque  série  se  permulanl  entre 
<'n\  de  toutes  les  manières  possibles  el  chaque  terme  étant  précédé 
d'un  signe  approprié •  Les  pfajjiens  sonl  par  exemple  des  permu- 
tants simples,  c'est-à-dire  formés  avec  une  seule  série  d'indices 
en  nombre  pair,  tels  que 

V,„,     =P1îP3v-PuP«-hPhP23, 

où  P,_.  = — l'o,,  PJ3  =  — P:ii<  •••  >(,ut  les  éléments  du  per- 
mutant . 

Les  commutants  et  les  intermutants  sonl  des  cas  particuliers 
des  permutants. 

Dans  un  Mémoire  de  i8d2,  inséré  dans  le  Cambridge  and 
Dublin  Mal  h.  Journal.  Sylvester  montre  comment  la  théorie  des 
permutants  permet  de  représenter  symboliquement  les  invariants 
<-t  covariants  des  formes  algébriques. 

Laissons  de  côté  les  autres  contributions  des  deux  géomètres 
anglais  à  la  théorie  des  déterminants,  telles  que  les  différentes 
réprésentations  dues  à  Sylvester  {Philos.  Magazine,  i85a),  du 
produit  de  deus  déterminants  et  le  théorème  du  au  même)  Philos. 
Magazine,  1 85 o)  relatif  au  nombre  des  équations  indépendantes 
obtenues  en  annulant  tous  les  mineurs  d'ordre  p  «1  une  matrice 
donnée. 

C'est  dans  la  période  qui  nous  occupe  (juin  i844  '  ']u  ;l  paru  le 
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célèbre  Ouvrage  de  Grassmann  :  Die  Wissei^schaft  der  exten- 
sion Grosse  oder  die  Ausdehnungslehre .  La  multiplication 
extérieure  lui  sert  à  résoudre  d'une  manière  particulièrement 
simple  un  système  de  a  équations  linéaires  à  n  inconnues,  en 
regardanl  les  coefficients  des  inconnues  dans  les  différentes  équa- 
tions comme  des  quantités  d'espèces  différentes  suivant  l'équation 
dans  laquelle  ils  figurent.  Les  numérateurs  el  le  dénominateur 
commun  des  inconnues  sont  alors  des  produits  extérieurs  de  //  fac- 
teurs dont  chacun  est  la  somme  (symbolique)  des  coefficients 
dune  même  inconnue  ou  des  termes  tout  connus.  Le  raisonnement 
de  Grassmann,  très  condensé,  ne  semble  pas  avoir  convaincu 
M.  Muir;  mais  au  fond,  s'il  n'est  pas  rigoureux,  il  s'en  faut  de  bien 
peu,  et  il  est  curieux  que  le  même  raisonnement  se  retrouve  iden- 
tique, mais  sous  une  forme  peut-être  plus  facile  à  comprendre, 
dans  une  Noie  de  de  Saint- \  euant  aux  Comptes  vendus  de  V Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris  (i853)  ;  l'auteur,  qui  ne  connaissait 
certainement  pas  Grassmann,  y  donnait  nue  interprétation  géo- 
métrique des  "  clefs  algébriques  »  de  Cauchy.  L'éminent  géomètre 
français,  dans  un  Mémoire  paru  en  18  {7  dans  les  Exercices  d'Ana- 
lyse et  de  Phys.  Math.,  et  qui  se  meut  dans  un  ordre  d'idées  très 
voisin  de  celui  de  Grassmann,  introduisait  en  effel  des  symboles, 
appelés  clefs  algébriques,  qui  lui  permettaient  de  représenter 
un  déterminant  comme  un  produit  symbolique  de  ses  différentes 

1  •  >      •    •       «    i  -       •       r a  1 

lignes  :  c  est  ainsi  mie  le  déterminant 

la  forme 

1  a  1  u  -+■  0 1  5  )  (  a-,  y.  -+-  b-,  [i 


peut  être  mis  sous 


>i  l'on  convient  d'introduire  deux  clefs  a,  fi  soumises  aux  lois  de 

multiplication 

a.-  =  o,         a  (3  =  —  p  a  =  1,  (s2  =.0. 

Cauchy  présentait  ainsi,  sous  une  (orme  peut-être  plus  acces- 
sible aux  mathématiciens,  el  qui  sera  au  fond  celle  de  Grassmann 
dans  son  \usdehnungslehre  de  1862,  la  multiplication  exté- 
rieure du  géomètre  allemand. 

Tous  les  élèves  de  nos  classes  de  mathématiques  spéciales  con- 
naissent la  <<  règle  de  Sarrus  ».  C'est  dans  un  Ouvrage  de  Finek. 
paru  à  Strasbourg  en  i8fo'  el  intitulé  :  Eléments  d'Algèbre,  que 
celle  règle  est  indiquée  pour  la  première  fois  ci  attribuée  à  Sarrus, 
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professeur  au  lycée  de  Strasbourg.  Lu  Traité  récenl  sur  les  déter- 
minants (relui  de  Weichold)  lait  remonter  la  découverte  de  celte 
règle  à  l'année  i83.T,  mais  <  * "^ i  une  simple  conjecture,  et  l'on  a 
des  raisons  de  penser  «lu  rôle  que  Sarrus  lui-même  aurait  tenu  -.1 
propre  règle  de  ses  élèves  qui  l'avaient  apprise  «le  son  prédécesseur 
dans  sa  chaire.  C'est  un  «les  petits  problèmes  de  curiosité  que  sou- 
lève l'histoire  des  déterminants. 

Signalons  enfin  dans  cette  période  de  184  '  à  1800  l'apparition 
des  premiers  Traités  sur  les  déterminants.  C'esl  d'abord  un  petil 
Traité  de  vill  +  63  pages  paru  à  Londres  en  1 85 1  sous  le 
titre  :  Elementary  Theorems  relating  to  Déterminants,  par 
\\  .  Spottiswoode,  réédité  en  [853  dans  le  Journal  de  Crelle. 
C'esl  ensuite  le  Traité  rie  J".  Brioschi,  paru  à  Pavie  en  i854  el 
intitulé  :  La  Teorica  dei  Determinanti,  e  le  sue  principali 
applicazioni ; ce  Traité  lut  traduit  eu  français  par  Combescure 
en  i856,  el  en  allemand  par  Schellbach  en  i.S.Vj.  On  peul  signaler 
ensuite.  deG.  Bellavitis,  une  Sposizione  elementare  délia  ternira 
dei  determinanti  parue  en  i.s.V  dans  les  Memorie  delV Jstituto 
l'e/a-to,  dans  laquelle  apparaît  pour'la  première  lui-  la  notation, 
devenue  classique  |  a ,  b2c3 . . .  |.  pour  désigner  un  déterminant  par 
les  éléments  de  sa  diagonale  principale,  lorsqu'aucune  ambiguïté 
n'est  à  craindre.  Enfin,  en  [85^,  paraît  le  Traité  de  R.  Baltzer, 
intitulé  :  Théorie  und  Anwendung  der  Determinanten.  Traité 
traduit  en  français  en  i«S(3i  par  J.  Houël.  On  remarquera  qu'aucun 
de  ces  Ou\  rages  n'est  français. 

Chapitre  III  :  Déterminants  axisy métriques,  de  1 84 1  "  1860 
(p.  1  oç>—  1 53 ) .  — -In  grand  nombre  des  articles  relatés  dans  ce 
Chapitre  sont  inspirés  de  l'article  de  (.avlev  relatif  à  la  relation 
qui  existe  entre  les  distances  mutuelles  de  cinq  points  quelconques 
de  l'espace.  Sylvester  et  Caylej  y  montrent  leur  virtuosité  dans  le 
maniement  des  déterminants:  signalons  en  particulier  une  ^Sote 
de  davier  parue  en  1802  dans  le  Cambridge  and  Dublin  Math. 
Journal,  où  il  met  sous  forme  de  déterminant  le  premier  membre 
de  l'équation  rationnelle  entière  équivalent:'  à  l'une  des  équa- 
tions irrationnelles 

1         ±         < 

a  -  —  h  -  -+-  c  -  -r-  . . .  =0, 

1  1  _L 

a  '  -r-  b  J  -H  c  ■'  -f-  .  .  .  —  O. 
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Chapitre  1A    :   Alternants,  de   i83a  à  1860  (p.   iài-ipo).  — 

Dans  1111  court  article  paru  eu  1887  dans  le  Journal  de  Liomille, 

Binet   lait  remarquer  qu'il  avait  déjà  en  181  1   obtenu  des  résultats 

rès  généraux  admettant  comme  cas  particuliers  ceux  que    Lamé 

venait  de  publier  relativement  aux  quadriques  homofocales. 

Signalons  la  première  apparition,  dans  un  article  de  Borchardt, 
paru  en  1 845  dans  le  Journal  de  d'elle,  de  l'expression  du  carré 
du  produit  des  différences  des  racines  d'une  équation  de  degré  /t. 
sous  la  forme  d'un  déterminant  construit  au  moven  des  sonimes 
des  puissances  semblables  des  racines.  Dans  son  Traité  classique 
de  1 85-,  Baltzer  transforme  ce  déterminant  de  degré  n  en  un 
autre  de  degré  in  — 2  et,  par  des  combinaisons  de  colonnes, 
arrive  à  l'expression  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation. 

Signalons  enfin  deux  articles,  l'un  de  Cayley  en  îS'ju  dans  le 
Journal  de  Liouville,  l'autre  de  Joachimsthal  en  1 854  dans  le 
Journal  de  Crelle.  sur  certains  polynômes  qui  peuvent  jouer  le 
rôle  des  polynômes  de  Sturm  et  dont  les  coefficients  sont  exprimés 
d'une  manière  très  élégante  sous  forme  de  déterminants  construits 
avec  les  sommes  des  puissances  semblables  des  racines. 

Chapitre  \  :  Déterminants  composés,  jusqu'en  r86o  (p.  n>i- 
209).  —  Le  premier  déterminant  composé  ou  déterminant  de 
déterminants  avafl  été  virtuellement  considéré  par  Lagrange  qui, 

en  177.3,  avait  démontré  au  fond  que  le  déterminant  adjoint  d'un 
déterminant  du  troisième  degré  était  égal  au  carré  de  ce  dernier. 
Cauchy,  en  181  2,  avait  considéré  le  déterminant  dont  les  éléments 
sont  tous  les  mineurs  de  degré  m  d'un  déterminant  donné  D  de 
degré  n,  ou,  comme  on  dit  maintenant,  le  n'émc  composé  de  D. 
Enfin,  Jaeobi  avait  en  1 84 1  démontré  un  théorème  relut  if  à  un 
mineur  quelconque  de  l'adjoint. 

Dans  un  article  du  Philos.  Magasine  de  i85i,  Sylvester  consi- 
dère  le  déterminant  compost''  obtenu  en  partant  d'un  mineur  M  de 
degré  /•  d'un  déterminant  donné  D  de  degré  //,  en  considérant  tous 
les  mineurs  de  degré  r-f-  1  contenant  M  el  en  les  rangeant  dans  un 
tableau  carré;  le  déterminant  composé  ainsi  obtenu  est  égal 
à  D.M"  /— '.  L'auteur  généralise  en  prenant  tous  les  mineurs  de 
degré  r-\-h;le  déterminant  composé  ainsi  obtenu  est  encore  le 
produit   d'une  puissance   de   D   par  une  puissance  de  M.  Comme 
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cas  limite,  ou  obtient  le  h"me  composé  de  D  qui  est  ainsi  une  puis- 
sance de  D. 

Spottisvvoode  (Journal de  Crelle,  i853  i  étudie  1rs  mineurs  du 

déterminant   adjoint,    c'est-à-dire    du    (/i    -  i  >" '   composé   d'nr» 

déterminant  I)  d'ordre  //  et  indique,  dans  un  certain  nombre  de 
cas,  leur  décomposition  en  un  produit  d'une  puissance  de  D  par 
un  mineur  de  I).  1!  indique  aussi  quelques  résultats  relatifs  aux 
mineurs  du  premier  ordre  du  miime  composé  de  13. 

Bazin,  dans  un  article  du  Journal  de  Liouville  i  i854),  consi- 
dère des  déterminants  composés  d'une  nature  un  peu  différente. 
Partant  d'un  tableau  rectangulaire  île  //  lignes  et  n  -+-  h  colonnes 
(hSn)i  il  appelle  D  le  déterminant  tonne  avec  les  n  premières 
colonnes,  E  le  déterminant  obtenu  en  remplaçant  dans  D  les  // 
premières  colonnes  par  le>  h  dernières  du  tableau;  il  considère 
alors  le  déterminant  composé  A  dont  les  éléments  s  obtiennent  en 
remplaçant  dans  D  l'une  quelconque  des  //  premières  colonnes  par 
l'une  quelconque  des  //   dernières  du    tableau.  Il  arrive  à  l'égalité 

A  =  D/4-iE. 

Chapitre  \1  :  Récurrents,  de   iS{i  à   1860  (p.  210-218). 
L'expression  récurrent  est  due  à  E.  Pascal  en  1907;  la  nature  des 
déterminants  désignés  sou--  ce  nom  est  suffisamment  mise  en  e\i- 
dence  par  l'exemple  suivant  : 


(l  1—1       <'/•-  1       '< !■-  :i       •  .  -       «d 

ar         ctr-\      0-1—1      •  ■  ■      Ci 


qui    se   trouve    dans    une   Note  de  Brioschi   parue    en    i85r    dans 
les  Nouvelles    Annales    de  Mathématiques,   et  qui,  au  facteur 

près  - — - — ?   représente  la  rièmc  «  fonction  Aleph  »,  c'est-à-dire  lu 

somme  des  produits  avec  répétition  /•  à  /•  des  racines  de  l'équation 


a„.r"  -f-  ayT1 


Chapitre  \  II  :  Wroîiskiens,  de   1 8 3 <S  à  1860  (p.  210-229  1. 
Le  nom  de  wronskien,  proposé  par  Al.  Mufr lui-même  en  1882,  seri 
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à  désigner  un  déterminant  formé  de  n  fonctions  d'une  variable  e1 
de  leurs  n  —  i  premières  dérivées.  Ces  déterminants  se  présentent 
dans  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires.  Le  théorème 
d'après  lequel  les  //  fonctions  sont  liées  par  une  relation  linéaire  à 
coefficients  constants  si  leur  vvronskien  est  identiquement  nul  <•>! 
énoncé  par  Puiseux  en  1 8 5 1  dans  le  Journal  de  Lioucillc.  et 
regardé  par  lui  comme  déjà  connu,  mais  sans  aucune  référence  à 
son  auteur. 

Chapitre  Ylll  :  Jacobiens,  de  1 84 »  "  i|S'><»  (p.  a3o-2.53).  — 
Rien  de  particulier  a  signaler  dans  ee  Chapitre,  sinon  un  expose 
de  la  théorie  des  déterminants  fonctionnels  fait  par  .1.  Bertrand 
en  1 85 1  dans  le  Journal  de  Liouville. 

Chapitre  I\  :  Déterminants  gauches,  de  i<Si<>  à  iS(io  <  p.  a5  \- 
2()3).  —  C'est  à  la  période  qui  nous  occupe  qu'appartient  le  déve- 
loppement de  la  plus  grande  partie  de  la  théorie  des  déterminants 
symétriques  gauches.  Jacobi  avait  déjà  démontré  en  1-827  qu'un 
tel  déterminant  est  nul.  s'il  est  d'ordre  impair.  (Test  Cayley  qui, 
vingt  ans  plus  tard,  dans  un  article  de  trois  pages,  intitulé  :  Sur  les 
<l<  terminants  gauches  et  inséré  dans  le  Journal  de  Crelle. 
démontre  le  théorème  fondamental  que  tout  déterminant  symé- 
trique gauche  d'ordre  pair  est  le  carré  d'une  fonction  algébrique 
entière  t]c  ses  coefficients;  les  fonctions  qui  s'introduisent  ainsi, 
déjà  considérées  par  Jacobi,  seront  appelées  sept  ans  plus  lard  par 
Cayley  des pfaffiens.  Cayley  démontre  un  théorème  plus  général, 
à  savoir  que  tout  déterminant  symétrique  gauche  d'ordre  impair 
horde  est  le  produit  de  deux  pfaffiens. 

Le  théorème  fondamental,  ainsi  que  la  propriété  du  pfaffien  de 
changer  de  signe  par  l'échange  de  deux  indices,  ont  ensuite  été 
démontrés  par  Spoltiswooide  (i85i,  i853)  qui  y  ajouta  des  pro- 
priétés importantes  du  déterminant  adjoint,  puis  parBrioschi  i  1 85  \  > 
qui  se  servil  d'une  identité  classique  (\uv  à  Jacobi  sur  les  mineurs 
à  deux  lignes  et  deux  colonnes  du  déterminant  adjoint,  enfin  par 
ÎKiltzer  (  1 85-  )  et  Horner  (  1 865  |. 

Signalons  encore  un  théorème  dû  à  Brioschi  (i855)  d'après 
lequel  tout  déterminant  d'ordre  pair  peut  être  regardé  comme  un 
pfaffien;  ce  théorème  fut  retrouvé  par  Cayley  dans  un  article  paru 
en  i8()5  dans  les  Phil.  Traits,  de  Londres-. 
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Chapitre  X  :  Orthogonants,  de  i8{i  à  1860  (p.  :><i  j-. >■•»..'>  i.  — 
Les  propriétés  de  l'équation  en  S.  que  Cauchy  avait  magistrale- 
ment établies  dans  la  période  précédente,  font  encore  l'objet  de 
Mémoires  importants.  Caucln  lui-même  est  revenu  sur  cette 
question,  sans  apporter  du  reste  aucune  pontribution  nouvelle 
importante,  trois  mois  avant  sa  mort,  dans  une  -Note  de  i85^  aux 
Compte*  rendus  de  V Académie  des  Sciences  :  c'est  le  dernier 
travail  de  l'immortel  géomètre  se  rapportant  à  la  théorie  des 
déterminants.  Kummer,  dan-  un  article  paru  en  1 843  dan-  le 
Journal  de  ('relie,  démontre  la  réalité  des  racines  de  I  équation 
en  S  en  mettant  le  produil  des  carrés  de  leurs  différences  sous  la 
forme  d'une  somme  de  carrés;  Jacobi,  dan-  le  Journal  de  Crelle 
de  i844j  mel  cette  expression  sous  une  forme  beaucoup  plus  élé- 
gante et  Borchardt,  en  i845,  dan-  le  même  Journal,  simplifie 
encore  la  démonstration  en  montrant  que  le  produit  des  carrés 
des  différences  est  tout  simplement  le  carre  d'une  matrice  facile 
à  former;  dans  le  cas  de  I  équation 


—  S        h 
h        b  —  * 
f 


f 


celte  matrice  est 


A     II     G 


O         I        O        O       O         1 

h     b     f     §     f     c 
II     B     F     G     F     C 


où  les  grandes  lettres  désignent  les  mineur-  relatifs  aux  petites 
lettres.  I  ne  autre  démonstration,  très  ingénieuse,  est  donnée  par 
(  ).  liesse  en  i85g  dans  un  article  du  Journal  de  Crelle. 

I  n  autre  problème  important,  celui  de  1  expression,  en  fonction- 
rationnelles  du  nombre1  minimum  de  paramètres,  des  coefficients 
de  la  substitution  orthogonale  la  plus  générale  à  //  variables,  a  fait 
I  objet  d'un  article  fondamental  de  Cayley  dan-  le  Journal  de 
(  relie  de  1846,  évidemment  suggéré  par  les  formule-  célèbres 
données  par  Oiinde  Rodrigue-  en  1840.  Le  point  de  départ  de 
Cayley  est  la  remarque  qu'à  tout  système  de  variables  x  et  ;  satis- 
faisant  à  la  relation 
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on  peut  faire  Correspondre  un  système  de  variables  auxiliaires  0 
telles  qu'on  ait  simultanément 

/,  /.• 

où  l'on  a 

lu=  r.  /,-,-  =  —/y7,  (iyèj). 

La  méthode  de  Caylev  a  été  généralisée  par  Hermite  en  i853 
{Jgurnal  de  Cre/lc  1  pour  la  recherche  des  substitutions  linéaires 
qui    laissent    invariante    une    forme    quadratique    donnée    quel- 
conque/; aux  formules  qui  servent  de  point  de  départ  à  Ca\l<\  . 
sont  substituées  les  formules 

Remarquons  enfin  que  l'expression  :  substitution  orthogonale, 
se  trouve  pour  la  première  fois  dans  un  article  du  Phi/.  Maga- 
zine (iS.)2),  où  Sylvester  donne  une  nouvelle  démonstration  de 
la  réalité  des  racines  de  l'équation  en  S. 

Ch.vpitjœ  XI  :  Déterminants  persy  métriques,  de  1S41  à  1860 
(p.  324-35t).  —  La  dénomination  de  déterminants  persy mé- 
triques est  due  à  Sylvester  qui,  dans  un  Mémoire  des  Phil.  Tran- 
sactions de  Londres  de  1 853,  les  caractérise  comme  avant  la  même 
espèce  de  symétrie  que  la  table  d'addition  de  Pythagore.  Ces 
déterminants  se  son!  présentés  à  Jacobi  dans  un  Mémoire  du 
Journal  de  Crelle  (i845  1  où  il  se  propose  de  trouver.l'iextension 
de  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange,  en  substituant  au  poly- 
nôme donné  par  La  formule  classique  de  Lagrange,  le  quotient 

de  deux  polynômes  de  degrés  donnés  n  et  m.  Chacun  de  ces  deux 
polynômes  se  pré-sente  sous  la  forme  d'un  déterminant  persymé- 
trique  dont  le>  éléments  sont  du  premier  degré  en  x. 

Sylvester,  dans  un  article  du  Philos,  Magazine  (i85i)  et  un 
Mémoire  du  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal  m  Ne*),  se 
propose  de  réduire  une  forme  binaire  de  degré  2//  — 1  ou  in  à 
la  somme  des  puissances  (2//  —  ,  yt-mos  ou  ^njkm»%  je  n  formes 
linéaires.  Dans  le  premier  cas.  le  problème  est  toujours  possible  et 
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le  produil  de  //  formes  linéaires  peu)  se  mettre  sous  la  forme  d'un 
déterminant  persjmétrique  que  Sylvester  appelle  le  canonisant 
de  la  forme  donnée.  Dans  le  second  cas,  lé  problème  esl  en  "encrai 
impossible  et  la  condition  de  possibilité  s'obtienl  en  annulant  un 
certain  déterminant  persymétrique,  le  catalecticant  de  La  forme 
donnée. 

Enfin,  certains  déterminants  persym  étriqués  peuvenl  jouer  le 
rôle  des  polynômes  de  Sturm,  comme  le  montre  Brioschi  dans  sa 
Teorica  dei  Déterminante  de  iN,*){  et  dans  un  article  de  la  même 
année  paru  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques. 
D'autre  part,  Rouché,  dans  une  Note  de  i858  aux  Comptes 
tendus  de  l'Académie  des  Sciences,  met  également  les  poly- 
nômes de  Legendre  sous  la  forme  de  déterminants  persymétriques 
à  éléments  linéaires  en  a .  ce  <pii  rend  évidentes  les  propriétés 
de  leurs  racines. 

Chapitre  \ll  :  Bigradients,  jusqu'en  1860  (©.  358-3 70). 
Les  bigradients  sont  des  déterminants  analogues  au  déterminant 
de  Sylvester  qui  donne  le  résultant  de  deux  polynômes  entiers 
en  x.  O.  He.sse,  par  des  combinaisons  de  déterminants,  vérifie 
directement  l'identité  du  résultant  de  Sylvester  et  du  résultant 
d'Euler  (Annali  di  Mat.,  i858).  La  même  vérification  est  faite, 
par  un  procédé  analogue,  parBorchardt  [Journal  de  (relie.  i<S5<)). 

Chapitre  \MI  :  Hessiens,  jusqu'en  1860  1  p.  .'>-<>- joo'i.  —  Le 
nom  de  Hessien  est.  là  encore,  dû  à  Sylvester  1  Cambridge  and 
Dublin  Math.  Journal.  i85i).  Dans  un  Mémoire  du  Journal  de 
Crelle  (i844)i  Hesse  considère  ce  qu'il  appelle  le  déterminant 
d  une  forme  cubique  ternaire,  et  montre  que  le  déterminant  du 
déterminant  est  une  combinaison  linéaire  à  coefficients  constants 
de  la  forme  elle-même  et  de  son  déterminant  :  l'expression  de  ces 
coefficients  constants  est  donnéeen  1849  par  Aronhold  (Journal 
de  Crelle);  ils  sont  égaux  à  3  S3  et  — ■  2T,  en  désignant  par  S  et  T 
les  deux  invariants  de  la  forme.  Cavlev  (  Journal de  C relie,  1 8  4  ~»  > 
démontre  un  théorème  analogue  pour  une  forme  biquadratique 
binaire  et,  plus  généralement,  pour  une  forme  binaire  quelconque, 
les  coefficients  ('-tant  cette  fois  des  covariants  de  la  forme  au  lieu 
d'être  de  simples  invariants. 
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Un  théorème  relatif  aux  hessiens  a  une  histoire  assez  curieuse. 
Hesse,  dans  un  article  du  Journal  de  Crelle  (i85i),  a  démontré 
que  si  une  forme  à  n  variables  peut,  par  une  substitution  linéaire, 
être  ramenée  à  ne  contenir  c[iie  n  —  i  variables,  son  hessieh  est 
identiquement  nul.  Il  a  cru  pouvoir  démontrer  la  réciproque.  Une 
objection  faite  par  Bellavitis  (Memorie  Istitulo  Venelo,  1807)  Ta 
poussé  à  en  donner  Tannée  suivante  {Journal  de  Crelle  )  une 
démonstration  plus  rigoureuse.  Mais  celle  réciproque  est  fausse. 

Chapitkk  \1\  :  Circulants,  jusqu'en  i8(io  (p.  joi-4ia)-  — 
Les  circulants  sont  des  déterminants  dont  les  différentes  lignes 
se  déduisent  les  unes  des  autres  par  permutation  circulaire  de 
leurs  éléments.  Considérés  pour  la  première  fois  par  Catalan 
{Bulletin  de  V Académie  royale  de  Belgique ,  18  {(il,  ils 
jouissent  d(j  la  propriété  d'être  décomposantes  en  un  produit  de 
facteurs  linéaires,  comme  l'a  démontré  Spoltiswoode  [Journal  de 
Crelle.  i  8 5 3  l  cl  aussi  de  la  propriété  que  le  produit  de  deux  cir- 
culants est  un  circulant,  comme  l'a  virtuellement  démontré 
Souillard  (  Nouvelles  Annales,  1 N 5 S  \. 

Chapitre  KA  :  Continuants.  / 'usqu' en  1870  (p.  j 1 3—444)-  — 
Les  continuants  se  présentent  dans  la  théorie  des  fractions 
continues.  Les  numérateurs  (  ou  les  dénominateurs)  «les  réduites 
successives  peuvent  être  regardés  comme  les  mineurs  principaux 
(  ou  coaxiaux  )  successifs  d'un  déterminant  avant  lous  ses  éléments 
nuls,  sauf  ceux  de  la  diagonale  principale  et  des  deux  diagonales 
voisines  (supérieure  et   inférieur.').  Dans  le  cas   particulier  de  la 

fraction  continue 

A{-± 

A ,  —  j_ 

Ai-..., 

les  deux  diagonales  voisines  de  la  diagonale  principale  sonl  formées 
d'éléments  tous  égaux  à  1,  comme  le  montre  Svlvesler  lPhil. 
Magazine,  i853>  qui  a  le  premier  considéré  les  relations  de  la 
théorie  des  fractions  continues  avec  les  déterminants. 

Chapitre  X.V1  :  Formes  spéciales  moins  communes,  jus- 
qu'en  18G0  (p.  1 1>-1 71)-  —  H  s'agit  des  permanents,  des  dé  1er- 
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minants  à  éléments  complexes  au  sujet  desquels  Hermite 
(Comptes  rendus,  [855)  a  démontré  un  théorème  analogue  à 
celui  de  l'équation  en  S  lorsque  les  éléments  symétriques  par  rap- 
port à  la  diagonale  principale  sont  complexes  conjugues,  des 
unisignants  'le  Sylvester,  el  de  quelques  autres  formes  variées. 


Volume  III  :  The  Period  i8(n  to  1880. 

Cette  troisième  période  peul  être  caractérisée  par  l'apparition 
il  un  très  grand  nombre  de  traités  1  environ  60  1  consacrés  exclusi- 
\  emenl  ù  la  1  ftéorie  des  déterminants. 

Chapitue  1  :  Déterminants  en  général  de  1860  à  1880 
(p.  [-82).  —  Les  très  nombreux  articles  cités  dans  ce  Chapitre 
•«iini  pour  la  plupart  sans  grande  importance,  la  théorie  des  déter- 
minants ayanl  atteinl  son  développe menl  essentiel  à  l'époque  qui 
nous  occupe,  (.lions  cependant  des  recherches  très  générales  de 
Fleiss  dans  un  Ouvrage  intitulé  :  Retirage  z-ur  Théorie  der  Dejter- 
minanten,  paru  en  1867,  recherches  qui  se  rapportent  aux  théo- 
rèmes d'extension. 

[  n  théorème  qui  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  des 
équations  linéaires  lait  l'objet  d'un  certain  nombre  d'articles. 
-Sj  l\  ester  avait  démontré  en  i85o  qu'il  suffit  que  1  n  —  k-\-  1  |-  dgt> 
mineurs  à  /.  lignes  d'un  déterminant  d'ordre  n  s'annulent  pour  que 
tous  s'annulent  :  c'est  ce  qu'il  appelait  la  loi  homaloïdale.  Kro- 
necker,  cité  par  Balzer  dans  la  seconde  édition  1  i864)  delà  Théorie 
and  Aiuvendungen  der  Determinanten,  a  fait  remarquer  que 
pour  que  la  conclusion  soit  certaine,  il  faut  que  les  \  n  —  /.—  1  >- 
mineurs  nuls  aient  en  commun  un  mineur  non  nul  à  /.' —  1  lignes. 
Le  théorème  ainsi  complété  et  étendu  aux  tableaux  rectangulaires 
a  été  démontré  en  iNii-  par  Dodgson  dans  son  Elcmentary 
Treatise  on  Déterminants,  el  en  18-6  par  Frobenius  dans  son 
Mémoire  du  Journal  de  Crelle  sur  le  problème  de  Pfaff.  Ce 
dernier  a  démontré  deux  théorèmes  complémentaires  :  1"  si  tous 
les  mineurs  a  ///  —  1  lignes  sonl  nul-.  les  mineurs  à  m  lignes  formés 

1  o  O 

avec   un  système  quelconque  de  ni  lignes  sont   proportionnels  a 

ceux  formés  avec   un  autre   système  de   ///   lignes;  ■>"  si  tous  les 
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mineurs  à  m  -\-  \  lignes  s'annulent,  et  s'il  esl  possible  de  choisir 
i\\\  système  de  m  lignes  dont  les  mineurs  à  m  lignes  ne  soient  pas 
tous  nuls  et  un  système  de  m  colonnes  jouissant  de  la  même  pro- 
priété, le  mineur  commun  aux  deux  systèmes  n'est  pas  nul.  C'est 
aussi  à  Frobenius  (Journal  de  Crelle,  i  <S — —  >  qu'on  doit  l'expres- 
sion de  rang  d'un  déterminant,  qui  n'est  autre  que  l'ordre  du 
mineur  principal  de  Rouché. 

Une  remarque  curieuse,  c'est  qu'il  faut  attendre  jusqu'à  l'année 
i  N—  pour  avoir  le  premier  Traité  français  sur  les  déterminants, 
celui  de  G.  Dostor;  jusque-là  on  n'avait  eu  en  français  que  les 
traductions  des  Ouvrages  de  Brioschi  et  de  Baltzer  et  deux  courts 
Ouvrages  du  Belge  Mansion  (  1 8 7 5 - 1 8 7 ( i  )  à  l'usage  des  établisse- 
ments d'instruction  moyenne.  Malgré  son  apparition  tardive,  le 
Traité  de  Dostor,  comme  le  fait  remarquer  M.  Muir,  était  loin 
■d  avoir  la  valeur  (pion  aurait  pu  espérer  après  tous  ceux  qui 
lavaient  précédé,  en  faisant  même  abslraction  des  erreurs  qu'il 
contient. 

Signalons  enfin  un  intéressant  procède  dû  à  Dodgson  ( Procéed. 
Jt.  Soc*.  London,  i<S(i(i)  pour  effectuer  le  calcul  numérique  d'un 
déterminant;  ce  procède  est  à  rattacher  de  la  méthode  employée 
par  Matzka  [AbhandL.d.  /«.  Bohm.  Ges.  d.  JJiss.,  1877)  pour 
résoudre  un  système  d'équations  linéaires. 

Chapitre  11  :  Déterminants  et  équations  linéaires  de  [861  ci 
18-0  (p.  83-0,3).  —  Il  est  remarquable  qu'il  faille  attendre  la 
période  récente  qui  nous  occupe  pour  trouver  des  Recherches  sur 
la  théorie  d'un  système  général  d'équations  linéaires  dans  ses 
rapports  avec  la  théorie  des  déterminants.  Les  conditions  générales 
ele  compatibilité  d'un  tel  système,  son  degré  d'indétermination 
quand  il  est  compatible,  ont  fait  l'objet  de  deux  théories  impor- 
tantes, celle  de  Dodgson  dans  les  Chapitres  III  et  IV  de  son  Traité 
de  1867,  et  celle,  classique  en  France,  de  Rouché  dans  une  Note 
aux  Comptes  rendus  de  187.")  et  une  Note  du  Journal  de  VEcole 
Polytechnique  de  [878. 

Ces  deux   théories  avaient  été  préparées  par  le    théorème    de 

Sylvesler-Kronecker,    dont  il    a   été   question    plus   haut,    et    par 

d'autres  recherches  antérieures,   principalement    celles  de  Trudi 

1  862)  dans  sa  Teoria  de   Determinanti.  Les  résultats  de  Dodgson 
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ne  diffèrent  naturelle  m  en  I  pas  au  fond  de  ceux  de  Rouché,  mais 
ils  ne  sonl  pas  condensés  dans  un  énoncé  unique1;  ils  forment 
l'objel  d'un  assez  grand  nombre  de  propositions  distinctes,  suivanl 
que  li'  système  à  résoudre  contient  plus  d'équations  (pic  d'in- 
connues, ou  plus  d'inconnues  que  d'équations,  etc.  La  notion 
importante  de  déterminant  principal  esl  d'autre  pari  entièremenl 
duc  a  Rouclié,  ainsi  que  celle  de  déterminants  caractéristiques. 
M.  Muir.  qui  conteste,  on  ne  voil  pas  Lieu  pourquoi,  l'importance 
de  l'énoncé  unique  de  Rouchéj  lait  d'autre  pari  à  la  théorie  «le 
celui-ci  des  critiques  ru  partie  fondées.  11  esl  certain,  par  exemple, 
que  Rouché  n'indique  aucun  moyen  pratique  d'obtenir  le  déter- 
minant principal  et  il  v  aurait  certainement  des  progrès  à  intro- 
duire dans  l'enseignemenl  des  classes  de  mathématiques  spéciales 
pour  que  les  élèves  voient  dans  le  déterminant  principal  autre 
chose  qu'une  notion  abstraite. 

Chapitre  III  :  Déterminants  axisymétriques  de  iN|<>  à  18^9 
(  p.  (j  |-i  i-i  ).  Dans  son  Ou\  rage  Determinanti  publié  en  1  s-  -j, 
(  i  aride  ri  dé  mon  ire  en  particulier  la  réalité  des  racines  de  l'équation 
en  S  du  troisième  degré  en  mettant  cette  équation  sous  la  forme 

t*h?         h*p  f*t*        ..  . 

^+8-T5  tri  ■■**■ 

Les  conditions  pour  qu'une  forme  quadratique  soitdéfinie  posi- 
tive sont  établies  par  W  illiamson  (Educ.  Times,  1872)  et  Buchwald 
{  Tidsskrift  for  Math.,  r8~2  1  :  les  mineurs  coaxianx  successifs 

du  discriminant  doivent  être  positifs,  ce  qui  entraîne  la  même 
propriété  pour  tous  les  autres  mineurs  coaxiaux  :  le  procédé 
employé,  qui  est  la  réduction  en  carrés,  remonte  en  réalité  à 
Lagrange. 

L  ne  autre  propriété  des  mineurs  d'un  déterminant  axisj  métrique 
est  établie  par  Seeliger  {Zeitschrift  /.  Math.  11.  P/tys.,  1 8 7 5 )  : 
si  le  déterminant  s'annule  ainsi  que  l'un  de  ses  mineurs  du  premier 
ordre  M.  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  correspondant  à  la 
même  ligne  que  M  s'annulent  également. 
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Nous  pouvons  signaler  enfin  un  curieux,  déterminant  arithmé- 
tique étudié  par  H.-J.-S.  Smith  (Pwceed.  London  Math.  Soc, 
i  876  )  et  qui  a  provoqué  des  généralisations  de  Mansion  (Messenger 
of  Math,  et  Annales  de  la  Soc.  Se.  de  Bruxelles,  ï S— —  ) . 
Le  Paige  (Nouv.  Corresp.  Math.,  1878),  Mansion  (  Bull.  Acad. 
Belgique,  18^8)  :  c'est  celui  dont  l'élément  ars  est  égal  au  plus 
grand  commun  diviseur  des  deux  indices  /•,  .s  ;  sa  valeur  est  égale 

au  produit 

e  (  1  )  o  ( 2  ) . . .  <p  (  n  ) , 

n  désignant  l'ordre  du  déterminant  et  z>  la  fonction  arithmétique 
bien  connue. 

Chapitre  l\  :  Déterminants  symétriques,  mais  non  axisymé- 
triques,  de  1862  a  1879  (p.  iss3— 1 3 1).  --  Les  déterminants  don! 
il  s'agit  son!  de  deux  tonnes  différentes  ;  les  premiers  peuvent  être 
appelés  cenlrosymétrj'gues,  la  symétrie  ayant  lieu  par  rapport  au 
centre  du  tableau  :  les  autres  ont  des  éléments  quelconques  à  l;i 
diagonale  principale,  lés  autres  éléments  d'une  même  cokmne 
étant  égaux  entre  eux. 

Chapitrk  Y   :   Alternants,   de    1B60  à    1879   (p.    i.>2-i~5).   - 
(Test  dans  le  cours  de  ce  Chapitre  que  nous  apprenons   que  l'ex- 
pression alternant  est  due  à  M.  Muir  lui-même,   dans   une   Note 
des  Proceed.  B.  Soc.  Edinburgh  (18-79),  "  m°ins  qu'elle  ne  soit 
due  à  Sylvester  ? 

Il  va  lieu  de  signaler  un  travail  important  de  Naegelsbach  inti- 
tulé :  Ueher  eine  Classe  symmetrischen  Funktionen  (1871). 
L'auteur  donne  l'expression  générale  d'un  alternant  quelconque 
|  a*a\. .  .a']]}  comme  produit  du  déterminant  |  a\a\ . .  .an~x  |  par  un 
déterminanl  don.t  les  éléments  sont  des  fonctions  symétriques  élé- 
mentaires de  a,,  a-, a H.    Les  résultats   de   Naegelsbach  sont 

retrouvés  ou  redémontrés  par  différents  auteurs;  la  démonstration 
la  plus  simple  est  certainement  celle  de  Kostka  (Journal  de  Crelle. 
j  <S - 5  ) ,  qui  arrive  au  résultat  cherché  par  de  simples  combinaisons 
de  colonnes  effectuées  sur  un  déterminant  «gai  à  l'alternant  donné. 
Les  résultats  de  Xaegelsbach  peuvent  être  retrouvés  comme  cas 
particuliers  de  formules  plus  générales  dues  à  Beltrami  (dans  un 
Ouvrage  de  Garbieri  sur  les  déterminants  paru  en  1874)  *'1  gêné- 
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ralisées  par  Garbieri  lui-même  (Giornale  di  Mat.,  1878).  [.es 
formules  de  Beltrami  donnent  l'expression,  du  déterminant 

|/,i  z,  |/j|  y.,  ..../„(  y.„  i|? 

où /\,  f2-,  •  ■  •-,  J n  sont  des  polynômes  de  degré  n,  comme  produit 
du  déterminant  de  Vandermonde  |  a1'  a.', . . .  ol"~1  |  par  un  déterminant 
d'ordre  n  -(-  1  dont  les  éléments  sont,  pour  les  n  premières  li^ne>, 
les  coefficients  de/,,  ...,/„,  et  pour  la  dernière,  les  fonctions 
symétriques  élémentaires  des  a.  Les  généralisations  de  (iarbieri  se 
rapportent  au  cas  où  les  polynômes  sont  de  degré  supérieur  à  n  et 
au  cas  où  l'on  a  affaire  à  des  polynômes  à  deux  variables.  Les 
résultats  de  >iaegelsbach  se  déduisent  de  ceux,  de  Garbieri  en  pre- 
nant pour  les  /  des  monômes. 

D'autres  expressions  des  alternants,  qui  font  intervenir  les  fonc- 
tions «  aleph  »  au  lieu  desfonctions  symétriques  élémentaires,  sont 
dues  à  Trudi  (Rendit'.  delV  Accad.  Aapoli,  1864  1  et  (i.  Salmon 
(Modem  higher  Algebra,  1876). 

Une  autre  expression  du  quotient 

|  Fil  .r,  \¥s(x,).  ;.  Fm(xl)l  1  | 


I  ,v.O    rl  ,.'»     1  I 

où  les  F(#)  sont  des  polynôme^  de  degré  n  —  1  au  plus,  est  donnée 
par  Borchardt  (Abhandl.  Akad.  d.  Wiss.  Berlin,  1860)  sous  la 
forme  d'une  formule  d'interpolation  qui  fait  intervenir  les  valeurs 
des  polynômes  pour  n  valeurs  données  a,,  ou,  . . .,  xn  de  la  variable. 

Chapitre  \  I  :  Déterminants  composés  de  1862  à  1880  (p.  [76- 
207  ).  —  A  la  période  qui  nous  occupe  appartiennent  des  travaux 
importants  généralisant  les  résultats  obtenus  par  Sylvester,  Spottis- 
woode  et  Bazin  dans  la  période  précédente. 

E.  Franke  (Journal  de  C  relie,  1862  )  démontre  que  tout  mineur 
coaxial  de  degré  k  du  m[èmv  composé  d'un  déterminant  D  de 
degré  n  est  égal  au  produit  de  DA~Cn-i  par  le  complémentaire  du 
mineur  correspondant  du  (n  —  m)lème  composé. 

Dans  un  Ouvrage  important  intitulé  :  Beitrâge  sur  Théorie 
der  De terminant  en,  M.  Reiss  utilise  le  théorème  de  Franke  et 
celui  de  Sylvester  de  i85i  pour  arriver  dans  certains  cas  à  l'ex- 
pression d'un  mineur,  coaxial  ou  non,  du  m"""'  composé  de  I) 
/lu//,  des  Sciences  mat/iém..  2"  série,  t.  XX.IV.   (Décembre  1920.  1         "> 
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comme  produit  de  puissances  de  D  et  de  certains  de  ses  mineurs  ; 
une  pareille  décomposition  n'est  pas  toujours  possible;  Reiss 
indique  des  cas  très  étendus  où  elle  l'est. 

Dans  la  troisième  section  de  son  Ouvrage,  Reiss  considère  des 
déterminants  composés  d'une  autre  nature,  qui  généralisent  ceux 
de  Bazin  ;  les  éléments  en  sont  des  déterminants  d'ordre  n  formés 
avec  les  éléments  d'un  tableau  rectangulaire  à  n  lignes  ;  des 
n  colonnes  du  tableau  qui  servent  à  former  ce  déterminant  élémen- 
taire, les  A'  premières  restent  iixes  quand  on  se  déplace  sur  une 
même  ligne  du  déterminant  composé,  et  les  n  —  k  dernières  restent 
fixes  quand  on  se  déplace  sur  une  même  colonne.  On  obtient  un 
déterminant  de  cette  nature  si  l'on  multiplie  l'un  par  l'autre  deux 
déterminants,  l'un  A  de  degré  C*  formé  de  ceux  des  mineurs  de 
degré  k  du  tableau  qui  sont  obtenus  en  prenant  toutes  les  combinai- 
sons k  tk  k  des  n  lignes  du  tableau  (les  combinaisons  de  colonnes 
étant  quelconques),  l'autre  A'  de  degré  C£~*  obtenu  d'une  manière 
analogue  au  moyen  de  mineurs  de  degré  n  —  k.  Un  cas  particulier 
important  est  celui  où  le  tableau  a2«  colonnes,  où  A  est  le  Â,eme  com- 
posé du  tableau  des  n  premières  colonnes  et  A'  le  (n —  Â)ieme  composé 
du  tableau  des  n  dernières.  Le  déterminant  produit  de  Reiss,  dont 
chaque  élément  est  en  somme  un  déterminant  d'ordre  n  dont 
k  colonnes  appartiennent  à  un  certain  déterminant  A  de  degré  n 
et  n —  k  à  un  autre  déterminant  B  de  degré  n,  est  égal  au  produit 
d'une  puissance  de  A  par  une  puissance  de  B. 

Dans  une  INote  des  Atti  Accad.  délie  Sci.  di  Torino  (1876), 
d'Ovidio  énonce  également  des  théorèmes  très  généraux,  mais  qui 
semblent  bien  se  ramener  tous  à  ceux  de  Franke  et  de  Reiss. 

H.  Picquet,  dans  deux  Notes  aux  Comptes  rendus  et  un  Mémoire 
du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique  de  1878,  fait  un  exposé 
très  développé  de  la  théorie  des  déterminants  composés  qu'il  redé- 
couvre en  grande  partie  sans  connaître  les  travaux  de  ses  prédé- 
cesseurs. L'un  des  théorèmes  qu'il  obtient,  et  qui  est  connu 
actuellement  sous  le  nom  de  théorème  de  Picguet,  n'est  autre  que 
le  cas  particulier  signalé  plus  haut  du  dernier  théorème  de  Reiss. 
Ce  théorème,  lorsque  k  est  égal  à  1 ,  se  réduit  à  un  cas  particulier 
du  théorème  de  Bazin. 

Signalons  aussi  des  articles  de  Hunjady  (Journal  de  Crelle, 
1876,  1879)  etMertens  (  Journal  de  Crelle,  1877)  où,  à  l'occasion 
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de  certains  théorèmes  de  géométrie,  interviennent  des  déterminants 
doublement  composés,  c'est-à-dire  dont  les  éléments  sont  <lt  - 
déterminants  composes. 

Chapitre  VII  :  Récurrents,  de  1 858  à  1879  (p.  208-247  >•  — 
Ce  Chapitre  contient  les  analyses  d'un  grand  nombre  d'articles  se 
rapportant  pour  la  plupart  à  la  théorie  des  fonctions  symétriques 
des  racines  d'une  équation,  au  développement  de  certaines  frac- 
tions rationnelles  et  à  l'expression  sous  forme  de  récurrents  de 
certains  nombres  arithmétiques,  particulièrement  les  nombres  de 
Bernoulli.  Ces  derniers  apparaissent  en  particulier  dans  des  articles 
de  Siacci  (i8(>5),  Naegelsbach  1  1874  N  Hammond  (1875),  Glaisher 
(1876),  Lucas  1  1876  et  1877  ). 

Chapitre  VIII:  Wroriskiens,  de  iHir.i  à  1  <S—  |  1  p.  248-256).  — 
Signalons  seulement  un  Mémoire  de  Frobenius  [Journal  de 
d'elle,  1873)  où  l'auteur  l'ail  une  étude  systématique  «les  wrons- 
kiens  et  démontre  en  particulier  la  loi  de  condensation 

Wl  U\.    U  ,      ....    Mm,   f  ,.    "g,    ....   "v  ' 

W|VVi-«i,  . .  .,  «".,  t'i  1,  W («!...  .,  «(x,  i>2i  .  .  .  \Vi«,,  .  .  . ,  uv..  rvi J 
|  \\  («1,  .  .  .,  «(i)]v_1 

d'où  il  tire  des  conséquences  intéressantes  dans  le  cas  particulier 

v  =  2. 

Chapitre  IX  :  Jacobiens,  de  1862  à  1877  (p.  257-271).  — 
Aucun  progrès  important  n'a  été  fait  dans  eette  période.  Il  n'y  a 
à  signaler  qu'un  article  de  Trzaska  (  1871  1  qui  établit  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  n  fonctions  de  m  variables  indé- 
pendantes soient  liées  par p  relations  indépendantes,  et  un  article 
de  Casorati  (Mem.  Istit.  Lombardo,  1874»  qui  établit  la  condition 
pour  que  n  fonctions  de  n  variables  soient  liées  par  une  relation 
homogène. 

Chapitre  X:  Déterminants  gauches  et  pfafjiens,  de  1S61  à 
1880  (p.  272-28.3).  —  Frobenius.  dans  son  Mémoire  Ueber  das 
Pjajf  sclie  Problem  paru  en  1876  dans  le  Journal  de  Crelle, 
étudiant    les    propriétés   des   déterminants    symétriques   gauches, 
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démontre  en  particulier  que  le  mineur  principal  d'un  tel  détermi- 
nant est  toujours  d'ordre  pair  et  peut  être  supposé  coaxial. 

Clifford,  dans  une  Noté  posthume  remontant  probablement  à 
1873,  donne  une  définition  symbolique  d'un  pfaffien  d'ordre  n 
comme  le  coefficient  de  n  !  r\  ù . . .  im  dans  le  développement  de  la 
puissance  /jlèmc  d'une  fonction  linéaire  des  produits  binaires  de 
in  unités  alternées  iJ}  . . .,  i.,n.  De  son  côté,  Tanner  {Quart.  Journ. 
0/  Math.,  1878)  considère  certains  déterminants  symboliques, 
tels  que 


0 

0 

0 

<_)./■; 

d 
dx.i, 

y\ 

y* 

J3 

y* 

à 

()./t 

à 

~J7, 

d 

il  r  ; 

à 
dxit 

J\ 

yi 

y* 

y  h 

qui  peuvent  être  considérés  comme  des  pfaffiens   formés  avec  les 

cléments   — -^  • 

ox,         ôxr 


Chapitre  XI  :  Orthogonants,  de  [855  à  1870  1  p.  284~3o8).  — 
Peu  de  résultats  nouveaux  importants  ont  été  obtenus  dans  la 
période  considérée.  Trudi,  dans  son  Traité  de  1862,  démontre  que 
la  somme  des  carrés  de  tous  les  mineurs  de  degré  h  formés  avec 
li  lignes  données  d'un  orthogonant  est  égale  à  1.  Bardelli  {Rendic. 
Istit.  Lombardo,  1876)  considère -un  orthogonant  A  dont  les  élé- 
ments sont  des  fonctions  d'une  variable,  cl  le  déterminant  A'  formé 
des  dérivées  de  ces  éléments.  Le  produit  A'Aestun  déterminant  P 
symétrique  gauche,  d'où  il  résulte  que  A'  est  nul  si  A  est  d'ordre 
impair,  et  égal  au  carré  d'un  pfaffien  si  A  est  d'ordre  pair.  De  plus, 
les  deux  déterminants  A'2  et  P2  sont  identiques  élément  à  élément. 

Voss  {Math.  Annalen,  1877)  étudie  les  déterminants  dont  les 
éléments  sont  les  coefficients  de  la  substitution  définie  par  l'identité 


ï.r; 


s  1  .rj 


les  orthogonants  en  sont  des  cas  particuliers,  pour  \  =  1 .  L'auteur 
généralise  les  propriétés  les  plus  importantes  des  orthogonants. 

Clebsch  {Journal  de  C relie,  1861)  démontre  que  les  racines  de 
l'équation  caractéristique  d'un  déterminant  symétrique  gauche 
sonl  puremenl  imaginaires. 
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Signalons  enfin  une  Note  de  Borsch  (Zeitschrift  /'.  Math.  u. 
Pkys.,  1879)  qui  démontre  un  théorème  analogue  au  théorème 
classique  de  M.  Hadamard  relatif  au  maximum  de  la  valeur  numé- 
rique d'un  déterminanl  :  le  maximum  de  la  valeur  d'un  déterminant 
de  degré  n  -\-  1  dont  la  première  colonne  est  formée  de  1  et  tel  que 
la  somme  des  carrés  des  éléments  il»'  chaque  ligne  est  égale  à  2, 


/(  11 


est  égal  à  t 


Chapitre  XII:  Déterminants  persy métriques,  de  i836d  1879 
(p.  3o(j-.'>2Ô  i.  —  Signalons  la  Dissertation  de  Hankel  (1861) 
consacrée  à  l'étude  des  déterminants  persj  métriques,  qu'il  appelle 
orthosymétriques.  11  montre  que  le  déterminant  persymétrique 

d'ordre  n  dont  les  éléments  son!    atl.  at «2/1-2  ♦'-,  égal  au 

déterminant  persymétrique  dont  les  éléments  sonl  les  >.  n  —  2  diffé- 
rences succes~si\  es 


A1  a0,     A;  //t[. 


\*-'<    «a, 


il  en  déduit  différentes  conséquences  intéressantes  en  donnant 
aux  ai  des  valeurs  particulières  ;  citons  seulement  le  cas  où 
a/t  =  f(&-\-k),  /étant  un  polynôme  de  degré  \j.       n. 

Chapitre  XIII  :  Bigradients,  de  i85g  à  1880  1  p.  32"7-362).  — 
Le  Mémoire  le  plus  important  cité  dans  ce  Chapitre  est  la  partie 
de  la  Teoria  de  Determinanti  de  Trudi  (1862)  consacrée  aux 
bigradients.  Trudi  considère  des  tableaux  rectangulaires  à  deux 
échelles  ou  bigradients  formes  au  moyen  de  deux  suites 

a,,,  «i,  ....  am  :     bQ)  bit  ...,  bn 
de  quantités  et  que  M.  Muir  désigne  par  la  notation 

1  a ,  a,„  ),. 

(b0,  •  •  •  ,  bn  \s 

(lette  notation  s'explique  suffisamment  par  l'identité  de  définition 

suivante  : 

(  a0,    .  .  .  ,   «;   \-2  (*0       «1 

(ba.  •  •  •  ,  63  13  °  a0  "1 

o  o  b0  bx 

0  b0  by  b, 

bf,  bx  b.,  b, 


a  4 

0 

a3 

»4 

6, 

*J 

b3 

O 

0 

O 
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les  indices  r  et  s  de  la  notation  générale  désignent  les  nombres  do 
lignes  où  figurent  respectivement  les  a  et  les  b.  Les  deux  suites  de 
quantités  étant  données,  on  peut  former  avec  elles  n  tableaux  rec- 
tangulaires bigradients  (m^/î),  r  prenant  les  valeurs  i,  2,  ....  //. 
Après  avoir  étudié  des  procédés  techniques  de  condensation  ou 
de  dilatation  des  bigradients,  Trudi  s'occupe  de  la  représentation 
des  polynômes  qu'on  obtient  comme  restes  des  divisions  succes- 
sives qui  conduisent  au    plus    grand    commun  diviseur  de  deux 

polynômes 

A  =  rtfl.7'"'+  . . .  -+-  a„, 

B  =  b0xn  -+■ . . .  -h  bn        ( m ^  n) . 

Le  /'"'me  reste,  indépendamment  d'un  coefficient  numérique,  a 
pour  coefficients  les  déterminants  successifs  du  tableau 

(a0,  •  •  •  ,  am  \r 
(o0,  . .  .  ,  b/i),,,—,,^ 

Ce  reste  peut  encore  être  mis  sous  la  forme  U,  A  -f-  VrB,  les  poly- 
nômes U,  et  Y,  étant  formés  au  moyen  de  bigradients.  Chacune 
des  suites 

U0,  L'i .  . . .  ,  l  ;,+i  ;     V0,  Vi,  . . .  j  V n+\ 

jouit  de  propriétés  analogues  à  celles  des  suites  de  Sturm. 

Pour  que  les  deux  polynômes  aient  un  plus  grand  commun 
diviseur  d'ordre  k,  il  faut  et  il  suffit  que  les  premiers  déterminants 
de  chacun  de  leurs  k  derniers  tableaux  bigradients  soient  nuls  ; 
Trudi  donne  alors  le  moyen  de  former  ce  plus  grand  commun 
diviseur,  ainsi  que  les  quotients  de  A  et  B  par  ce  dernier.  Le  cas 
où  B  est  la  dérivée  de  A  est  ensuite  étudié  ;  la  condition  pour  que 
le  polynôme  A  ait  seulement  k  racines  distinctes  est  établie  d'une 
manière  simple. 

Parmi  les  autres  auteurs  cités,  Lemonnier,  dans  un  Mémoire  des 
Annales  de  l'Ecole  Normale  supérieure  (1878),  développe,  pour 
l'existence  de  k  racines  communes  à  deux  équations,  des  conditions 
analogues  à  celles  de  Trudi.  On  peut  citer  aussi  deux  articles  de 
Darboux  [Bull.  Se.  math.,  1876,  1877)  sur  ^e  m^me  sujet. 

Chapitre  XIV:  fJessiens,  de  1862  à  1879  (p.  .'>(>.^-3-  1  ) .  —  Le 
pseudo-théorème  de  Hesse,  d'après  lequel  une  forme  à  «variables 
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dont  le  hessien  est  identiquement  nul  peu!  s'exprimer  au  moyen 
de  it — -i  combinaisons  linéaires  des  variables,  fait  l'objet  d'un 
article  de  Pasch  [Journal  de  Crelle,  18-4  ).  qui  démontre  le  théo- 
rème pour  les  formes  cubiques  ternaires  et  quaternaires;  de  Gordan 
et  Nœther  (Sitzungsb.  Soc.  zu  Erlangen,  iN-.V>,  qui  le 
démontrent  pour  toutes  les  formes  ternaires  et  quaternaires  et  en 
prouvent  la  fausseté  dans  le  cas  de  plus  de  quatre  variables  ;  on 
trouve  dans  un  Mémoire  des  Math .  A  nnalen  (  i  876  )  une  exposition 
soigneuse  des  résultats  des  deux  géomètres  allemands. 

Chapitre  XV:  Circulants,  de  i<S(ii  à  1880  I  >;  -   3g 2  |.  —  Aux 

propriétés  des  circulants  découverts  dans  la  période  précédente, 

ajoutons  les  deux  suivantes  :  Baltzer,  dans  la  troisième  édition  de 

son  Traité  |  1870  ),  démontre  que,  dans  chaque  terme  du  circulant 

C(a0,  a,,  ...,a„_i),    la  somme  des   indices  est   divisible   par  n. 

Stern  (Journal  de  Crelle,  i S  —  i  >  démontre  que  si  l'on  considère 

le  facteur 

a,-f-  <7,0  -4-  .  .  .  -*-a„0"-'  (6»=l) 

du  circulant  C(«,,  a2,  •  •  -,  an),  le  cofacteur  est 

A,0«-+-  Aj0"-'-r-  ..  .  -+-  A„6. 

où  A,,  Ao,  ...,  A/j  sont  les  mineurs  relatifs  aux  éléments  de  la 
première  ligne. 

Puchta  (Denkschr.  Akad.  d.  Wiss.  Wien,  1877)  considère 
des  circulants  composés  obtenus  en  remplaçant  par  des  circulants 
les  différents  éléments  d'un  circulant  donné. 

Chapitre  XVI  :  Continuants,  de  i85o  à  1880  (p.  3g3-4^v  I.  — 
Signalons  surtout  une  exposition  de  la  théorie  des  continuants  par 
(iiïnther  dans  un  Ouvrage  intitulé  :  Darstellung  der  Nàherungs- 
werthe  von  Kettenbriichen  in  independenter  Forin  (187.3)  et 
deux  Notes  de  T.  Muir  (Proceed.  B.  Soc.  Edinburgh,  1874)  (\vA 
exposent  des  résultats  déjà  en  partie  obtenus. 

Chapitre  XVII:  Multilinèants,  jusqu'en  1877  (p.  423-428). 
—  Un  multili néant  est  en  fait  un  déterminant  d'ordre  infini, 
c'est-à-dire  illimité  à  «droite  et  en  bas.  Le  premier  exemple  de 
multilinéant   remonte   à    Schweins    (182.JI.    Furstenau,    dans  un 


336  PREMIÈRE    PARTIE. 

«  programmé  »  de  1860,  exprime  la  plus  petite  racine  réelle  d'une 
équation  algébrique  comme  limile  du  quotient  de  deux  mineurs 
coaxiaux  successifs  d'un  multilinéant  récurrent  formé  au  moyen 
des  coefficients  de  l'équation;  il  trouve  ensuite  les  autres  racines 
réelles  par  des  procédés  analogues.  Hill,  dans  un  Mémoire  des 
Acta  math,  de  i  88(3  consacré  à  la  théorie  de  la  Lune,  rencontre 
de  même  une  équation  dont  le  premier  membre  est  un  déterminant 
infini  renfermant  l'inconnue  au  second  degré  dans  chaque  élément 
de  sa  diagonale  principale. 

Chapitre  X\  111  :  Déterminants  cubiques  et  à  n  dimensions. 
Jusqu'en  1880  (p.  \?a)-\.\\  ).  —  M.  Muir  se  contente  de  donner  la 
liste  des  articles  s'occupant  de  celte  question. 

Chapitre  XIX  :  Déterminants  bordés,  jusqu'en  1880  (p.  f>2- 
446).  —  Les  déterminants  bordés,  qui  se  présentent  fréquemment 
en  Géométrie  analytique,  apparaissent  dans  l'œuvre  de  Cayley  en 
i84<),  dans  celle  de  Sylvesterjen  i85o,  dans  celle  de  Hesse  en  i853. 

Hesse  (Journal  de  Crelle,  1872)  démontre  des  identités  impor- 
tantes entre  les  déterminants  obtenus  en  bordant  un  déterminant 
donné  par  différentes  suites  de  quantités. 

Darboux  [Journal  de  LiquviUe,  \^~/\)  démontre  que  si  \aln\ 
désigne  un  déterminant  axisy  métrique,  la  condition  nécessaire  ci 
suffisante  pour  que  le  déterminant  obtenu  en  le  bordant  à  droite 
cl  en  bas  par/;  séries  quelconques  de  quantités  soit  identiquement 
nul  est  que  tous  les  mineurs  de  degré  n  — p  de  |a(/,|  soient  nuls. 

Voss  (Math.  Annalen.  1  <s 7 7 )  et  Le  Paige  (Bull.  Soc.  math, 
de  France,  1880)  représentent  le  déterminant  obtenu  en  bordant 
un  déterminant  A  de  degré  n  par  r  lignes  et  r  colonnes  comme  le 
quotient  par  A'""'1  d'un  certain  déterminant  de  degré  r. 

Chapitri;  \\  :  Déterminants  dont  les  éléments  sont  des 
nombres  combinaloires ,  jusqu'en  1880  (p.  44""4^a)-  —  ^ 
signaler  surtout  deux  Mémoires  importants  de  Zeipel  (Lunds  Univ. 

g 

'Arsskrift,  1 865,  1871). 

Chapitre  XXI  :  Déterminants  zéroaxiaux,  jusqu'en  1888 
1  p.    (63-468  ).  —  Il  s'agit  des  déterminants  dont  la  diagonale  prin- 
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cipale  ;i  tous  ses  éléments  nuls;  les  recherches  citées  se  rapportent 
au  nombre  des  termes  non  nuls  du  développement  d'un  tel  déter- 
minant. 

Chapitre  WII  :  Les  formes  spéciales  moins  communes,  de 
i83g  à  1880  1  p.  {69-496).  —  Catalan  1  Mémoires  couronnés  par 
V  Académie  de  Bruxelles,  i83o,),  Enneper  {Zeitschr.  f.  Math. 
u.  Pfiys..  1861,  i865)  et  Heine  (Journal  de  Crelle,  1861  1  consi- 
dèrent des  déterminants  dont  les  éléments  sont  certaines  intégrales 
définies  hyperelliptiques. 

Rosanes  (Journal  de  Crelle,  1872)  étudie  les  propriétés  des 
déterminants  formés  par  les  dérivées  partielles  du  second  ordre 
de  trois  formes  binaires  de  même  degré. 

Spottiswoode  (Proceed.  London  Math.  Soc,  1872)  étudie  les 
déterminants  dont  les  éléments  sonl  des  nombres  alternés,  la  for- 
mation «les  différents  termes  du  développement  étant  soumise  à  la 
restriction  que  l'ordre  naturel  des  lignes  n'est  pas  altéré  dans  la 
multiplication  des  éléments  qui  composent  ces  termes. 

Le  Volume  se  termine  enfin  par  la  li^tr  des  auteurs  cités. 

On  aura  pu  juger  par  ce  qui  précède  de  la  richesse  d'informa- 
tions de  l'Ouvrage  de  M.  Muir.  Il  sera  à  consulter  pour  toute 
recherche  se  rapportant-,  d'une  manière  ou  d'une  autre,  à  la  théorie 
des  déterminant-. 

E.  Cartàh  . 
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COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 
des  Sciences,  publiés  pur  MM.  les  Secrétaires  perpétuels. 

Tome   167,  ae  semestre   1918  i1), 

Andra.de  («/•).  —  Sur  une  famille  de  déplacements,  el    sur  une 
généralisation  du  dièdre  (j(j-i8). 

L'auteur  continue  l'étude,  commencée  dans  une  Note  précédente  (T.  166. 
1918,  p.  73 1  ),  des  transformations  qui  peuvent  être  représentées  par  une  simi- 
litude directe  entre  deux  cycles.  Il  montre  en  particulier  que  :  étant  donnés 
deux  cycles  égaux,  il  existe  toujours  une  rotation  convenable,  autour  d'un  axe 
convenable,  capable  de  coucher  1<-  premier  cycle  sur  le  second.  Cet  ave  mérite 
une  attention  particulière  en  géométrie  appliqu  <• 

fiumbert  I  I*.).  —  Sur  deux  "polynômes  associés  aux  polynômes 
de  Legeridre  { 1  8-20). 

Et.int  donné  le  polynôme  de  Legendre  P-f,(s),  l'identité 
A„i  a)P„(*)-t-Bll(i)P;.(*j  =  i 
défini!    les  |  olyhomes   A„   et  B„.  de  degré  (ra  — 2)  et  (n  —  1)  respectivement; 

(»)   Voir  Bull,  des  Se.  math.,  2e  série,  t.  XLIII.  2e  p..  p    \i. 
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ceux-ci    jouent    un    rôle    important    dans  l'étude  de  la  fonction  de  Legendrc  de 
seconde  espèce. 

L'auteur  en  indique  plusieurs  propriétés  remarquables  :  relations  de  récur- 
rence, équations  différentielles  qu'ils  vérifient,  développements  en  série,  inté- 
grales définies,  etc. 

Humbert  (G.).  —  Sur  les  représentations  d'un  entier  par  les 
formes  quadratiques  ternaires  indéfinies  (49-5.5  ). 

Dans  une  Note. antérieure  (T  166,  1918,  p.  925),  l'auteur  avait  étendu  à  ces 
formes  indéfinies  les  résultats  connus  pour  le  nombre  de  représentations  d'un 
entier  par  une  forme  ternaire  positive,  à  condition  de  ne  considérer  que  les 
représentations  intérieures  au  domaine  de  Poincaré;  après  avoir  rappelé  la 
définition  de  ce  domaine,  il  indique,  ici  des  énoncés  plus  précis  et  plus  complets 
que  les  précédents,  et  il  les  vérifie  sur  de  nombreux  exemples  numériques. 

S  paire  {M.  de).  —  Avantages  résultant  de  l'emploi  d'un  étran- 
glement' à  l'entrée  des  réservoirs  ou  pare-chocs  destinés  à 
atténuer  les  coups  de  bélier  (1 1 5- 1 18). 

L'auteur  montre  que,  pour  une  conduite  donnée  et  une  valeur  donnée 
du  coup  de  bélier,  cet  étranglement  permet  de  réduire  de  moitié  le  volume 
du  réservoir.  De  plus,  ce  dispositif  absorbe,  pendant  la  compression,  sensi- 
blement la  moitié  de  la  force-vive  initiale  et  supprime  ainsi  presque  complè- 
tement les  oscillations  et  les  dangers  de  résonances  provenant  du  réservoir. 

Vessiot  (E.).  —  Sur  les  développements  trigonométriques  delà 
Mécanique  céleste  (ia3-i-26). 

L'auteur  expose  une  méthode  nouvelle  qui  "permet  d'obtenir  la  solution  for- 
melle du  problème  des  n  corps  sous  forme  de  séries  trigonométriques;  elle  est 
basée  sur  une  propriété  fondamentale  des  systèmes  canoniques,  qu'il  a  démon- 
trée lui-même  :  les  équations  qui  définissent  l'intégrale  générale  d'un  système 
canonique  peuvent  représenter  une  famille  de  transformations  canoniques 
(voir  t.  165,  1917,  p.  99). 

Hutnberl  ((î.).  —  Sur  les  formes  quadratiques  ternaires  indé- 
finies (1 81-186), 

L'auteur  définit,  pour  une  forme  quadratique  ternaire  indéfinie,  le  domaine 
de  Poincaré  dans  le  plan  et  sa  relation  avec  le  domaine  spatial  de  Poincaré, 
ainsi  911e  l'aire  non  euclidienne  du  domaine  plan.  Cela  posé,  si  l'on  considère 
des  formes  ternaires  indéfinies,  proprement  primitives,  de  mêmes  invariants 
impairs,  en  reprenant  les  calculs  de  Steplien  Smith  pour  l'expression  de  la 
mesure  d'un  genre  de  formes  positives,  on  est  conduit  à  la  formule  qui  donne 
la  somme  îles  domaines  de  Poincaré  pour  les  réciproques  des   formes   données. 

Boussinesq  (J.).  —  Formule  fondamentale  de  Tresca  pour  le 
poinçonnage  d'un  bloc  cylindrique  de  plomb  (  186-10,2). 


RFVUK    DES    PUBLICATIONS.^  ; 

L'auteur  tente  d'appliquer  à  l'étude  du  poinçonnage  les  équations  générales 
(lr  l'écoulement  lent  d'un  semi-fluide,  qu'il  a  données  dans  une  Note  anté- 
rieure (T.  166,  1918,  p.  101'i);  ce  problème  n'esl  abordable. que  >i  l'on  admet 
îles  hypothèses  simplifiant  les  calculs;  l'auteur  le  truite  en  admettant,  comme 
l'a  lait  Tresca.  que  le  poinçonnage  détermine  le  glissement  s/ms  frottement 
dans  le  sens  vertical  d'un  cylindre  axial  à  l'intérieur  d'un  cylindre  annulaire; 
il  retrouve  ainsi  lu  formule  de  Tresca.  Mais  ces  h\pothèses  donnent  lieu,  dans 
l'étude  des  déforrriations,  a  des  équations  incompatibles;  on  \  remédie  eu  faisant 
une  hypothèse  sur  l'existence  de  pressions  verticales  à  la  surface  supérieure  du 
bloc,  ainsi  que  dans  toute  couche  horizontale;  l'auteur  parvient  ainsi  aux  for- 
mules donnant  les  déformations  et  la  pression  verticale. 

Boussinesq  \.f.  \.  —  Seconde  ri  troisième  formule  de  Tresca,  pour 

le  poinçonnage  d'un  bloc  à  surface  latérale  non  plus  libre,  mais 

enchâssée  dans  un  cylindre  creux,    rigide  et   poli,  et  pour  son 

'  écoulement  par  un  orifice  inférieur,  nous  la  pression  d'un  piston 

de  même  rayon  que  lui  (  221-226). 

L'auteur  démontre  les  formules  dounanl  la  chargé  du  piston,  lu  pression  et 
la  déformation  eu  un  point  du  bloc  eu  introduisant  do  hypothèses  simplifica- 
trices sur  l<->  pressions,  semblables  ;i  celles  qu'il  a  utilisées  dans  la  Note  pré- 
cédente. 

Boièssinesq  1  ./.  1.  —  Confirmation,  pour  un  bloc  épais,  du  prin- 
cipe' de  la  théorie  approchée  'lu  poinçonnage,  c'est-à-dire  de  la 
possibilité  d'y  négliger  L'action  tangenlielle  du  cylindre  central 
sur  la  partie  annulaire;  «m  cela,  par  comparaison  avecle  cisaille- 
ment auquel  donne  lieu,  quand  le  bloc  s'est  aminci,  l'exagération 
relative  de  cette  action  tangeritieUe  ;  formules  de  Tresca  [jour  la 
hauteur  des  débouchuro  se  produisant  alors  (253-2Ô6 

L'auteur  met  en  évidence  l'importance  fondamentale  de  l'épaisseur  H  du  bloc, 
dans  l'explication  des  phénomènes  de  poinçonnage  d'un  bloc  reposant  sur  une 
plaque  rigide  percée  d'un  orifice  de  même  axe  et  de  même  rayon  que  le  poinçon. 
Si  H  est  grand,  tout  se  pusse  comme  si  l'orifice  n'exista  il  pas,  le  cylindre 
intérieur  du  bloc  qui  prolonge  le  poinçon  glissant  sans  frottement  sur  le 
cylindre  annulaire.  Si  H  est  petit,  au  contraire,  l'action  tangenlielle  prédo- 
mine, il  v  a  cisaillement  du  cylindre  central  avecexpulsion  d'une  débouchure, 
dont  la  hauteur  est  donnée  par  une  formule  de  Tresca. 

Boussinesq  <J.).  —  Solution  rationnelle  pour  les  deux  problèmes 
du  poinçonnage  et  de  l'écoulement  des  blocs  plastiques,  munis 
d'une  ceinture  rigide  polie  (285-290). 

L'auteur  reprend  le  problème  traite  dans  l'avant-dernière  Note,  mais  sans 
faire    d'hypothèse    simplificatrice  sur    la    formule  reliant   les  composantes  des 
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pression?  principales;  il  obtient  ainsi  ries  formules  qui  diffèrent  de  très  peu  de 
celle    cie  Tresca. 

Montessus  de  Ballore  (R.   de).   —  Sur  les  courbes  algébriques 
planes  ayant  des  points  multiples  communs  (ago-agS): 

L'auteur  démontre  que:  si  les  équations  -?{x,y)  =  o,  ty(x,y)  =  o,  de 
degré  n  en  y,  i-eprésentent  deux  courbes  planes  algébriques  admettant  l'origine 
comme  point  multiple  d'ordre  n,  il  existe  deux  polynômes  A(x, y),  B{x,  y), 
vérifiant  l'identité  x2n-{  p  (  x,  y)  =  A.tp  -+-  B'^;  p  e-t  d"ailleurs,  à  ua  facteur  xa 
près,  le  résultant  des  deux  équations  en  y  :  ç .=  o,  '•]/  =  o. 

Il  démontre  en  outre  une  formule  analogue  relative  au  cas  général  de  deux 
courbes  admettant  des  points  multiples  communs  d'ordre  quelconque. 

Àppetl  (P-)-   —    Sur  l'intégration  des    équations    différentielles 
simultanées  que  vérifie  le  polynôme  U„,  „  d'Henni  te  (>oy-3i5). 

Didon  a  montré  que  les  polynômes  Vmn  d'Hermite  s'expriment  simplement 
au  moyen  des  intégrales  de  deux  certaines  équations  simultanées  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  L'auteur  remarque  que,  par  un  changement  de 
variables  très  simple,  ces  équations  prennent  la  forme  de  celles  que  vérifie  une 
fonction  hypergéométrique  de  deux  variables  et  que,  par  suite,  les  polynômes 
d'Hermite  s'expriment  au  moyen  de  ces  fondions  hypergéomëtriques.  Une  étude 
plus  approfondie  montre  ensuite  que  ces  fonctions  se  ramènent  dans  ce  cas  à 
une  fonction  hypergéométrique  de  Gauss,  qui  ne  dépend  de  a;  et  de  y  que  par 

_1 
l'intermédiaire  de   l'expression   v(i  —  x"1)     '2  . 

L'auteur  indique  en  terminant  une  autre  transformation  des  équations  de 
bidon,  qui  montre  comment  interviennent,  dans  cette  théorie,  les  polynômes 
de  Legendre  et  les  fonctions  sphériqnes  de  deuxième  espèce. 

P  ici  ncherisl  [M.). —  Sur  l'unicité  du  développement  d'une  fonction 
en  série  de  polynômes  de  Legendre  (325-328). 

L'auteur  introduit  la  notion  de  paramètre  généralisé  du  second  ordre,  qui 
joue  sur  la  sphère  un  rôle  analogue  à  celui  de  la  dérivée  seconde  généralisée  dans 
le  plan;  cela  lui  permet,  en  suivant  la  méthode  de  M.  de  la  Vallée  Poussin,  de 
démontrer,  pour  le  développement  d'une  fonction  en  série  de  polynômes  de 
Legendre,  de  fonctions  de  Bessel,  ou  de  fonctions  de  Sturm-Liouville,  des  résul- 
tats analogues  à  ceux  qu'-a  obtenus  celui-ci  sur  l'unicité  des  développements 
en  série  trigonométrique. 

Cartan  {E.).  —  Sur  les  variétés  à  3  dimensions  (35--36o). 

L'auteur  se  propose  d'étudier  le  problème  de  la  déformation  des  variétés  à 
p  dimensions  dans  l'espace  euclidien  ii  n  dimensions,  et  tout  particulièrement  le 
ras  p  =  3.  Dans  cette  Note,  il  introduit  les  notions  fondamentales  de  cette 
théorie  :  hyper  plan  oscillateur,  réseau  asymptotique,  réseau  linéaire  de 
cônes  du  second  ordre,  tangentes  conjuguées,  plan  tangent  distingué,    etc. 
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On  peut  classer,  au  poinl  de  vue  projectif,  tous  les  types  de  réseaux  asynipto- 
tiques  et  montrer  qu'.il  existe  des  variétés  correspondant  à  chacun  d'eux;  le 
degré  de  généralité  de  ces  variétés  se  détermine  par  le  moyen  de  la  théorie  des 
systèmes  différentiels  en  involution,  due  au  même  auteur. 

Straneo  (P-)-  —  Sur  l'extension  à  la  physique  des  principes  de 
L'homogénéité  et  de  la  similitude  et  sur  une  remarquable  relation 
entre  les  constantes  universelles  d'une  même  théorie  (36o-363). 

L'auteur  montre  que  les  dimensions  des  constantes  universelles  figurant 
dans  une  théorie  physique  doivent  satisfaire  à  un  certain  système  d'équations 
linéaires  et  homogènes  ;  cela  permet  de  prévoir  leur  forme  et  d'en  tirer  parti 
pour  la  prévision  des  lois  physiques,  comme  un  le  fait  depuis  longtemps  en 
Mécanique.  La  Note  se  termine  par  quelques  applications  à  des  théories  connues. 

Denj'oy  (A.).  —  Démonstration  de  la  propriété  fondamentale  des 

courbes  de  M.  Jordan  (^oHy-Jcji). 

L'auteur  donne  une  démonstration  nouvelle  du  théorème  de  M.  Jordan,  au 
sujet  tles  ensembles  plans  dont  les  points  correspondent  à  ceux  d'une  circon- 
férence, chacun  à  chacun,  avec  réciprocité  et  continuité  :  ces  ensembles  divi- 
sent le  plan  en  deux  régions. 

Picard  {E.).  —  Quelques  remarques  sur  la  décomposition  en 
facteurs  primaires  et  le  prolongement  des  fonctions  analytiques 
(4o5-4o8). 

L'auteur  montre  que  la  méthode  de  décomposition  en  facteurs  primaires,  bien 
connue  pour  les  fonctions  entières,  peut  être  généralisée  aux  fonctions  uniformes 
qui  admettent  une  infinité  de  zéros  se  rapprochant  indéfiniment  d'une 
ligne  C;  cette  ligne  peut  être  quelconque  et  donnée  a  priori,  comme  on  le  voit 
sur  un  exemple;  elle  limite  alors  le  domaine  de  la  fonction,  qui  ne  peut  être 
prolongée  analytiquement  au  delà  de  C 

Il  n'en  est  plus  ainsi  pour  les  fonctions  de  deux  variables  :  une  surface  S  quel- 
conque ne  peut  limiter  le  domaine  d'une  fonction  analytique,  méronioiphe  par 
exemple;  l'auteur  rappelle  la  condition  que  doit  remplir  la  surface  frontière  et 
signale  l'importance  de  cette  question. 

Appell  (P.). —  Sur  des  équations  linéaires  simultanées  aux  déri- 
vées partielles  et  sur  les  cas  de  réduction  des  fonctions  hyper- 
géométriques  de  deux  variables  (4o8-4i3). 

Les  quatre  fonctions  hypergéométriques  fondamentales  de  deux  variables 
vérifient  chacune  un  système  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  dont 
l'intégrale  générale  dépend  d'une  manière  linéaire  et  homogène  de  3  ou  4  cons- 
tantes arbitraires;  mais  il  peut  se  faire  qu'une  telle  fonction  satisfasse  à  un 
système  d'équations  analogues,  contenant  i,-2  ou  3  équations  de  plus,  de  sorte 
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-que   l'intégrale  générale  ne  dépende  que  de  3,  2  ou  1  constante  seulement;  la 
fonction  considérée  sera  dite  alors  réductible. 

L'auteur  indique  la  voie  par  laquelle  on  pourrait  obtenir  tous  les  cas  de 
réduction  et  en  étudie  quelques  exemples. 

tartan  {E .).    —    Sur  les  variétés  développables  à  3  dimensions 

<;426-428). 

L'auteur  s'appuie  sur  les  fondements  qu'il  a  posés  dans  sa  Noie  précédente  (voir 
plus  haut  ),  au  sujet  de  la  déformation  des  variétés  à  3  dimensionsdans  l'espace 
euclidien  à  n  dimensions,  pour  l'étude  du  cas  où  une  telle  variété  est  dévelop- 
pable;  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  qu'il  existe  h  plans  tangents  distingués 
tels  que  les  II  normales  distinguées  correspondantes  soient  rectangulaires 
(h  étant  l'ordre  du  réseau  asymptotique  ).  L'auteur  étudie  ensuite  le  degré  de 
généralité  d'une  variété  développable  réelle  pour  laquelle  /(  a  une  valeur  donnée. 
et    montre  ainsi  que,  en  général,  une  telle  variété  n'est  pas  réglée. 

Humbert  (P.).  —  Les  fonctions  électrosphériques  sous  forme  de 
dé  terminants  (428-43o). 

MM.  Guilfet  et  Wibert  ont  donné  le  nom  de  fonctions  [électrosphériques  à 
certains  polynômes  qui  interviennent  fréquemment  dans  la  résolution  numé- 
rique de  certains  problèmes  d'électricité;  ces  polynômes  ont  été  définis  par  des 
relations  récurrentes  qui  donnent  des  valeurs  compliquées  pour  leurs  coeffi- 
cients; l'auteur  donne  ici  le  moyen  d'écrire  ces  polynômes  sous  forme  de 
déterminants  très  simples. 

Scorza  [(J.).  —  Sur  les  tondions  abéliennes  à  trois  variables 
indépendantes  (454-455). 

L'auteur  indique  brièvement  une  classification  de  divers  types  de  corps  de 
fonctions  abéliennes. 

Appell  {P.).  —  Sur  une  équation  différentielle  ordinaire  liée  à 
certains  systèmes  d'équations  linéaires  et  homogènes  aux  déri- 
vées partielles  (4t>9~47a)- 

Soit  un  système  d'équations  linéaires  et  homogènes  aux  dérivées  partielles 
dont  l'intégrale  générale  (z)  s'exprime  en  fonction  linéaire  de  p  constantes 
arbitraires;  si  l'on  établit  entre  z  et  y  une  relation  j'  ==  <p  (.r),  il  est  évident 
que  z  sera  l'intégrale  générale  d'une  certaine  équation  différentielle  ordinaire 
d'ordre  p.  L'auteur  indique  le  moyen  de  former  cette  dernière  équation  et 
montre  le  rôle  qu'elle  joue  dans  l'intégration  du  système  donné.  Cette  théorie 
s'applique  en  particulier  aux  quatre  fonctions  hypergéométriques  fondamentales, 
dont    l'auteur  s'est  occupé  dans  sa  Note  précédente  (voir  plus  haut). 

Cartan  {E.).  —  Sur  les  variétés  de  Beltrami  à  3  dimensions  (482- 

.484). 
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L'auteur  désigne  ainsi  les  variétés  à  3  dimensions,  d'un  espace  euclidien  ;> 
n  dimensions,  dont  le  ds"1  est  de  courbure  constante,  égale  à  — i;  il  énonce  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  variété  réelle  appartienne  à  ce 
type,  et  il  étudie  particulièrement  l'existence  de  ces  variétés  et  leur  degré  de 
généralité  dans  l'espace  à  5  dimensions.  La  Note  se  termine  par  quelques  consi- 
dérations sur  les  cas  où  n  >  5. 

Boussitiesq  (.A).  ■ —  Théorie  du  poinçonnage  et  de  l'écoulement 
des  blocs  plastiques  :  phase  élastique  de  ces  phénomènes  (5o5- 

.Mit). 

Les  formules  obtenues  par  l'auteur,  dan»  ses  Notes  précédentes,  au  sujet  des 
phénomènes  de  poinçonnage  d'un  Idoc,  à  surface  latérale  libre  ou  munie 
d'une  ceinture  rigide  et  pose  sur  une  surface  plane,  percée  ou  non  d'un  ori- 
fice, supposent  que  le  bloc  est  à  l'état  plastique  par  suite  des  fortes  pressions 
exercées  sur  lui  par  le  poinçon.  Tant  que  ces  fortes  pressions  ne  sont  pas 
atteintes,  le  bloc  est  encore  à  l'état  élastique;  l'auteur  étudie  les  phénomènes 
qui  se  produisent  dans  cette  première  phase,  en  particulier  les  pressions 
exercées  par  le  cylindre  central  sur  la  face  concave  du  cylindre  annulaire,  et 
compare  les  résultats  obtenus  dans  les  deux  phases  du   poinçonnage. 

Karnpc   de  Fériet    («/.).    —    Sur    les    systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles  vérifiés  par  les  polynômes   hypersphériques 

(DI9-522). 

Dans  une  Note  précédente.  M.  Appell  a  donné  une  méthode  directe  pour 
former  le  système  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  auquel  satisfont 
les  polynômes  Um,n  d'Hermite;  l'auteur  emploie  ici  une  méthode  analogue 
pour  former  le  système  auquel  saiisfont  les  polynômes  d'Hermite  généralisés 
dans  l'espace  à  //  dimensions,  définis  par  M.  Appell. 

Humbert  \  P.  ).   —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  véri- 
fiées par  les  polynômes  d'Hermite-,  déduits  d'une  exponentielle 

(  522-523  ). 


Si  l'on  pose 
et 


»  ( x,  y)  =  ax-  -+-  a  bxy  -t-  cy- 

()'"     "  t 

lh,i.n(X.  K)  =  (—  ')"'   '   "P-- 


x  •  <n 


on  définit  ainsi  les  polynômes  !!,«,«,  qui  vérifient  deux  équations  aux  dérivées 
partielles,  linéaires  et  homogènes,  du  second  ordre.  L'auteur  établit  ces  équa- 
tions, ainsi  que  leurs  solutions  fondamentales,  suivant  le  procédé  employé  par 
M.  Appell  pour  les  polynômes  V„i.n  d'Hermite. 

Goarsat  (E.).  —  Sur  le  problème  de  Backlund  (547~5.5o}. 

Ce  problème  consiste  à  déterminer  deux  multiplicités  d'éléments  de  contact,  qui 
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se  correspondent  de  telle  sorte  qu'entre  les  éléments  correspondants  il  existe 
quatre  relations  distinctes;  l'auteur  remarque  qu'il  se  ramène  à  trpuvcr  les 
multiplicités  intégrales  à  2  dimensions  d'un  système  de  Pfaff  à  6  variables. 

11  en  déduit  des  théorèmes  remarquables  sur  les  transformations  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  dites  de  Bàcklund. 

Carton   {£■)■  —  Sur  les  variétés  de   Riémann    à   3   dimensions 

(55o-55 1). 

Une  variété  à  3  dimensions,  d'un  espace  euclidien  à  n  dimensions,  est  dite 
de  Riemann  si  son  ds-  est  de  courbure  constante  et  égale  a  +1.  L'auteur  fait 
de  ces  variétés  une  étude  parallèle  à  celle  des  variétés  de  Beltrami.  étudiées 
dans  sa  Note  précédente  (voir  plu>  haut). 

Giraud  (G.).  —  Sur  le  rattachement  à  la  théorie  des  tondions 
hyperabéliennes  d'une  certaine  équation  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre,  avec  généralisation  à  un  nombre  quelconque 
de  variables  (627-629)". 


L'équation 

il-  11         <)- u\  l <'-  «         tPu\  ')-/'  d-u 

dx*         dv*  '  '   dz-  ~*~  ~ol 


I   d'lu  dPu    y        1    <)'■  a  d-u    \- 

\dxdz        or  dt  )         \dxdt         dy  dz) 

déjà  rencontrée  par  l'auteur  dans  l'élude  des  groupes  hyperfuchsiens,  admet  une 
intégrale  uniforme  sur  la  surface  fondamentale  d'un  groupe  hyperabélien  ; 
l'auteur  donne  l'expression  de  cette  intégrale  et  indique  divers  groupes  qui  se 
prêtent  à  la  construction  de  fonctions  «,  analogues  à  la  précédente,  et  satisfont 
à  une  équation  du  second  ordre  à  n  variables. 

Angelesco  {A.).  —  Sur  l'approximation  simultanée  de  plusieurs 
intégrales  définies  (t>2()-63i). 


rb 

lieu  1er    /      / 
J  a 


Si.  pour  calculer    /      f (x)  k(x)  dx   (k    gardant    un   signe    constant),    on 
J  a 
remplace /(.r)  par  un  polynôme  <p(x)  qui  prend  les  mêmes  valeurs  que/(.r) 

pour  n  valeurs  de  x  entre  a  et  b,  on  obtient  une  valeur  approchée  de  l'inté- 
grale, étudiée  par  Gauss,  qui  a  donné  le  moyen  d'obtenir  ainsi  la  meilleure 
approximation. 

L'auteur  étend  la  méthode  de  Gauss,  sous  la  forme  que  lui  a  donnée  M.  Appell. 
au  cas  où  l'on  a  plusieurs  intégrales  dont  on  veut  calculer  simultanément  la 
meilleure  approximation. 

Riquier.    —   Sur  une  propriété   des  fonctions  analytiques  d'un 
nombre  quelconque  de  \ariables  imaginaires  (63 1-633). 

L'auteur  revient,  pour  le  préciser,  sur  le  théorème  qu'il  a  énoncé  au  sujet 
d'une  condition  suffisante  pour  qu'une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de 
variables  imaginaires  soit  identiquement  nulle  (Comptes  rendus,  t.  164,  1917, 
p.    3y8). 
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Carvallo  i  E.  i.      -  Sur  L'annulation    lu   coma  dans    les  Lentilles 
(64i-644); 

L'auteur  indique  une  théorie,  pour  les  calculs  des  lentilles  achromatiques,  qui 
conduit,  à  des  formules  uouvelies  et.  qui  permet  l'annulation  du  corna,  sans 
faire  intervenir  la  formule  «les  sinus  d'.-Vbhe. 

Gau  ( E.).  —  Sur  les  caractéristiques  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  (679-678  |. 

L'auteur  démontre  que  :  Étant  donnée  une  équation  (E)  du  second  ordre,  a 
deux  variables  indépendantes,  si  l'on  connaît  deuv  équations  formant  avec  (E)  un 
système  en  involution,  pour  le  même  système  de  caractéristiques,  sur  toute 
surface  intégrale  de-(E)  les  caractéristiques  de  ce  système  s'obtiendront  par 
deux  quadratures. 

Drach  (J.)-  —  Sur  les  groupes  complexes  <lr  rationalité  et  sur 
l'intégration  par  quadratures  (  -  \\--  {(> }. 

_  L'auteur  observe  « | ne  le  groupe  de  ration. dite  il")  d'une  équation  hux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  à  n  invariables  indépendantes,  est  en 
général  un  groupe  complexe,  c'est-à-dire  forme  d'un  noyau  (l'0)  qui  est 
engendré  par  des  transformations  infinitésimales  au  sens  de  Lie,  et  d'un 
groupe  fini  de  transformations  permutables  avee  (1%).  Cette  remarque  entraine 
des  conséquences  importantes  dans  l'étude  des  cas  de  réduction  de  l'équation; 
l'auteur  en  signale  quelques  exemples. 

Ln  particulier,  il  en  déduit  l'existence  de  catégories  nouvelles  d'équations 
diltérentielles  intégrables  par  quadratures,  tandis  que  les  équations  connues 
jusqu'à  présent  eorresp  oïdaient  au  ci-  où  le  groupe  de  rationalité  est  un 
groupe  de  Lie  engendré  par  ses  transformations  infinitésimales. 

Latesco  i  T.).  —  Sur  les  fonctions  polygonales  périodiques  (~  \^- 
748). 

L'auteur  désigne  ainsi  les  fonctions  dont  le  diagramme,  entre  o  et  .•-,  est 
composé  de  segments  rectilignes  formant  une  ligne  brisée.  Il  démontre  deux 
résultats  au  moyen  desquels  il  est  facile  de  former  le  terme  général  du  déve- 
loppement de  Fourier  d'une  pareille  fonction,  et  en  tire  quelques  conséquences 
pour  la  théorie  générale  des  fonctions  continues  d'une  variable  réelle. 

Garnier  <  IL).  —  Solution  élémentaire  du  problème  de  l'inversion 
des  fonctions  elliptiques  (748-730). 

Étant    donnée      une    intégrale    elliptique     J(~),    de    périodes     (203,.    2W,), 

M.   Goursat  a  démontré  que  le  symbole  p  [J(.s)  \  2Û1,2(i>J]   est   une    fonction 

rationnelle  R(-s);   tout  revient  à  démontrer  que  R  est  d'ordre  1.  L'auteur  le 

démontre  d'abord  pour  les  valeurs  très  petites  du  paramètre  figurant  dans  J  (s), 

"  puis  étend  eu  résultat  au  cas  général  au  moyen  de  la  transformation  de  Landen. 
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Goormaghligh  ('/?.).  —  Généralisations  des  théorèmes  de  Jamet 
sur  la  courbure  des  courbes  triangulaires,  des  courbes  et  des 
surfaces  tétraéd  raies  symétriques  (  -vt  i--o3). 

L'auteur  énonce  une  série  de  propositions  qui  comprennent  comme  cas  par- 
ticuliers les  théorèmes  publiés  parjamel  {Annales  de  l'École  Normale 
supérieure,  3*  série,  t.  4,  supplément). 

Petrovitck  (M.).   —  Détermination  spectrale  de  fonctions  (774* 

776). 

L'auteur  montre  par  des  exemples  qu'une  fonction  /(s)  peut  être  complè- 
tement déterminée  dans  une  région  du  plan  des  ~  par  une  seule  donnée  numé- 
rique E,  et  par  l'adjonction  de  quelques  conditions  complémentaires  d'une 
nature  qualitative;  dans  les  exemples  cités,  ces  conditions  sont  relatives  à  la 
qualité  arithmétique  des  coefficients  du  développement  en  série  de  f{z) 
(nombres  entiers  inférieurs  à  100  par  exemple),  et  le  nombre  E  est  une 
fraction  décimale  périodique  qui  intervient  justement  par  l'ordre  de  succession 
de  ses  divers  chiffres  décimaux. 

Hinnbert  (P.).  —  Sur  les  surfaces  de  Poincaré  d'ordre  6  (77'»- 
778). 

M.  Liapounov  a  énoncé Thypolhese  qu'il  ne  peut  exister  plus  d'une  surface 
de  Poincaré,  correspondant  a  une  vitesse  angulaire  donnée,  au  voisinage  d'un 
jacobien  critique  donné;  il  n'a  pu  vérifier  cette  assertion  que  pour  les  sur- 
faces d'ordre  4  et  celles  d'ordre  très  grand;  l'auteur  la  vérifie  ici  pour  l'ordre  6. 

Drach  («/.).  —  Intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
de  la  dynamique  des  fluides  (V)43~945). 

Dans  le  mouvement  d'un  fluide,  permanent,  irrotationnel  et  parallèle  à  un 
plan  fixe,-  le  potentiel  des  vitesses  9  satisfait  a  une  équation  que  l'auteur 
ramène  à  la  forme 

v  (1  —  p2)  r  —  ipqs  -+-  (1  —  q-)  t  =  o. 

Or  cette  équatjon  se  déduit  elle-même,  par  une  transformation  simple,  de  celle 
des  surfaces  minima  et  se  ramène  à  une  équation  de  Darboux  à  invariants 
égaux;  la  détermination  de  la  fonction  de  Hiemann  s'effectue  au  moyen  de 
quadratures. 

Buhl  {A.).  —  Sur  l'extension,  aux  intégrales  multiples,  du  théo- 
rème concernant,  l'échange  .de  l'amplitude  et  du  paramètre  dans 
les  intégrales  hyperelliptiqties  (  C)j6-()/\S). 

En  appelant  P(.r)  un  polynôme  de  degré  quelconque,   la  transformation 

v  _  \/p(x)p<r)      y  =  r    dx  •_  ry  dY 

~ï~^rz      '  .  '..    P(x)      !..    P(k)' 


x  —y 
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appliquée  à   l'identité  /   Xdy  =   I    I    dX  d\ ,   permet   d'obtenir    une  formule 

dont  les  applications  sunt  liés  diverses  et  tics  importantes;  Hermite  en  a  déduit 
la  possibilité  de  l'échange  de  l'amplitude  et  du  paramètre  dans  les  intégrales 
hyperelliptiqu.es.  En  partant  de  formules  analogues,  mais  pour  n  variables, 
l'auteur  aboutit  à  une  formule  qui  permet  de  généraliser  les  résultais 
d'Hermite. 

Lambert  (A.).  —  Sur  certains  polynômes  ><•  rattachant  aux  coef- 
ficients <!«•  Laplaee  (  9  {«s  9  \<j  i. 

Les  coefficients  bj1  .  qui  interviennent  dans  le  développement  de  la  fonction 
perturbatrice,  se  calculent  au  moyen  de  deux  d'entre  eux  par  la  relation 

/>/■  -  \\b<»  +iy/(i  . 

1'  et  Q  étant  des  polynômes  par  «apport  il  un  paramètre  r(.  Ces  polynômes 
satisfont  à  des  relations  de  récurrence  qui  permettent  de  les  calculer:  l'auteur 
en  indique  une  très  simple,  d'où  il  suit  que  f\  et  Qk  se  déduisent  de  Pl4, 
,l  Qi+i  Par  'es  opérations  de  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  ces 
deux  derniers. 

Hamy  (M.).  —  Sur  la  diffraction  des  images,  solaires  (978-979). 

Lauteur  indique  la  position,  au  point  de  vue  mathématique,  de  l'étude  du 
bord  optique  de  l'image  solaire  donnée  par  une  lunette  dont  l'objectif  est 
réduit,  par  un  diaphragme,  à  une  lente  longue  et  très  étroite. 

Valiron.  —  Les  propriétés  générales  des  fonctions  entières  et  le 
théorème  de  M.  Picard  (988-991). 

Soient  une  fonction  entière  /(  z  )  —  -i'.n  z",  M(r)  le  maximum  de  son  module 
pour  |;|  =  r;  l'auteur  démontre  que  le  rapport  de  MO)  au  maximum  A<>)  de 
la  partie  réelle  de /(.s),  pour  (  z  )  =  r.  tend  vers  l'unité  lorsque  /croit  indéfi- 
niment à  I  intérieur  des  intervalles  ordinaires.  Il  en  déduit  une  démonstration 
nouvelle  du  théorème  de  M.  Picard  ainsi  que  d'autres  conséquences  relatives 
en  particulier  à  la  régularité  des  solutions  entières  des  équations  différentielles 
à  coefficients  rationnels. 

Mesnager.    —   Courbes  définies  par  des  séries.   Avantages  d'un 
changement  de  définitions  (991-994). 

71  =  » 

Soit  une  courbe  définie  par  v  =    >     o(x,n);  on  définit  d'habitude  la  valeur 

n  =  \ 

\ 

dey,  pour  une  abscisse  donnée,  comme  limite  de  7    ?  (x,  n)  =  /(x,  N),   quand 

1 
N    tend    vers    l'infini.    L'auteur   propose    de    définir    la    courbe  par    l'ensemble 

dérivé  des  points  des  courbes  y  =/( x,  N )  ;  il  montre  sur  un  exemple  l'avan- 
tage de  sa  définition,  qui  permet  d'éliminer  des  singularités  tenant  à  la  manière 
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d'obtenir  la   limite,  c'est-à-rlire  à  la  directioi  des  axes  de  coordonnées,  et  non 
à  la  nature  même  de  la  question. 

Guichard  (C).  —  Sur  une  série  de  surfaces  à  courbure  totale 
constante  telle  que  leurs  lignes  de  courbure  forment  un  réseau 
du  type/? A',  — pB'  (1017-1022). 

L'auteur  >e  propoie  de  déterminer  ceux  de  ces  réseaux  qui  correspondent  à 
une  équation  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace  ;  ils  appartiennent  à  deux 
types,  dont  un  seul  est  étudié  ici;  l'auteur  en  déduit  le  moyen  de  former  des 
surfaces  nouvelles  en  ramenant  ce  problème  à  celui  qu'il  a  traité  k  la  fin  de  sa 
Note  sur  les  courbes  p  fois  isotropes  (Comptes  rendus,  t.  166,1918,  p.  36o). 

Fatou  (P.  ).  —  Sur  les  suites  de  fonctions  analytiques  (  to2f-i  02*)) . 

Soit  une  fonction  f(  z),  liolomorphe  et  uniforme  dans  un  domaine  D,  où  elle 
prend  des  valeurs  distinctes  pour  des  valeurs  de  z  distinctes,  sans  jamais  passer 
par  la  , valeur  a:  l'auteur  énonce  le  théorème  suivant:  Si  l'on  désigne  par  M 
et  m  le  maximum  'et  le  minimum  de\  f  (z)  — a\  dans  un  domaine 
fermé  complètement  intérieur  à  D,  on  a  m  >  Mq,  q  étant  un  nombre 
positif  qui  ne  dépend  pas  de  la  fonction  f,  mais  seulement  de  la  figure. 

Il  énonce  également  une  propriété  des  suites  de  fonctions  tendant  uniformé- 
ment vers  a,  et  en  indique  quelques  conséquences  importantes  dans  le  pro- 
blème de  l'itération  des  fractions  rationnelles. 

Julia  (G.).  —  Sur  les  surfaces  définies  par  une  propriété  ciné- 
matique (1 026-1 028). 

M.  Eisenhart  a  démontré  que  les  cylindres  et  les-conoïdes  sont  les  seules 
surfaces  réglées  qui  puissent  être  engendrées  par  le  déplacement  d'une  courbe  C, 
de  forme  invariable,  de  façon  que  tout  point  de  C  décrive  une  droite  de  la  sur- 
face. L'auteur  montre  qu'on  peut  obtenir  facilement  ce  résultat  par  une  méthode 
géométrique,  basée  sur  le  procédé  par  lequel  Darboux  a  trouvé  les  mouvements 
dans  lesquels  tous  les  points  d'un  solide  décrivent  des  courbes  planes. 

Vessiot  (&•)•  —  Sur  un  invariant  intégral  de  l'Hydrodynamique 
el  sur    son    application    à    la    théorie    de    la    relativité   générale 

(io65-io68). 

L'auteur  s'occupe  spécialement  d'un  milieu  continu  à  deux  dimensions 
glissant  sur  un  plan;  il  montre  qu'une  certaine  intégrale  double  (\x)  sera  un 
invariant  intégral  du  mouvement  si  l'équation  de  continuité  est  vérifiée  et 
dans  ce  cas  seulement.  Ce  résultat  s'étend  d'ailleurs  aisément  à  l'espace,  en 
prenant  pour  (u.)  une  intégrale  triple.  En  écrivant  l'invariance  de  (u.)  dans  une 
variation  infinitésimale  virtuelle  du  milieu,  on  obtient  des  équations  qui  per- 
mettent d'appliquer  le  principe  d'Hamilton,  généralisé  par  Lorentz,  à  la 
recherche  des  équations  du  mouvement  d'un  fluide  sans  viscosité,  dans  la 
théorie  de  la  relativité  générale  et  de  la  gravitation  d'Einstein. 

E.  G  AU. 
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ANNALES  SCIENTIFIQUES   DE   L'ÉCOLE   NORMALE    SUPÉRIEURE, 

3'    série.   Tome  \\l\.    191a  1  '  I. 

Garnier  (/?•).      -   Sur  «les  équations  différentielles  du  troisième 

ordre  donl  l'intégrale  générale  esl   uniforme  <ï  sur  une  classe 

d'équations  qou>  elles  d'ordre  supérieur  dont  l'intégrale  générale 

a  ses  points  critiques  fixes  \  i-i>.'i  ci  errata  y.  588).. 

Thèse  analysée  dans  >■<■  Bulletin,  1.   XXXVI,    1912,  première  Partie,   p.  11  >. 

Villat  (Hcni'i).         Sur  le    mouvemenl    discontinu    il  un    fluide 
< l;< h ^  un  canal  renfermanl  un  obstacle  1  1  27-197  |. 

Dans  une  première  Partie  esl  traité  le  cas  généraj  du  mouvemenl  plan.  dis- 
continu, permanent,  irrotationnel,  que  peut  prendre  un  fluide  dans  un  canal 
donné  contenant  un  obstacle  doûJié.  Les  méthodes  employées  sont  analogues  a 
telles  qui  interviennent  dans  un  autre  Mémoire  du  même  auteur  (Ânn.  Éc. 
Norm.,  3e  série,  t.  XXVIII  1.  I  ne  deuxième  Partie  est  consacrée  à  l'étude  plus 

approfondie  de  l'intégrale  générale  du  problème.  Dans  troisième  Partie  esl 

exposée  une  méthode  convenant  spécialement  au  cas  où  le  mouvement  est 
symétrique  par  rapport  à  un  axe  :  les  fonctions  elliptiques  de  Jacobi  s'intro- 
duisent alors  d'elles-mêmes,  au  lieu  de  celles  de  Weierstrass. 

Vergne  (  //.  1.  —  Sur  un  cas  particulier  <lc  développement  d'une 
fonction  en  série  «le  fonctions  données  à  l'avance  |  [99-208  1. 

L  auteur  démontre  que  :  Etant  donnée  une  suite  fermée  de  fonctions 
périodiques  de  périodes  1.  »0(a:),  <ol{<c),  ...,  -jJx),  ...  possédant  en  tous 
points  des  dérivées  premières  et  secondes  développables  en  séries  de  Fourier 
uniformément  convergentes,  si  le  système  des  dérivées  premières  est  ortho- 
gonal, toute  fonction  périodique  f  (x)  de  même  période  1,  admettant  une 
dérivée  première  de  carre  inlégrable,  est  développable  suivant  les  fonc- 
tions »v(j;) —    /      •;. _(  E  ,  d\  en    une   série  absolument   et   uniformément  con- 

vergente.  Il  donne  ensuite  une  application  à  la  théorie  des  ondes  liquides  par 
émersion. 

Vcssiot  (VT,  ).  —  Sur  la  réductibilité  et  l'intégration  des  systèmes 
complets  (  209-278  1. 

I  n  s\  sterne  complet  (  A)  • 

\->  dt 

7    \Ax. i:„  )  -^—  —  0        ( k  =  1 ,  2 7  ) 

— -  r)x, 


1  1   Voir  Bull,  des  Se.  math.,  1.  XLII,   1918,    >'-  Partie,  \>.  -■>. 
Bull,  des  Sciences  malhém.,  2'  série,  t.  XL1V.  (Février  19  o.) 
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étant  donné,  Al.  Vessiot  introduit  le  groupe  {g)  des  transformations  en  .r, 
x^  . . .,  xn  qui  admettent  pour  in  variant  chaque  solution  de  (A),  et  le  groupe  (G)' 
des  transformations  qui  laissent  invariant  (A),  en  permutant  ses  solutions  (ou 
ses  caractéristiques). 

Donner  (A),  c'est  donner  les  équations  de  définition  de  (G).  Intégrer  (À), 
c'est  trouver  celles  de  (g).  L'intégration  de  (A)  est  donc  un  cas  particulier  du 
problème  suivant  :  étant  données  les  équations  cie  définition  d'un  groupe, 
trouver  celles  d'un  de  ses  sous-groupes  invariants. 

Un  système  (A)  sera  dit  récluctib/e  ou  spécial  dans  un  domaine  de  rationa- 
lité (R)  s'il  existe  un  groupe  intermédiaire  [contenu  dans  (G)  et  conte- 
nant (g)]  dont  les  équations  de  définition  sont  rationnelles  dans  (  R  ).  Le 
groupe  spécifique  est  le  plus  petit  de  ces  groupes  intermédiaires.  Le  groupe  de 
rationalité  est  celui  qui  exprime  la  loi  d'échange  des  caractéristiques  de  (A) 
par  le  groupe  spécifique. 

M.  Vessiot  parvient  à  construire  les  types  de  systèmes  comjilets  réductibles. 
Il   montre  l'équivalence  entre  sa  notion   de  réductibililé  et    celle   de  M.  Drach. 

L'auteur  parvient  encore  à  des  résultats  intéressants  par  l'introduction  des 
systèmes' complets  prolongés  issus  de  (A).  Enfin  il  étudie  la  réduction  du 
groupe  spécifique  par  voie  d'adjonction.        ^ 

Ce   Mémoire  traite  surtout  le  cas   où    les  groupes  de  rationalité  sont  infinis. 

Alezais  (R-)-  —  Sur  la  composition  de  transformations  linéaires 
de  fonctions  0  (,279-304  )• 

Ce  Mémoire  a  pour  but  d'apporter  quelques  compléments  a  la  Thèse  de 
l'auteur.  Dans  cette  Thèse  ont  été1  calculées  certaines  transformations  de  fonc- 
tions 6  abéliennes  à  trois  variables.  M.  Alezais  ramène  ici  ces  transformations 
à  quatre  transformations  fondamentales  ;  il  donne  en  outre  des  méthodes  pour 
calculer  un  produit  quelconque  de  ces  quatre  transformations.  Quelques  résul- 
tats complémentaires  terminent  le  travail. 

Delassus  (Et.).  —  Sur  les  liaisons  et  les  mouvements  des  sys- 
tèmes matériels  t  3o5-36o,  1. 

M.  Delassus  établit  une  distinction  fondamentale  des  liaisons  en  directes  ou 
indirectes,  suivant  qu'elles  ne  nécessitent  pas  ou  qu'elles  nécessitent  l'inter- 
vention d'un  système  auxiliaire.  Dans  ce  dernier  cas,  on  suppose  souvent  que 
les  masses  des  parties  de  ce  dernier  système  sont  nulles,  et,  dans  l'application 
du  principe  des  travaux  virtuels,  on  élimine  les  paramètres  correspondants 
M.  Delassus  montre,  par  des  exemples  simples,  que  ce  procédé  n'est  pas  tou- 
jours légitime,  et  que  les  mouvements  réels  peuvent  ou  bien  être  plus  géné- 
raux que  ceux  fournis  par  ce  procédé,  ou  bien  même  être  complètement  diffé- 
rents de  ces  derniers.  Alors  s'introduit  la  distinction  des  liaisons  réalisées  en 
parfaites  ou  imparfaites  :  la  réalisation  d'une  liaison  analytique  donnée  est 
parfaite,  si  les  équations  d'ordre  s  indépendantes  des  dérivées  d'ordre  s  des 
paramètres  du  système  auxiliaire  sont,  quel  que  soit  .s.  les  mêmes  dans  la 
liaison  donnée  et  dans  la  liaison  réalisée.  Pratiquement,  il  suffit  de  faire  la  véri- 
fication  pour  s  =  •>,  la  liaison  étant  du  premier  ordre.  M.  Delassus  admet  que 
toute  liaison  finie  ou  linéaire  du  premier  ordre  (parTapport    aux  paramètres) 
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admet   au   moins  une  réalisation    linéaire  parfaite.    Les  liaisons  non  linéaires, 
considérées  par  M.  Appel  1,  n'admettent,  selon  les  raisonnements  de  M.  Delassus, 

aucune  réalisation  parfaite. 

L'auteur  étudie  alors  les  réalisations  d'une  liaison  donnée  et  les  mouvements 
obtenus  dans  ces  différentes  réalisations. 


Roy  1  L.  ).  —   Recherches  sur  La  dynamique  du  lil  flexible  (371- 
429). 

Ce  Mémoire  est  une  étude  du  mouvement  des  Gis  flexibles,  en  tenant  compte 
de  la  viscosité  et  de  la  température.  Il  y  est  fait  grand  usage  des  méthodes  de 
M.  Duliem  relatives  aux  fluides.  Après  un  premier  Chapitre  consacre1  à  l'éta- 
blissement des  équations  générales  'lu  mouvement,  l'étude  îles  discontinuités 
du  premier  ordre  et  d'ordre  supérieur  forme  la  matière  de  trois  Chapitres.  Un 
dernier  Chapitre  est  consacré  aux;  petits  mouvements  autour  d'une  position 
d'équilibre  :  le  problème  de  la  corde  vibrante  y  est  complètement  traité,  en 
tenant  compte  de  la  viscosité. 

Bernstein  (S.).  —   Sur  les  équations  du   calcul   des   variations 
(431-485). 

Dans  ce  travail,  les  équations  différentielles,  ou  aux  dérivées  partielles,  'In 
calcul  des  variations  sont  considérées  directement;  le  calcul  des  variations 
n'intervient  guère  que  comme  application. 

Dans  une  première  Partie  son!  étudiées  les  équations  différentielles,  en 
nombre  quelconque,  qui  interviennent  dans  ces  problèmes.  <>n  y  trouve  diverses 
propositions  sur  le  nombre  des  trajectoires  de  ces  équations  qui  passent  par 
deux  points  donnés.  Une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  M.  Painleve 
sur  les  équations 

y"i=fi(x, yp  ...,y,,.y\,  ••.,/»)      (*=i,.a,  •••,«), 

dans  le  cas  où  |/,|<  k(y'*  -t-; . .+}  ',}  ».  k  ne.  dépendant  que  de  x,  yt,  . ..,  y„. 
résulte  aussi  de  cette  étude. 

Dans  une  deuxième  Partie  sont  étudiées  les  équations  aux  dérivées  partielles 
.1  deux  variables  indépendantes,  du  type  elliptique.  L'auteur  revient  sur  des 
propositions  démontrées  antérieurement  par  lui.  notamment  dans  les  Matlie- 
matische  Annalen.  t.  L\I\.  Certains  problèmes  aux  limites  (analogues  à 
celui  de  Dirichlet)  conduisent  a  des  conclusions  différentes  suivant  que  le  con- 
tour est  convexe  ou  non.  Les  problèmes  d'extrémum  correspondants,  relatifs  à 
des  intégrales  doubles,  peuvent,  par  suite,  n'avoir  pas  de  solution. 

Montcl  (P.)-  —  Sur  le"-  familles    de   fonctions  analytiques  qui 
admettent  des  valeurs  exceptionnelles  dans  un  domaine  (  {87- 

535  >. 

Les  familles  normales  s'ont,  par  définition,  des  familles  de  fonctions  holo- 
morphes  dans  un  domaine  D,  et  telles  que  de  toute  suite  infinie  de  fonctions 
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delà  famille,  on  puisse  extraire  une  suite  nouvelle  uniformément  convergente 
dans  tout  domaine  intérieur  à  D.  Un  des  exemples  les  plus  généraux  de  familles 
normales  que  M.  Montel  donne  dans  le  premier  Chapitre  de  ce  travail  est 
celui  des  familles  de  fonctions  ne  prenant  pas  la  valeur  o  ni  la  valeur  i  dans  D. 
Les  familles  de  fonctions  ne  prenant  qu'un  nombre  fini  de  fois'les  valeurs  o 
et   i  ont  des  propriétés  voisines. 

Dans  le  Chapitre  II  sont  retrouvés,  à  l'aide  de  ces  notions,  les  théorèmes  de 
M.  Picard  sur  les  valeurs  que  peut  prendre  une  fonction  entière,  ou  une  fonc- 
tion uniforme  dans  le  voisinage  d'un  point  essentiel  isolé,  ainsi  que  les  géné- 
ralisations dues  à  MM.  Lindelôf,  Landau,  Scholtky,  P.  Lévy.  M.  Montel  ajoute 
lui-même  d'autres  généralisations,  relatives  par  exemple  à  des  ensembles  dis- 
continus de  points  singuliers. 

Dans  un  dernier  Chapitre  est  étudiée  la  convergence  des  séries  de  fonctions 
holomorphes.  Différentes  propositions,  dues  à  plusieurs  auteurs  y  sont  rattachées 
à  un  même  théorème  : 

Si  une  suite  infinie,  de  fonctions,  appartenant  à  une  famille  normale 
dans  I>,  converge  en  une  infinité  de  points  intérieurs  à  D  dans  leur 
ensemble,  elle  converge  dans  l>:  et  la  convergence  est  uniforme  dans  l'inté- 
rieur de  1». 


Boussinesq  \  .1 .  |.  --  Complément  à  un  récent  Mémoire  intitulé  : 
«  Sur  les  principes  de  la  Mécanique  el  sur  leur  applicabilité  à 
des  phénomènes  qui  semblent  mettre  en  défaul  certains  d'entre 

eux  »  (  537-587  ). 

Le  Mémoire  auquel  le  titre  renvoie  figure  dans  le  Tome  XXVII  du  même 
Recueil.  M.  Boussinesq  s'attache  d'abord  à  trouver  des  images  illustrant  pour 
notre  esprit  le  fait  de  l'action  instantanée  à  distance  de  la  pesanteur  et  des 
forces  moléculaires,  et  le  fait  que  les  équations  de  la  Mécanique  sont  du  second 
ordre.  Il  insiste  sur  les  erreurs  que  peuvent  entraîner  les  hypothèses  expéri- 
mentales approchées,  et,  dans  une  Partie  plus  particulièrement  mathématique, 
donne  deux  exemples  relatifs  au  mouvement  dans  un  fluide  visqueux,  l'un  d'une 
sphère,  l'autre  d'un  cylindre  indéfini  :  les  paradoxales  conclusions  obtenues 
tiennent,  d'après  AI.  Boussinesq,  à  l'hypothèse  de  la  conservation  des  volumes, 
et  peut-être  à  celle  des  frottements  intérieurs  fonctions  des  seules  vitesses. 
Enfin  M.  Boussinesq  étend  au  calcul  de  la  résistance  éprouvée  par  un  ellipsoïde 
dan*  une  translation  uniforme  au  travers  d'un  fluide  visqueux  une  méthode 
qui  a  réussi  pour  la  translation  variée  d'une  sphère. 

3e  série,  Tome  XXX.  io,i3. 

Riquier  (C):  -■  Sur  l'existence  d'intégrales  satisfaisant  à  des 
conditions  données  !<•  long  d'un  contour  (9-52). 

Ces  conditions  sont  relatives  aux  valeurs  prises  par  les  intégrales  et  certaines 
de   leurs  dérivées    calculées  suivant  les   courbes  d'une    famille   donnée  coupant 
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sans  contact  le  contour  donné.  Les  intégrales  doivent  seulement  Tue  analy- 
tiques el   régulières  au  voisinage  du  contour. 

Les  équations,  dont  on  cherche  les  intégrales  de  cette  nature,  sent  des 
systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles,  en  nombre  égal  à  celui  îles  fonctions 
inconnues,  linéaires,  et  d'ordres  quelconques;  les  variables  indépendantes  sont 
au  nombre  de  deux. 

L'auteur  introduit  une  forme  algébrique  binaire  dont  le  degré  esl  la 
ennuie  des  ordres/.,.  /,..  .  ...  k  du  système  par  rapport  aux  fonctions  incon- 
nues uv  a, h,.  Si  les  droites  représentées  par  la  forme  sonl  huile-,  ima- 
ginaires, le  système  proposé  admet  un  et  un  seul  système  d'intégrales  prenant 

ainsi  que  leurs  kt-  i,kÀ—i /•..-- >  premières  dérivées  suivant  la  direction 

donnée,  des  valeurs  données,  le  contour  étant  bien  entendu  régulier,  ainsi  que 
les  coefficients  du  système  et  les  valeurs  données. 

Potron  i  1/.  i.  Quelques  propriétés  des  substitutions  linéaires  à 
coefficients  p,  et  leur  application  aux  problèmes  de  La  produc- 
t ion  el  «les  salaires  (  .'>.'>--(>  i. 

Ce  travail  comporte  une  partie  purement  mathématique  et  une  partie  con- 
cernant l'application.  La  première  traite  de  l'extension,  au  cas  où  les  coeffi- 
cients sont  =  o,  de  curieuses  propositions,  dues  à  MM.  Perron  et  Frobcnius, 
concernant  la  recherche  de  formes  linéaires  à  coefficients  >  o  qu'une  substi- 
tution donnée  à  coefficients  b  "multiplie  par  un  facteur  constant.  La  seconde 
donne  un  moyen  de  reconnaître  si  l'on  peut  trouver  un  régime  de  production, 
de  consommation  et  de  salaires  pouvant,  dans  des  hypothèses  données,  rentrer 
dans  diverses  catégories  qualifiées  par  l'auteur  de  satisfaisantes,  simplement 
satisfaisantes,  semi-satisfaisantes,  ou  d'effectivement  satisfaisantes. 

Bachelier  (L»)-  —  Les  probabilités  cinématiques  el  dynamiques 

(77-119). 

Ce  Mémoire  traite  des  problèmes  suivants  : 

Problèmes  cinématiques.  —  L'n  mobile  ayant  une  vitesse  v  de  grandeur 
donnée  et  de  direction  variant  au  hasard,  quelle  probabilité  y  8-t-il  pour  qu'il 
l'instant  t  il  se  trouve  dans  un  élément  de  volume  dx  dy  dz  dé  posi- 
tion ./.»•.  z)  donnée?  Même  question,  la  vitesse  étant  fonction  donnée  de  t. 
Questions  analogues  quand  on  donne  simplement  la  distance  à  l'instant  t  du 
mobile  à  son  point  de  départ,  ou  quand  le  mobile  se  meut  dans  un  plan  ou  sur 
-une  droite.  Cas  où  la  vitesse  a  une  composante  entièrement  donnée  (passant 
par  un  point  fixe  et  proportionnelle  à  la  distance)  et  une  composante  de 
grandeur  donnée  et  de  direction  variant  au  hasard. 

Problèmes  dynamiques.  —  Un  point  étant  soumis  à  une  force  de  grandeur 
donnée  et  de  direction  variable  au  hasard,  probabilité  pour  que,  à  l'instant  t\ 
sa  vitesse,  ou  sa  position,  ou  sa  vitesse  et  sa  position  coïncident  avec  des  élé- 
ments donnés;  cas  où  le  milieu  résiste  proportionnellement  à  la  vitesse;  étude- 
faite  successivement  sur  la  droite,  dans  le  plan,  dans  l'espace.  Problèmes  con- 
cernant un  corps  solide. 
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Aiehen  (A7.).   —  Recherches  sur  le  développement  d'une  fonction 
analytique  en  série  de  fonctions  hypergéo  métrique  s  (121-171). 

Étude  de  développements  tels  que 

/(.r)=   V  anFn{x), 

n  =  0 

où  les  a»  sont  des  constantes,  et  où 


s  = 


A„. ,  r  (  a,+  n  )  .  .  .  V  (a  ■+■  n 


„         .         v^    A  , , ,  1     a.  -+-  n  ;  ...  1     a  -+-  n  )  < 


.9=0 


les  y  +  7  constantes  a  et  ji  n'étant  pas  entières  négatives.  Étude  des  séries 

/<  =  0 

où  les  &„  sont  des  constantes,  et  où 

.1  =  n 

GMU)=  V  (-!){")  ~*  *"+s        </>  =  ?)■ 

5=0  * 

Clairin  («/•)•  —  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  transforma- 
tions de  Bâcklund  (  1 78-192). 

Ce  Mémoire  contient  quelques  résultats  à  ajouter  à  ceux  que  l'auteur  a 
déjà  publiés  dans'sa  Thèse  {Ann.  Éc.  IVorm.,  3e  série,  t.  XIX,  suppl.)  et  dans  un 
autre  travail  {Ann.  -Éc.  Norm.,  3e  série,  t.  XXVII).  Le  plus  important  est  le 
suivant  :  dans  l'infinité  de  transformations,  représentées  analytiqueinent  par 
quatre  équations  entre  les  coordonnées  de  deux  systèmes  d'éléments  du 
premier  ordre,  dont  dérive  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  à  deux  variables  indépendantes,  il  y  a  toujours  une  transformation  de 
Bâcklund  de  première  espèce,  sauf  si  l'équation  donnée  admet  une  intégrale 
intermédiaire  du  premier  ordre  dépendant  d'une  fonction  arbitraire. 

Le  Roux~(J.).  —  Recherches  sur  la  géométrie  des  déformations 
finies  (  193-2  {5  ). 

Ce  Mémoire  contient  l'extension  aux  déformations  finies  "de  l'étude  des 
éléments  du  second  ordre  (torsion  et  flexion)  dans  la  déformation  des  milieux 
continus,  élude  qui  avait  été  faite  antérieurement  {Ann.  Ec.  Nor'm.,  t.  XXVIII, 
191 1)  pour  les  déformations  infinitésimales.  Ce  travail  a  un  caractère  exclusi- 
vement géométrique,  bien  que  l'auteur  ait  eu  en  vue  des  applications  méca- 
niques ultérieures. 

Picard  {E.).  —    Sur  une   classe   de   transcendantes   généralisant 
les  fonctions  elliptiques  el   les  fonctions  abéliennes  (247-253  1. 
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Il  s'agit  des  fonctions  possédant  un  théorème  de  multiplication,  que  AT.  Picard 
a  étudiées  dans  lès  Acta  mathematica  (t.  Wlll  et  XXIII).  M.  Picard  précise 
ici  quelques  points  relatifs  aux  fonctions  d'une  variable,  et  indique  sur  un 
exemple  les- difficultés  qui  se  présentent  avec   les  fonctions  de  deux  variables. 

Bout  roux  (P-)-  —  Recherches  sur  les  transcendantes  de  M.  Pain- 
levé  et  l'étude  asymptotique  des  équations  différentielles  du 
second  ordre  i  >..V>-.>-,Vi. 

Nous  n'avons  ici  que  le  début  (les  trois  premières  Parties)  de  ce  Mémoire 
couronné  par  l'Académie  des  Si  iences  | 

La  première  Partie,  relative  aux  équations  de  Riccati,  s'attache  particuliè- 
rement aux  équations 

(A )  y  - y:-i-.r. 

\   h ' —  s-  =  »*  -f-  I , 

dont  la  seconde  s'intègre  au  moyen  des  fonctions  de  Bessel,  el  donl  la  pre- 
mière (A)  se  ramène  .>  la  seconde  en  faisant  u»=i.  M.  Boulroux  démontre 
que  les  intégrales  ï  de  la  seconde  équation  sont  asymptotes  aux  fonc- 
tions tan^  i  \        \         Ce  mot  asymptote  ayant  un  sens   bien  précis. 

Dans  la  deuxième  Partie  sont  étudiées  des  fonctions  asymptotes  aux  fonctions 
elliptiques,  ce  qui  éclaire  l'allure  des  intégrales  de  la  première  équation  de 
M.  Painlevé. 

Là  troisième  Partie  est  relative  aux  intégrales  tronquées,  c'est-à-dire  à  'elles 
qui  ont  des  pôles- rejetés  à  l'infini,  et  qui  sont  particulièrement  importantes 
dans  cette  étude. 

Rémoundos  i  G.-J.).  —  Sur  les  fonctions  entières  et  algébroïdes; 
généralisation  du  théorème  de  M.  Picard  dans  la  direction  de 
M.  Landau  i  \---.\^\  \. 

Dans  une  première  Partie  l'auteur  donne,  pour  les  fonctions  entières  qui 
admettent  une  valeuï  exceptionnelle,  au  sens  de  M.  Picard,  différente  de  zéro, 
une  proposition  concernant  le  module  minimum  qu'il  étend  aux  fonctions 
.il^ébroïdes  finies  à  distance  finie:  cette  proposition  est  plus  précise  que  celle 
de  M.  Blumenthal  relative  aux  fonctions  entières  quelconques.  Dan-  une 
deuxième  Partie  sont  étendus  aux  fonctions  algébroïdes  finies  à  distance  finie  les 
résultats  de  MM.  Borél  et  Blumenthal  sur  l'égalité  des  degrés  de  croissance  du 
logarithme  du  maximum  de  la  partie  réelle,  du  logarithme  du  minimum  de  la 
partie  réelle  et  du  logarithme  du  module.  Enfin,  l'auteur  étend  la  généralisation 
du  théorème  de  M.  Picard  par  M.  Landau  au  cas  où  z  =  o  est  un  point  cri- 
tique de  la  fonction. 

Raclas  (G.).  —  Sur  la  théorie  des  congruences  de  degré  supé- 
rieur (  .')<) .")-  j  I  2  |. 

L'auteur    donne    les    conditions    pour    que   deux    congruences    ayant    pour 
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module  un  nombre  premier  //  aienl  une  racine  commune  :  il  j  a  p  condi- 
tions, dont  chacune  est  qu'une  somme  de  déterminants  d'ordre  p —  i  soit 
congrue  à  o.  Ensuite  sont  considérées  Jes  congruences  dont  le  module  e>t 
une  puissance  d'un  nombre  premier-;  toutes  les  congruences  peuvent  se 
ramener  à  des  congruences  de  ces  types.  M.  Itados  ('-tend  aussi  ses  raisonne- 
ments à  un  nombre  quelconque  de  congruences. 

Haag  (./.).  —   Sur  certains  réseaux  sphériques  et  les  systèmes 
triples  orl  liogonaux  qui  en  dérivent  <  \  \  3-  \i'r>  ). 

Celle  étude  concerne  les  réseaux  appelés  réseaux  (<r)  dans  la  Thèse  de 
l'auteur,  el  qui  sont  les  réseaux  sphériques  pouvanl  servir  de  représentation 
sphérique  commune  à  toutes  les  surfaces  d'une  famille  de  Lamé.  M.  Haag 
étudie  notamment  les  réseaux  (<r)  comprenant  une  famille  de  cercles,  les 
réseaux  (7)  isothermes,  et  les  réseaux  (7)  représentations  sphériques  de  sur- 
faces à  courbure  totale  constante. 

Picard  (E.).  — :  L'œuvre  de  Henri  Poiricaré  (  (63-482). 

Description  de  l'œuvre  mathématique,  physique,  littéraire  el  philosophique 
du  grand  géomètre. 

Picard  (P.).     -  Sur  la  représentation  conforme  des  aires  ffiulti- 
plement  connexes  i  {83-48-). 

Hésumé  d'une  leçon  faite  par  M.  Picard  sur  celte  question;  la  méthode 
suivie  part  du  point  de  vue  de  AI.  Schottky.  mais  en  se  rapprochant  de  la 
méthode  employée  par  M.  Picard  clans  son  Traité  d'Analyse. 

Delassus  (Et.).  --  Sur  les   mouvements  des  systèmes   matériels 
dépendant    d'un    nombre   fini    «le    paramètres    et   soumis  à  des 

liaisons  d'ordre  quelconque  (  }8Q-5ao). 

M.  Delassus  appelle  ordre  d'une  liaison,  l'ordre  «le  plus.éleyé  des  équations 
différentielles  qui  définissenl  la  liaison,  el  dont  toutes  les  autres  équations 
différentielles  satisfaites  par  la  liaison  peinent  se  déduire  par  dérivation. 

Recherchant  si  l'on  peut  avoir  la  conception,  comme  mouvements  limites  de 
mouvements  obtenus  au  moyen  de  réalisations  physiques  de  plus  en  plus  par- 
faites de  la  liaison,  de  mouvements  où  ne  reste  plus  trace  de  ces  réalisations, 
el  qui  sont  complètement  déterminés  par  les  "valeurs  initiales  des  paramètres 
et  de  leurs  dérivées,  quelles  que  soient  1  s  forces  agissantes,  l'auteur  montre 
que  cela  n'a  lieu  que  pour  les  liaisons  du  second  ordre  au  plus,  à  condition 
qu'elles  soient  linéaires,  du  premier  ordre  si  elles  ne  sont  pas  linéaires. 
M.  Delassus  étudie  ensuite  les  différentes  réalisations  de  liaisons  données. 

Cotton  <  P.  ).  —  Sur  l'instabilité  de  l'équilibre  |  52  i  -56  i  ). 

M.  Cotton  démontre  l'impossibilité  d'un  équilibre  stable  dans  une  position 
d'équilibre  où  la  fonction  des  forces  n'est  pas  maximum,  en  supposant  que  le 
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système  matériel  dépend  de  deux  paramètres  seulement,  que  la  position  d'équi- 
libre est  isolée,  et  que  la  fonction  des  forces  el  la  force  vive  -ont  holomorplies 
dans  le  voisinage  de  cette  position;  aucune  restricti 'est  apportée  relative- 
ment à  la  singularité  de  la  (igné  de  niveau  passant  par  la  position  d'équilibre. 
L'auteur  utilise  des  considérations  sur  l'ordre  infinitésimal  d'une  fonction  de 
deux  variables  dans  un  ojiglet  (sorte  d'angle  à  côtés  curvilignes  ayant  son 
sommet  ii  l'origine 

(  rEORGES  GlRAl  n. 


WWLI   L)I  MATEMATICA   PURA   ED  APPLICATA. 
Série  III.  Tome  XXI,   igi3 

\\  ilezynski  I  E.-J.).  Ricerche  geometriche  intorno  ;il  problema 
dei  tre  corpi  [Recherches  géométriques  à  propos  ilu  problème 
des  trois  corps  |  i  i-3  i  i. 

L'auteur  étudie  des  questions  telles  que  la  suivante  :  l'une  des  surfaces 
réglées  décrites  par  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  trois  corps 
peut-elle  être  développable,  se  réduire  à  un  cylindre? 

Les  résultats  obtenus  le  conduisent  à  reprendre  l'étude  des  solutions  iso- 
seéles  du  problème  des  trois  corps  pour  retrouver,  à  l'exclusion  de  toute  autre, 
les  solutions  de  Lagrange  Me  triangle  étant  alors  équilatéral)  et  celles  de 
Fransèn  (deux  des  masses  égales). 

Ilahn  (Hans).         V  eber  die    A.bbildung   einer   Strecke   auf  ein 
'    Quadral   [Sur   i;i    représentation  d'un    segmenl    sur   un    carré] 
i  33-55  i. 

On  sait  que.  si  celte  représentation  est  biunivoque,  elle  ne  peut  être  con- 
tinue; mais  on  peut,  comme  le  montre  l'auteur,  faire  en  sorte  que  l'abscisse 
du  point  du  carré  varie  continûment  avec  le  point  du  segment  [tout  revient 
à  Construire  une  'f(t)  continue  ne  prenant  que  les  valeurs  comprises  entre  o  et  i 
et  chacune  sur  un  ensemble  fermé  ayant  la  puissance  du  continu]. 

L'auteur  étudie  ensuite  les  représentations  continues  (analogues  à  celles  de 
Peano)  :  les  points  du  carré  qui  correspondent  à  au  moins  deux  points  du 
segment  forment  un  ensemble  ayant  la  puissance  du  continu  et  il  existe  un 
ensemble  partout  dense  de  points  du  carré  correspondant  à  trois  points  du  seg- 
ment. Exemples  de  telles  représentations. 

Kœbe  \  Paul).  —  Das  l  niforniisierungs  theorem  und  seine  Bedeu- 
luno  fur  Funktionentheorie   und   nicfit    euclidische    Géométrie 


(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  t.  X.LIII,    1919,   •'   Partie,  p.  67. 
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[Le  théorème  d'uniformisation  et  sa  signification  pour  la  théorie 
des  fonctions  et  la  géométrie  non  euclidienne]  i  5n-64  >• 

Considérations  sur  les  diverses  formes  que  peut  prendre  le  concept  de  multi- 
plicité générale  de  P.iemann,  en  particulier  relations  avec  les  groupes  de  substi- 
tutions (  T-Gruppe  )  qu'introduit  la  théorie  de  l'uniformisation;  ces  groupes 
s'interprètent  comme  groupes  de  mouvements  de  la  géométrie  non  eucli- 
dienne. 

Stekloff  (W.).   —   Sur  une    formule    générale  d'Analyse  et  ses 
diverses  applications  (Ô5-i2o), 

La'  formule  est  la  suivante  : 
f(x  +  <r)-f(x+h-o)  =  12],    /^'+'/(*)cos(2;'+')/^-a)c/a. 


L'auteur  l'établit  d'abord  de  façon  élémentaire  (en  supposant  l'existence 
de  /'  et  /"):  il  en  donne  deux  autres  démonstrations,  l'une  basée  sur  la  théorie 
des  suites  fermées  de  fonctions  orthogonales,  l'autre  sur  un  théorème  de 
M.  Jordan. 

Il  en  déduit  un  certain  nombre  de  formules  sommatoires,  en  particulier  les 
formules  classiques  de  Poisson,  Dirichlet  et  Euler. 

En  particularisant  dans  ces  formules  la  fonction  f(x),  il  en  tire  les  pro- 
priétés fondamentales  des  nombres  et  polynômes  de  Bernoulli,  de  la  série  de 
Lambert,  des  fonctions  l"  d'ordre  supérieur,  des  fondions  Ç  de  Hiemann,  du 
logarithme  intégral,  etc.  Il  obtient  un  grand  nombre  de  développements  semi- 
convergents  du  genre  de  la  série  de  Stirling;  quelques  exemples  en  montrent 
l'intérêt  pour  le  calcul  numérique. 

Forsyth  (A. -Iï.).  —  The  range  of  minimal  Surfaces  providing  a 
minimum  area  [Les  surfaces  minima  fournissanl  une  aire  mi- 
nimum] (l  2  I  -  I  42  ). 

Etude  de  la  variation  seconde;  élude  des  lignes  conjuguées,  analogues  aux 
foyers  conjugués  daps  le  cas  de  l'èxlrémum  d'une  intégrale  simple. 

Pincherle  {Salvatore).  —  Su  11"  operazione  aggiunta  di  Lagrange 
[Sur  l'opération  adjointe  de  Lagrange]  (1  {3-i5i). 

Étant  donnés  deux  espaces  linéaires  généraux  S  et  S',  soil  une  opération  P 
qui,  à  chaque  couple  formé  par  un  élément  a  de  S  et  un  élément  a'  de  S',  fait 
correspondre  un  élément  (a,  a')  d'un  autre  espace  S".  L'adjointe  A  (par  rap- 
port à  P)  d'une  opération  linéaire  \('a)  sera  définie  par  l'égalité 

(A (H).  a')  =  (a,  Ma')). 

Cas  particuliers  et  applications. 
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Carathéddory  (C).  —  Sur  les  points  singuliers  du  problème  du 
calcul  des  variations  dans  le  plan  <  i  53- 1  7  1). 

L'auteur  a  précédemment  étudié  le  faisceau  des  ex  tréma  les  fortes  passant  par 
un  point  (l),  si  ce  point  est  régulier;  il  nomme  ainsi  un  point  pour  lequel  les 
deux  invariants  W  (x,  y)  et  îl(x,y)  sont  tous  deux  différents  de  zéro.  Les 
résultats  établis  ici  permettent  d'étendre  ces  raisonnements  aux  points  singu- 
liers pour  lesquels  Q.  est  nul,  W  restant  différent  de  zéro;  l'allure  des  extré- 
males  dépend  essentiellement  de  la  forme,  au  voisinage  du  point  considéré,  de 
la  courbe  iî  =  o. 

Levi  {Eugenio-Elia).. —  Sui  criterii  sufficienti  per  il  ma*ssirao 
e  per  il  minimo  nel  Calcolo  délie  variazioni  [Sur  les- critères 
suffisants  pour  le  maximum  ci  le  minimum  dans  le  Calcul  des 
variations  |  (1  ^3-2  iN  ). 

L'auteur  présente  la  méthode  qu'il  emploie  pour  obtenir,  sans  faire  usage  de 
la  notion  de  champ  d'ex  tréma  le,  les  conditions  suffisantes  de  l'extrémum, 
comme  un  retour  aux  méthodes  de  Legendre  et  Jacobi;  mais  il  importe  de 
scinder  la  variation  totale  en  portions  qui  soient  d'allure  inlinitésimale  diffé- 
rentes quand  on  fait  tendre  vers  zéro  seulement  la  distance  maxima  des  points 
de  l'extrémale  et  de  la  courbe  variée. 

Dans  le  cas  de  l'intégrale 

I  =   /      /  (  x,  y,  y'  )  dx, 


l'auteur  y  parvient  grâce,  à  la  formule 

/•■<•„  ...>■... 

E(.r..r:  i\'  -+-ztu',  y')  dx  +  f     '(VKV';i:i 


dx 


donnant    la     variation     totale     de    1    entre    l'extrémale    rt(x)     et     la     courbe 
variée  y{x),  avec 

y  —  f,  =  ;  =  uz„ 

u  étant  solution  de  l'équation  de  Jacobi. 

La  méthode  ainsi  obtenue  permet,  dans  le  cas  de  l'intégrale 


r 


/(•*",  y,  y',  •••,  yW)dx, 
d'aller  plus  loin  que  la  méthode  de  Weierstrass. 

S  char  [Friedrich).  —  Ueber  die  berûhren.den  Strahlennetze  einer 
Stranlenkongruenz  [Sur  les  réseaux  de  rayons  tangents  à  une 
congruence]  (219-224). 

Etude  analytique. 
(l)  Math.  Ann.,  t.  62,  p.  44g. 
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Borel  (Emile).  -  Sur  la  théorie  des  résonateurs  el  la  disconti- 
nuité <Jcs  solutions  de  certains  systèmes  différentiels  (223-232). 

Kn  modifiant  l'équation  différentielle  d'un  résonateur  linéaire, 

par  adjonction  au  second  membre  d'un  terme  \t,  l'allure  de  l'intégrale  se 
trouve  entièrement  modifiée,  quelque  petit  que  soit  /.  :  elle  cesse  d'être  pério- 
dique.  L'auteur  étudie  de  même  le  cas  ou   le  mou  veinent  n'e^t  pas  linéaire. 

Ces  exemples  très  frappants  d'équations  différentielles,  où  une  modification 
infiniment  petite  change  entièrement  l'allure  des  solutions,  peuvent  se  ratta- 
cher à  l'étude  de  l'émission  ou  absorption  d'énergie  par  un  résonateur. 

Stéphanos  ((  Sur  une   propriété  caractéristique  des  déter- 

minants i  233-236  ). 

11  s'agit  du  théorème  qui  donne  le  produit  de  deux  déterminants. 

Laïub  (II.).  —  <  )n  some  cases  of  waves-motion  on  deep  water 
[Sur  quelques  cas  il»'  mouvements  d'ondes  en  eau  profonde] 
i  237-250  ). 

Les  mouvements  étudiés  sont  à  deux  dimensions,  dans  un  plan  vertical. 
L'auteur  reprend  d'abord,  avec  quelques  simplifications,  les  résultats  de  Cauchy 
et  de  Poisson  sur  les  ondes  produites  par  une  perturbation  locale  à  la  surface. 
Il  étudie  ensuite  l'influence  d'une  source  intérieure,  de  poteutiel  des  vitesses 

—  ->-  log/-  eiat, 

et  enfin  les  ondes  dues  au  mouvement  d'un  cylindre  horizontal  submergé 
(mouvement  uniforme  perpendiculairement  à  la  direction  îles  génératrices). 

Hadamard   (Jacques).  La    construction    de   Weierstrass   el 

l'existence   de    L'extrémum    dans    le    problème   isopérimétri-que 

1  20  I-28-  ). 

Les  problèmes  isopérimétriques  étudiés  par  l'auteur  muiI   ceux   pour  lesquels 

les  intégrales  considérées  sont   : 

{a)  1  =    /  /(x,  y,  ./•  .  y'  i  <ll, 

la  figurative  correspondante  étant,  dans  la  région  considérée,  une  courbe  fermée 
convexe  entourant  l'origine: 

(b)  J  =  I  1>  ete-t-Q  dy, 

intégrale  curviligne  ordinaire. 
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Les  difficultés  du  problème  isopérimétrique  (extrémum  d'une  des  intégrales; 
l'autre  ayant  une  valeur  donnée)  commencenl  dès  l'élude  de  la  construction 
d'une  extrémale  joignant  deux  points  voisins  ^  et  I!.  L'auteur  développe  ici  la 
méthode,  qu'il  ;i  indiquée  précédemment  (')  et  qui  permet  de  surmonter  ces 
difficultés.  Je  rappelle  qu'à  la  base  de  cette  méthode  est  l'étude  <le  l'allure  de- 

extrémales  libres  [solutions  <  I  *  -  l'équation 

,    dP        dO    1 
\    vj         ,  -    x,y,x,y  i-/(^-         ti   |J 

pour  les  grandes  valeurs  du  paramètre  I. 

Boi'tolotti  1  Ettore).  Espressioni  inde  termina  Le   [Expressions 

indéterminées  |  |  289-3  1  '»  >. 

L'auteur  établit,  pour  la  limite  du  quotient  dé  deux  infiniment  petits  ou  infi- 
niment grands  simultanés,  les  formules 


lim  Ofl 


imû     =|imi.V       fr+l-frf 

,1      -,_    II    — -,     - 
I 

r"  *  '  , 

lim         —    /       ï— 1I.1         1  pour  a  tiiii  1. 

,■    .,  "       x  J3 

lim   /       — dr  pour  a  infini). 


Luu riri'llii  (Giuseppe).  Sopra  I  Ugebra  délie  funzioni  permu- 
tabili  di  seconda  specie  [Sur  l'Algèbre  des  fonctions  permu- 
tables de  deuxième  espèce]  1  3 1  ^-35 1  1. 

L'auteur  résout  d'abord  l'équation 

n 

•       k       /      .  Il  1  .r,y), 

—n 

K   étant  le  n noyau    itéré   d'un    noyau  symétrique   inconnu   K.  II   élanl    un 

noyau  symétrique   donné.  Il    en   déduit    la    solution    d'équations    intégrales   de 

deuxième    el    troisième   degré;    par    exemple,    pour   que    l'équation    du  second 

de^ré 

K~(.r,  y)  -+-  p  K  1  ce,  y    —  q(x,  y)  =  0 

ait  des  solutions    à    fonctions    fondamentales    toutes  réelles,  il  faut  cl  suflil  que 
les  fonctions  p  et  q  soient  permutables  et  que  la  série     »    TTT  'ulI1Jee  l'ar  'es 

valeurs  fondamentales  de/>  —  \q  converge. 

Joseph  Përès. 

(')  Sur  quelques  questions  de  calcul  des  variations  [Annales  Ecole  Normale 
supérieure,  3'  série,  t.  XXIV,  1907,  p. 
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6e   série,  Tome  V,   1909  (1). 

Séguier(J.-A.  de).  —  Sur  les  formes  bilinéaires  et  quadratriques 
(i-64). 

Le  R.  P.  de  Séguier  poursuit  dans  ce  Mémoire  les  recherches  de  MM.  Jordan, 
Lœwy  et  surtout  Dickson  sur  les  formes  quadratiques  que  laissent  invariantes 
soit  une  substitution  donnée  dans  le  champ  des  nombres  complexes  ordinaires, 
ou  dans  le  champ  de  Galois  défini  par  une  équation  à  coefficients  entiers, 
irréductible  mod/?,  soit  dans  un  champ  quelconque  fini. 

Malgré  certaines  différences,  la  méthode  employée  ne  pouvait  différer  au 
fond  de  celle  de  M.  Jordan;  elle  conduit,  notamment,  à  une  démonstration 
nouvelle  du  théorème  de  M.  Jordan  sur  les  substitutions  paires  qui  conservent 
une  forme  quadratique  donnée. 

Bounitzky  (E.).  —  Suc  la  fonction  de  Green  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  ordinaires  ((35-12.5). 

L'auteur  construit  d'abord  les  fonctions  de  Green  pour  un  système  d'équa- 
tions linéaires  du  premier  ordre,  puis  il  applique  les  résultats  trouvés  à  la 
théorie  de  la  fonction  de  Green  d'une  équation  linéaire  ordinaire  de  l'ordre  n. 

Dans  cette  dernière  théorie,  il  discute  en  détail  deux  questions  :  il  explique 
le  rôle  que  jouent  les  autofonctions  adjointes  de  M.  Schmidt  quand  la  fonction 
de  Green  n'est  pas  symétrique,  et  il  établit  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  la  symétrie  de  la  fonction  de  Green. 

Les  applications  portent  principalement  sur  les  autofonctions  adjointes; 
9m(x)>  ï.m(x)  sont  respectivement  auto/onctions  en  x  et  en\  par  rapport  à 
un  noyau  K{x,  H),  si  elles  satisfont  aux  équations 

rb 

?m(x)  =  Am   /      \\(x,  l)'im{\)  d\, 

*J  a 


/,,,  (  ;  )  =  '•„,  /     K  (  x,  l  )  /,„  (  x  1  dx, 


Xm  étant  une  autovalcur  correspondante;  les  fonctions  tp,  m{x),  <y,  „,{x)  sont 
respectivement  des  autofonctions  adjointes  en  x  et  en  \  par  rapport  à  un 
noyau  K(x,  \),  si  elles  satisfont  aux  équations 

ft,L(*)=-\-   f    K('ars  ;,y1;,„i;i</:. 

'y  1, „«( * )  =  \,,„  f     M^-  '-.  'v, ..,,'  •'''  dx, 

a,  m  étant  une  autovaleur  correspondante. 
(';   Voir  Bull,  des  Se.  math.,  t.  LXIII.   rgio,    •    Partie,  p.    ix 
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L'élude   '"-i    limitée  au  cas  où    le   déterminant    des  conditions   relatives  aux 

limites  linéaires  ho gènes  esl  différent  de  zéro;  pour  l'équation  différentielle 

linéaire  du  second  ordre  adjointe  à  elle-même,  seulement,  le  cas  où   ce  déter- 
minant est  différent  de  zéro  esl  étudié. 

Petrini  [II.).  —  Les  dérivées  premières  el  secondes  du  potentiel 
logarithmique  (  i  ■>.--■>.■>..'>  |. 

Le  Chapitre  I  de  ce  Mémoire  est   une  suite   dé    propositions   ei  d'identités 
importantes  concernant  les  dérivées  du  potentiel  Logarithmique 


V    ./.  y)  —  I  p  log£  dw, 


d'une  surface  plane;  x,  y  sont  les  coordonnées  rectilignes  d'un  point  p,  situé 
ou  non  dans  le  plan,  dont  Q  est  un  point,  el  dw  L'élément  de  surface;  r  esl  la 
distance  l'„Q;  p  esl  une  foncliqn  Gnie  el  intëgrable  des  coordonnées  de  Q; 
l'intégration  s'étend  à  tous  les  éléments  de  l'aire  considérée;  on  suppose  celte 
aire  finie. 

La  fonction  V  esl  toujours  Soie  et  continue.  Elle  est  finie  et  continue  en  même 
temps  <|ue  sa  dérivée  première,  pour  une  aire  finie,  si  la  fonction  p  est  intë- 
grable el  reste  toujours  numériquement  plus  petite  qu'une  quantité  fixe  finie. 

Les  propositions  analogues  concernant  les  dérivées  d'ordre  supérieur  affectent 
des  formes  précises,  mais  compliquées.  Elles  renferment  comme  cas  particulier, 
ainsi  qu'on  devait  s'v  attendre,  l'équation  de  Poisson. 

Au  Chapitre  II  est  faite  l'étude  du  potentiel  logarithmique  d'une  ligne  plane; 
!a  proposition  suivante,  qui  a  d'intéressantes  conséquences,  esl  établie  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  potentiel  logarithmique 
ait,  au  point  p„,  une. dérivée  finie  dans  la  direction  ds  est  que  la  quantité 


/""V        dr 
dm     /        7   au  — 

n=oJ/t      -*  '" 


soit  finie  ; 

On  suppose  que    u.„   est    une    masse   Unie    répandue   de    manière    qu'on    puisse 
écrire 

d\>.  =  dr  ^  ~  (r.n  ),        avec        u  =  cos(r,  ds), 
u 

d\y  étant  l'élément  de  masse  en  un  certain  point  Q,  r  la  distance  P0Q  de  Q  à 
un  point  fixe  P0,  ds  étant  un  élément  de  ligne  émanant  du  point  P„  et  -|~| 
une  quantité  qui  reste  plus  petite  qu'une  constante  finie  quelle  que  soit  la  \  aleur 
de  /". 

Viennent    ensuite,    aux  Chapitres   III,   IV.    l'étude  de  la   dérivée  seconde  du 
potentiel  logarithmique  d'une  ligne  plane  et  d'une  double  ligne. 

Maillet  (E.).  —  Sur  certains  systèmes  d'équations  différentielles 

(220-2(12'). 

M.   Maillet  étudie  les  systèmes  d'équations  » 

da>,  (/./• ,         ,, 
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où 

\'i  =  •?,<.*-, r,  )  -f-  >  ,  —  \,-r-  V„ 

ipi=XJ.    étani    un    polynôme    homogène    âa    degré    />>i,     Y;     une    fonction 

de  .r, /■,  dont  les  termes  sont  tous  de  degré       /;,.. 

Il  définit  des  cas  assez  étendus  où,  pour  t^o,  les  solutions  réelles,  de  valeurs 
initiales  assez  \  oisines  de  xx  =  x7  =...=  x„  =o  sont  de  la  forme 

i 
xl  =  ...  =  xi='o,        x.—  (p/4-ei)(a  +  <)1-A'         (/^=  i +  i,  . ..,  a), 

a  étant  un  paramètre  arbitraire  positif  ou  nul,  p.  une  constante,  s-  ayant  pour 
limite  o,  quand  t  est  infini  positif. 

L'intérêt  de  ces  résultats  est  de  comporter  des  applications  dans  l'étude  des 
systèmes  de  n  réservoirs  en  permettant  d'établir,  dans  des  cas  très  généraux, 
l'existence  d'un  régime  asymptotique  unique,  si  ces  réservoirs  ne  sont  pas 
alimentés  du  dehors,  ou  d'un  ou  plusieurs  régimes  permanents  limités,  s'ils 
sont  alimentés  par  des  débits  permanents.  / 

Ils  pourraient  être  étendus  à  l'étude  plus  compliquée  du  régime  d'une 
ri\  ière  canalisée. 

Hostinsky  i  />.).  —  Sur  quelques  figures  déterminées  par  les  élé- 
ments infiniment  voisins  d'une  courbe  gauche  I  263-292  ). 

Ce  Mémoire  est  une  intéressante  contribution  à  la  géométrie  non  euclidienne. 

Après  avoir  rappelé  e1  généralisé  quelques  définitions  connues  des  détermi- 
nations métriques,  M.  Hostinsky  étudie  les  sphères  non  euclidiennes  circons- 
crites et  inscrites  dans  des  tétraèdres  formés  ou  par  quatre  points  infiniment 
voisins  d'une  courbe  gauche  ou.  par  quatre  [dans  oscillateurs  infiniment 
voisins;  puis  il  considère  quatre  cercles  et  quatre  cônes"  de  révolution  déter- 
minés par  des  éléments  infiniment  voisins. 

Comme  on  pouvait  s'y  attendre,  les  formules  de  la  géométrie  ordinaire  sont 
des  cas  limites  des  formules  relatives  à  la  géométrie  non  euclidienne;  ainsi 
on  peut  énoncer  le  théorème  suivant,  analogue  au  théorème-  de  Joacbimstbal 
et  qui  se  trouve  être  également  vrai,  et  en  géométrie  euclidienne  et  en  géomé- 
trie non  euclidienne  :  soient  (S),  (S')  deux  surfaces  telles  que  le  segment 
compris  sur  chaque  génératrice  g  de  la  surface  développable  (D)  circons- 
crite à  (S)  et  (S'),  entre  les  points  de  contact  de  (I»)  avec  (S)  et  (S'), 
ait  une  longueur  constante.  Pour  que  la  courbe  de  contact  de  (D)  avec  (S  ) 
soit  une  ligne  de  courbure  de  (  S  ),  il  faut  et  il  suffit  que  la  courbe  de  con- 
tact de(\>)  avec  (S)  soit  une  ligne  de  courbure  sur  (S'). 

Adhétnar'(R.  '/').  —  Sur  l'application  du  calcul   fonctionnel   à 
l'étude   d'une   équation   aux    dérivées     partielles   < 1 11    troisième 

ordre  (  :><).'>-.'>■><  1  1. 

M.   Picard  a  intégré  l'équation 

s    ,    a/i    1    l>q        c  z  +  f       o  (  a,  h,  c,  f  fonct  ions  de    1  .  y,  seuls  i, 
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<Pz  dz  rtz  .   ,,.  ,  ... 

nu  s  =  >  n  =  -—  »  q  =  -—  et  aussi  I  équation  plus  générale 

dx  <n-  ax  ày 

f(.r.   i  ,   a,  p,  q)  =5, 

par  la  méthode  des  approximations  successives.  MM  (ioursat  et  Hadamard  ont 
étendu  les  résultats  obtenus  par  M.  Picard:  M.  <  îoursat,  en  particulier,  a  obtenu 
une  solution  de  l'équation  /(...)  =  s,  précitée,  contenant  deux  courbes  qui  se 
coupent  à  l'origine  et  qui  ont  leurs  projections  situées  dans  le  premier 
quadrant. 

M     d'Adhcmar  a  trouvé  la  surface  intégrale,  contenant  trois  courbes  données, 
de  l'équation  du  troisième  ordre  : 


—  -h  a  —     u  =  »,  (  u  ), 

dx  "»'    dxdy  n 


»,  contenant  des  dérivées  première  et  seconde,  ce  qui  le  conduit  à  résoudre, 
par  approximations  successives,  des  équations  fonctionnelles  et  des  équations 
transcendantes  du  type  de  Laguerre  : 

/(G,)  =  P,. 


Dienes  (P.).  —  Essai  sur  les  singularités  des  fonctions  analytiques 
(327-4i3). 

Une  fonction  analytique  quelconque  f(x)  est  déterminée  par  la  suite  des 
coefficients 

(0  a„    «,.     ...,    «„,     ... 

d'une   série  de  Taylor,   sous    la  seule    restriction    que    lim  |  (/ 'an  \   ne    soit    pas 

71=:  oo 

inlinie.  Toutes  les  propriétés  de  la  fonction  f(x)  sont  déterminées  par  cette 
suite.  En  particulier,  l'allure  de  la  fonction  au  voisinage  d'un  point  singulier 
est  déterminée  par  les  propriétés  limites  de  la  suite  (i  ). 

Le  problème  général  de  la  recherche  des  singularités  est  de  trouver  les  rela- 
tions entre  les  singularités  et  les  propriétés  limites  de  la  suite  (  i  ),  ou  celles 
des  expressions  formées  à  l'aide  de  cette  suite. 

M.  Dienes  donne  un  certain  nombre  de  relations  générales  entre  les  singula- 
rités et  les  propriétés  limites  de  la  suite  (  i  ). 

On  sait  combien  il  a  été  laborieux  de  préciser  les  notions  aujourd'hui 
acquises,  et  fondamentales,  de  convergence  et  d'allure,  d'abord  sur  le  cercle  de 
convergence,  pufs  au  delà. 

L'auteur  s'occupe  d'abord  du  cercle  lui-même  :  c'est  la  pierre  angulaire  de 
l'édifice,  le  problème  qui  se  pose  en  premier  lieu  étant  de  représenter  le  plus 
simplement  pos-ible  la  va.lcur  de  la  fonction  dans  les  points  réguliers  de  ce 
cercle:  il  donne  ici  des  critères  pouvant  indiquer  l'ordre  d'infinitude  de  f(x). 

Vient  ensuite  un  résumé  très  clair  îles  beaux  résultats  de  M.  Hadamard  et 
des  compléments  dus  à  MM.  Tatou,  Riesz  et  surtout  IJorel,  auteur  du  premier 
théorème  général  qui,  ne  supposant  rien  sur  les  coefficients  an  donne  cepen- 
Uull.  des  Sciences  mat  hem.,  2'  série,  t.  XLIV.  (Mars  1920.)  H. 3 
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dant  une  relation  très  précise  entre  ces  coefficients  et  l'allure  de  la  fonction 
aux  points  x„  du  cercle  de  convergence. 

De  là,  on  passe  naturellement  au  polygone  de  sommabilité  et  à  l'étoile  de 
Miltag-Lefller. 

Une  autre  partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  des  pôles  sur  le  cercle  de 
convergence,  à  l'aide  des  moyennes  arithmétiques,  puis  à  celle  des  pôles  sur  le 
polygone  de  sommabilité  à  l'aide  de  la  fonction  exponentielle  de  M.  Borel. 

La  croissance  des  fonctions  entières  et  l'étude  des  points  critiques  algébriques 
d'ordre  positif  termine  cet  importaut  travail  et  confirme  la  remarque  de 
M.  Borel  relative  à  l'importance  de  la  fonction  exponentielle  dans  la  théorie 
des  fonctions  analytiques. 

R.   DE  MoNTESSUS    DE  BaLLORE. 


ANNAF.ES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE. 
3e  série,  T.  XXXI,  \g\£  (•). 

Riesz  {F-)-  —  Démonstration  nouvelle  d'un  théorème  concernant 
les  opérations  fonctionnelles  linéaires  (9-1 4)- 

Démonstration  très  simple  de  ce  fait,  déjà  démontré  par  l'auteur  dans  le 
même  Recueil  en  1911,  que  toute  opération  fonctionnelle  linéaire  portant  sur 
les  fonctions  f  (x)  C'>ntinues  clans  (a,b)  est  représentable  par   une  intégrale 

de  Stieltjes 

,!> 

f(x)d<x{x). 


f 

*->  a. 


Boussinesq  («/.).  —  Contribution  à  la  théorie  de  l'action  capil- 
laire, avec  extension  des  forces  de  viscosité  aux  couches  super- 
ficielles des  liquides,  et  application  notamment  au  lenl  mouve- 
ment vertical,  devenu  uniforme,  d'une  goutte  fluide  sphérique, 
dans  un  autre  fluide,  indéfini  et  d'un  poids  spécifique  différent 
(i5-85). 

M.  Boussinesq  commence  par  introduire  la  notion  de  tension  superficielle  à 
la  surface  libre  d'un  liquide,  ou  à  la  surface  séparative  de  deux  liquides,  et  la 
notion  de  viscosité  superficielle  dans  cette  surface  :  il  a  été  amené  à  ce  travail 
par  les  expériences  de  M.  Jules  Houx  sur  la  vitesse  de  chute  de  gouttes  mer- 
curielles  dans  l'huile  de  ricin  très  visqueuse.  Ayant  établi  ainsi  les  équations 
de  l'équilibre  dynamique  pour  une  couche  superficielle  courbe,  M.  Boussinesq 
envisage  le  cas  particulier  d'une  surface  de   révolution  et  applique   le  résultat 

('  )  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  2'  série,  t.  XLIV,  mj'jo,  p.  17. 
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aux  nappes  liquides  rétractiles  de  Savait.  Il  introduit  la  notion  d'énergie 
potentielle  de  superficie  et  arrive  au  problème  principal  de  ce  Mémoire,  tou- 
chant la  chute  d'une  goutte  fluide  dans  une  masse  fluide  d'espèce  différente,  le 
calcul  étant  complètement  effectué  dans  le  cas  où  la  goutte  est  sphérique. 
M.  Boussinesq  étudie  enfin  le  degré  de  gêne  supplémentaire  apporté  au  mou- 
vement de  la  goutte  par  la  limitation  de  la  masse  fluide  environnante. 

Soniigliana  (G.).  —  Sur  une  classification  des  maxinia  et  des 
mini  ma  des  fonctions  de  plusieurs  variables  (87-97). 

L'auteur  donne  une  définition  des  lignes  de  vallée  et  d'arête  (ou  de  faite), 
notions  que  les  manuels  de  topographie  laissent  ordinairement  dans  le  vague; 
on  peut  adopter  cette  définition,  bien  qu'elle  conduise  à  nommer  vallées  cer- 
taines lignes  où  la  convexité  des  lignes  de  niveau  est  tournée  vers  le  bas. 
M.  Somigliana  classe  ensuite  les  sommets  (maxima)  d'après  les  nombres  (égaux) 
des  lignes  d'arête  et  de  vallée  qui  y  aboutissent. 


Boutroux  (P-)-  — *  Recherches  sur  les  transcendantes  de 
M.  Painlevé  et  l'étude  asymptoùque  des  équations  différentielles 
du  second  ordre  (suite)  (99-159). 

Le  début  de  ce  Mémoire  se  trouve  dans  le  Tome  XXX  du  même  Recueil. 
Dans  la  quatrième  Partie,  par  où  débute  cette  suite,  M.  Boutroux  signale 
d'autres  fonctions  du  type  bipériodique,  définies  par  des  équations  du  second  et 
du  troisième  ordre.  Dans  la  cinquième  Partie  sont  considérées  les  équations 

y"  =  L(x,  y)y«*  +  M(#,  y)y'  +  N(j?,  y), 

à  coefficients  rationnels  en  y.  Il  arrive  qu'à  un  changement  de  variables  près 
d'un  type  simple,  ces  équations  définissent  des  fonctions  asymptotes  aux  solu- 
tions d'équations  du  même  type  indépendantes  de  x.  M.  Boutroux  étudie  ces 
dernières  et  trouve  toutes  les  équations  à  intégrales  asymptotes  aux  inté- 
grales de 

Y' =  6  Y- -6.         Y   =aY3  —  2  Y, 

Dans  une  sixième  Partie,  l'auteur  indique  une  nouvelle  méthode  propre  à  l'étude 
a  priori  des  fonctions  méromorphes  définies  par  les  équations  différentielles  du 
second  ordre,  et  pouvant  s'étendre  aux  équations  d'orThe  supérieur.  La  septième 
et  dernière  Partie  est  consacrée  au  développement  en  série  d'une  intégrale  pre- 
mière, et  à  l'examen  de  certaines  particularités  relatives  a  un  problème  de 
M.  Schlesinger  sur  les  équations  du   second  ordre. 


Nielsen  (Nieh). — Recherches  sur  les  résidus  quadratiques  et 
sur  les  quotients  de  Fermai  (161-204). 

M.  Nielsen  démontre  diverses  formules  concernant  les  quotients  de  Fermât 
c'est-à  dire  les  entiers 

(a/>-'  —  1)  :  p, 
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où  p  est  premier,  les  quotients  d'Euler  ou 


V*  "r®\>* 


où   I  —  )  est  le  symbole  de  Legendre,  et.  les  quotients  de  Sylvester,  c'est-à-dire 

les  entiers 

am+i(àlm—  i)B„, 


où  Bm  est  le  m!ème  nombre  de  Bernoulli;  c'est  M.  Nielsen  qui  a  achevé  de 
démontrer  que  ces  dernières  expressions  sont  entières.  Ensuite,  ce  travail 
contient  des  résultats  relatifs  aux  sommes  des  niim"  puissances  des  résidus,  ou 
des  non-résidus,  quadratiques  de  p  situés  dans  un  intervalle  donné;  ou  au 
nombre  de  ces  résidus  situés  dans  une  progression  arithmétique  limitée  donnée; 
ou  à  certaines  analogies  entre  l'ensemble  des  entiers  inférieurs  à  p  et  l'ensemble 
de  ses  résiilusou  de  ses  non-résidus. 


Nôr/und  (N.-E.).  —  Sur  l'existence  de  soûlions  d'une  équation 
linéaire  aux  différences  finies  (206-22 1). 

L'auteur  considère  l'équation 

/  =  7l 

(1)  / ,  P,  (  x  )  u  (  x  -+-  i)  =  o, 

i=6 

où  x  est  une  variable  complexe  et  où  les  P-  sont  des  fonctions  analytiques; 
d'après  la  nature  de  la  question,  l'auteur  suppose  implicitement  que  les  P,  sont 
uniformes  et  n'ont  pas  d'espace  lacunaire,  mais  il  admet  qu'ils  peuvent  avoir 
des  points  singuliers  essentiels  formant  un  ensemble  énumérable.  Il  arrive 
à  trouver  11  solutions  u\x)  «le  cette  équation,  dont  chacune  est  formée  par 
une  seule  fonction  analytique,  et  qui  ne  sont  reliées  par  aucune  relation 
du  type 

;  =  n 

^  r.t(x)ul(x)  =  o, 
1  =  1 

où  les  T.i  sont  des  fonctions  périodiques  de  période  un,  non  toutes  nulles 
ensemble  pour  toute  valeur  de  r  non  congruente  aux  points  singuliers  de  (1). 
La  solution  générale  de  (1)  est  alors 

i  =  rc 
U  (  X  )  =  y     T,  (  X  )  «,  (  X  ). 
(—1 

Planchevel  {Michel).  —  Les  problèmes  de  Gantor  et  de  du  Bois- 
Rejmond  dans  la  théorie  des  séries  de  polynômes  de  Legendre 

(223-262). 
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P„(x)    étant    le    polvnome    de   Legendre    T  —, —  (x1—  i)",  M.   Plancherel 

"  r    J  >■'  n\   dr" 

recherche  :  i°  s'il  existe  une  série    Z.anPn(x)    convergeant   vers  zéro   en    tout 

point  de  l'intervalle  (—  i,  -t-i)    sans   que    tous    les  an  soient   nuls;   i'  dans    la 

négative,  si  l'on  peut  affirmer  que  la  relation 

f{x)  =  Sa.P."(*) 
entraine 

(i)  a„=  2n  +  t    f       f(x)P„(x)  dx. 

La  réponse  à  la  première  question  est  négative,  et  la  réponse  à  la  seconde, 
affirmative.  En  outre,  M.  Plancherel  montre  que.  pour  qu'il  existe  une  fonc- 
tion f(x)  sommable  répondant  aux  conditions  (i),  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  la  série 

Eo„  /       \'J.r)dx 
converge  dans  (  — i,  +1);  sa  somme  est  alors    /      /(a?)  dx.  L'auteur  indique 


que  sa  méthode,  plus  simple  que  celle  de  M.  Dini  comme  calculs,  peut  s'étendre 
à  d'autres  systèmes  de  fonctions  orthogonales. 


Car  tan  (E.).  —  Les    groupes   réels,  simples,  finis   et   continus 
(263-355). 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  la  détermination  des  structures  des  groupes  réels 
simples,  finis  et  continus.  La  forme  quadratique  ^  qui  donne  la  somme  des 
carrés  des  racines  de  l'équation  caractéristique  d'un  groupe  réel,  joue  dans  ce 
travail  un  rôle  important.  M.  Cartan  nomme  caractère  du  groupe  la  différence 
entre  le  nombre  des  carrés  positifs  et  le  nombre  dt-s  carrés  négatifs  de  <j/. 

Parmi  les  résultats,  M.  Cartan,  qui  énumère  toutes  les  structures  possibles, 
indique  qu'il  y  a  toujours  un  type  réel  de  caractère  égal  au  rang,  et  un  autre 
de  caractère  égal  à  l'ordre  changé  de  signe. 


Godeaux  {Lucien).  —  Mémoire  sur  les  involutions  appartenant 
à  une  surface  de  genres  1  (première  Partie)  (357-43o).. 

M.  Godeaux  établit  qu'une  involution  de  genres  pa  =  P4=i,  appartenant 
à  une  surface  de  genres  pa  =  P4  =  1,  a  son  ordre  égal  à  2,  3,  4,  6.  8  ou  12, 
ou  bien  elle  est  composée  d'involutions  n'ayant  aucun  point  de  coïncidence 
commune. 

II  établit  un  tableau  des  singularités  des  surfaces  représentatives  de  ces  invo- 
lutions. La  méthode  suivie  pourrait  s'appliquer  à  la  recherche  des  surfaces 
hypei elliptiques  et  à  celle  des  involutions  appartenant  à  une  surface  de  genres 


p  =  o, 


P,=  P,  =  i. 
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Jainel     {V.).     —     Sur    le    complexe    des    moments    vectoriels 

(43i-44o). 

L'auteur  établit  que  les  droites  qui  portent  les  moments  d'un  système  de 
vecteurs  par  rapport  à  des  points  quelconques  de  l'espace  forment  un  com- 
plexe. Puis  il  recherche  les  conditions  pour  que  les  courbes  trarées  sur  une 
surface  et  dont  les  tangentes  appartiennent  au  complexe  (il  passe  deux  de  ces 
courbes  par  chaque  point  de  la  surface)  satisfassent  à  des  conditions  telles  que 
d'être  rectangulaires,  ou  de  se  projeter  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
central  suivant  des  courbes  rectangulaires,  ou  d'être  conjuguées.  Ce  dernier 
problème  doit  être  traité  ailleurs  par  l'auteur  au  moyen  d'une  seconde 
méthode. 

Pétrovitch  (Michel).  —  Une  transcendante  entière  et  son  rôle 
d'élément  de  comparaison  (44I-454)- 

M.  Pétrovitch  rappelle  quelques  résultats  de  M.  Lindelof  relatifs  à 

A(*,a)=.V-^;, 

o 

où  a  est  une  constante  de  partie  réelle  positive.  Puis  il  établit  la  formule 
\(z,i)=zf     e'"c//-t-i         (u=—  «logt), 

dont  il  se  sert  pour  approfondir  l'étude  de  A  (s,  i).  Il  montre  ensuite  comment 
A(.s,  a)  peut  être  introduite  dans  d'intéressantes  inégalités  relatives  aux  fonc- 
tions entières. 

Villat  [Henri).  —  Sur  la  détermination  des  problèmes  d'hydro- 
dynamique relatifs  à  la  résistance  des  fluides  (455^4q3). 

Plusieurs  auteurs,  et  M.  Villat  lui-même,  ont,  à  la  suite  de  Helmholtz,  étudié 
le  mouvement  permanent  d'un  fluide  parfait  en  présence  d'un  obstacle  solide 
dans  l'hypothèse  de  l'existence  de  surfaces  de  glissement.  M.  Villat  montre  ici, 
en  se  servant  de  ses  précédents  travaux,  que  le  problème  ainsi  posé  admet  au 
moins  Qeux  solutions  également  acceptables  au  point  de  vue  physique.  M.  Villat 
pense  que  des  considérations  de  stabilité  ou  de  viscosité  pourraient  permettre 
de  conclure,  et  il  se  propose  de  revenir  sur  ce  sujet. 

Geokgks  Giraud. 
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COMPTES   RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 
des  Sciences,  publiés  par  MM.  le*  Secrétaires  perpétuels. 

Tome  168,  Ier  semestre,  1919  (*). 

Guichard  (C).  —  Sur  une  série  de  surfaces  à  courbure  totale 
constante  telles  que  leurs  lignes  de  courbure  forment  un  réseau 
du  type/) A',  —  (j»  +  i)B'  (36-4o  1. 

L'auteur  montre  comment  on  peut,  dans  l'hyperespace  le  plus  général,  déter- 
miner des  surfaces  S  dont  les  lignes  de  courbure  soient  du  type  indiqué  :  ce 
tont  les  surfaces  moulures  les  plus  générales.  Il  détermine  ensuite  des  surfaces  Z 
applicables  sur  les  précédentes;  dès  lors,  si  S  se  réduit  à  une  sphère,  ce  qu'il 
est  facile  d'exprimer.  S  sera  une  surface  à  courbure  totale  constante. 

Duporl  (//•)•  — Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  (45-46). 

Cette  Note  résume  sommairement  le  contenu  d'un  Mémoire  présenté  à  l'Aca- 
démie, sur  les  divers  problèmes  généraux  d'intégration  des  systèmes  différen- 
tiels, et  en  particulier  sur  l'extension  de  la  méthode  d'intégration  de  Laplace. 

Drach  (/.  ).  —  Détermination  des  cas  de  réduction  de  l'équation 

différentielle  y"  =  ['f  (•r)  H-  ^ ].>'  (4~-5o). 

Cette  équation,  où  h  est  un  paramètre  arbitraire,  joue  un  rôle  important  dans 
diverses  questions  de  Géométrie  et  de  Physique  mathématique.  Par  la  considé- 
ration de  son  groupe  de  rationalité,  l'auteur  caractérise  les  divers  cas  de  réduc- 
tion qui  peuvent  se  présenter  suivant  la  forme  de  la  fonction  tp  ;  il  détermine 
en  particulier  cette  fonction  <p  dans  tous  les  cas  où  y  peut  s'obtenir  par  des 
quadratures. 

Chazy  («/.).  —  Remarque  sur  les  problèmes  des  deux  corps  et  des 
trois  corps  (81 -83). 

Après  avoir  fait  remarquer  la  restriction  qu'entraînent,  pour  les  solutious  des 
équations  du  problème  des  n  corps,  le  fait  que  les  masses  sont  des  coefficients 
essentiellement  positifs,  l'auteur  s'occupe  du  mouvement  de  trois  corps  par  rap- 
port à  leur  centre  de  gravité  et  énonce  le  théorème  suivant  :  «  Dans  le  problème 
des  trois  corps,  tout  choc  de  deux  corps  a  lieu  dans  le  plan  du  maximum  des 
aires.  »  Il  étudie  ensuite  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  en  ce  qui  concerne 
les  distances  mutuelles  des  trois  corps,  après  le  choc  de  deux  d'entre  eux. 

Bourget  (//•).  —  Développement  algébrique  de  la  partie  princi- 
pale de  la  fonction  perturbatrice  suivant  la  méthode  de  Cauchy 
(83-85). 

(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  2e  série,  t.  XLIV,  1920,  2e  partie,  p.  5, 
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L'auteur  a  calculé  la  partie  principale  jusqu'aux  termes  du  dixième  ordre 
inclusivement.  Ce  travail,  qui  est  considérable,  sera  publié  sous  une  forme  qui 
le  rende  commode  à  consulter. 


Garnier  (/?•)•  —  Sur  les  singularités  irrégulières  des  équations 
différentielles  linéaires  (i  42-1  44)- 

La  méthode  que  l'auteur  a  imaginée  pour  étudier  les  singularités  irrégulières 
des  équations  du  second  ordre  peut  s'étendre  aux  équations  linéaires 
d'ordre  m  >  2  (voir  t.  166).  Elle  consiste  essentiellement  à  considérer  une 
équation  admettant  un  point  irrégulier  de  rang  n,  comme  cas  limite  d'une 
équation  qui  a  n  -+- 1  singularités  régulières,  et  à  intégrer  les  deux  équations  par 
approximations  successives.  Moyennant  une  restriction,  on  peut  calculer  ainsi 
en  un  point  isolé  m  -+- 1  intégrales  de  la  première  équation  qui  sont  les  traces 
d'intégrales  canoniques  de  la  seconde. 

Riquier.    —   Sur   le  prolongement  analytique  des   intégrales  de 
certains   systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  linéaires 

(i44-i47)- 

Le  nombre  des  variables  indépendantes  et  des  fonctions  inconnues  étant  quel- 
conque, moyennant  certaines  hypothèses  sur  la  forme  du  système  et  sur  les 
régions  où  l'on  considère  les  variables,  l'auteur  a  démontré  que  :  m  les  coeffi- 
cients du  système  sont  des  fonctions  analytiques  et  régulières,  ainsi  que  les 
fonctions  arbitraires,  dans  leurs  régions  'respectives,  les  intégrales  correspon- 
dantes seront  elles-mêmes  analytiques  et  régulières. 

J 11  lia  (G.).  —  Sur  quelques   problèmes  relatifs  à  l'itération  des 
fractions  rationnelles  (  i  47~ !  4Ç))  ■ 

Soit  une  substitution  rationnelle  sl=  R(-s),  et  Ç  un  point  invariant  où  l'on 
aurait  R'(Ç)  =  e'*  (8  incommensurable  à  27c);  l'auteur  démontre  qu'un  tel 
point  ne  peut  pas  être  un  centre,  complétant  ainsi  sur  un  point  important  sa 
solution  du  problème  de  l'itération  (voit  t.  166,  p.  61).  Il  en  résulte  que, 
en  appelant  E'  l'ensemble  dérivé  des  points  de  l'ensemble  des  racines  des  équa- 
tions z  ='R„  (  z  ),  dans  toute  portion  du  plan  où  ne  se  trouve  aucun  point  de  E', 
la  suite  des  R,  ne  peut  avoir  pour  fonction  limite  qu'une  constante;  par  suite, 
l'ensemble  dérivé  de  l'ensemble  des  antécédents  de  tout  point  du  plan  (sauf  les 
points  exceptionnels)  est  identique  à  E'. 

Lévy  (P.).  —  Sur  les  fonctions  de  lignes  implicites  (1 49~ ' 5a). 

Étant  donnée  une  correspondance  fonctionnelle  entre  deuv  fonctions  d'une 
variable,  l'auteur  énonce,  des  conditions  moyennant  lesquelles  l'inversion  de  la 
transformation  est  possible  et  uniforme  dans  tout  l'espace  ;  ces  conditions  sont 
suffisantes  mais  non  nécessaires,  et  l'auteur  indique  diverses  voies  par  lesquelles 
on  pourrait  les  généraliser  sur  des  exemples  particuliers. 
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Guldberg   (A.).    —    Sur   les   erreurs   de    situation    d'un     point 
(i  53-i  55  ). 

L'auteur  montre  comment  la  loi  de*  erreurs  du  plan,  de  Bravais,  s'obtient 
immédiatement  par  la  méthode  des  probabilités  continues  de  M.  Bachelier. 

Mesnager.    —    Sur    un    cas    de    simplification    des    formules    de 
M.  Boussinesq  (  i  56-i  58  |. 

Le  problème  de  M.  Boussinesq  comporte  de  remarquables  simplifications 
lorsque  le  coefficient  de  Poisson  e-t  égal  ii  o,5  (matières  à  volume  invariable); 
l'auteur  l'étudié  pour  les  corps  à  deux  et  trois  dimensions  et  aboutit  en  parti- 
culier, dans  le  cas  d'un  solide  limité  par  une  paroi  plane  et  illimité  partout 
ailleurs,  à  un  théorème  donnant  lies  simplement  la  pression  produite  en  un 
point  intérieur  par  une  force  appliquée  en  un  point  de  la  surface  plane. 

Guichard  (  C).        Sur  la  déformation  des  quadriques  (200-20  1 

Une  quadrique  Q  se  transforme  par  homographie  en  une  sphère  S  ;  si  2  est 
une  déformée  de  Q,  les  formules  montrent  aisément  que  S  est  applicable  sur 
une  certaine  variété  à  cinq  dimensions,  dont  trois  des  coordonnées  sont  celles 
de  S,  et  le  problème  se  ramène  ainsi  à  la  recherche  de  certains  réseaux  appli- 
cables sur  2  et  sur  la  variété.  L'auteur  cherche  ceux  de  ces  réseaux  qui  se 
déterminent  par  des  équations  intégrables  suivant  la  méthode  de  Laplace  et 
trouve  ainsi  diverses  séries  de  déformées  de  la  quadrique. 

Dracfi  (J. ).  —  Sur  les  solutions  algébriques  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  <  2  i  2-2  t  5  i. 

Soit  l'équation 

X  ci  )  '  —  Y  d.r  —  o , 

où  X  et  Y  sont  des  polynômes  de  degré  m  en  x  et  y;  la  détermination  ell'ective 
du  groupe  de  rationalité  de  l'équation  exige  la  recherche  de  tous  les  polynômes 
irréductibles  /  qui  satisfont  à  l'identité 

ôx  dy  J 

M  étant  un  polynôme  de  degré  m  — i.  L'auteur  développe  une  méthode  basée 
sur  la  considération  simultanée  de  tous  les  points  communs  aux  courbes 
X  =  o,  Y  =  o,  et  qui  permet  de  trouver  des  conditions  nécessaires  à  l'existence 
de  ces  polynômes,  c'est-à-dire  à  l'existence  de  solutions  algébriques  particu- 
lières. La  méthode  s'étend  au  cas  de  /!  variables. 

Montel  (  P').  —  Sur  les  polynômes  d'approximation  et  l'existence 
des  dérivées  (216-217). 

Soit  P(x,  y)  un  polynôme  de  degré   m    en   x,  n   en  y.  dont  le  module  est 
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inférieur  à  M  dans  un  domaine   (T).  L'auteur  a  démontré  que,  en  tout   point 
d'un  domaine  quelconque  (V)  intérieur  à  (T),  on  a 

I  Da+\  j<  A-m«n*M, 

D  représentant  la  dérivée  généralisée  de  Riemann-Liouville  et  k  une  constante 
indépendante  du  polynôme. 

On  en  déduit  que  si  Aa'  est  la  différence  d'ordre  r  d'une  fonction  f(x),  et 
si  le  module  de  (  A&"  :  /i«)  (a^  ;■)  est  borné  dans  l'intervalle  ( —  ij  +  i), la  fonc- 
tion a  une  dérivée  d'ordre  quelconque  inférieure  à  a,  dans  cet  intervalle.  Ce 
dernier  théorème  se  généralise  aux  fonctions  de  deux  variables. 


Maillet  (E.).  —  Détermination  des   points  entiers  des  courbes 
algébrique»  unicursales  à  coefficients  entiers  (21^-220). 

Après  avoir  rappelé  une  condition,  obtenue  antérieurement,  qui  est  néces- 
saire pour  qu'une  courbe  algébrique  à  coefficients  entiers  puisse  passer  par  une 
infinité  de  points  à  coordonnées  entières,  l'auteur  donne  une  méthode  qui 
permet  d'obtenir  ces  points,  pour  les  courbes  unicursales,  par  un  nombre  fini 
d'opérations. 

Angelesco  (A.).  —  Sur  deux  extensions  des  fractions  continues 
algébriques  (262-265). 

Les  quantités  S  représentant  des  développements  de  la  forme 

1 H ;  +  ..., 

X  X1  X3 

on  peut  se  proposer  avec  Hermite  de  déterminer  p  polynômes  N,   tels  que  la 
fonction  N,  S,  ■+■  N3S2-(-. . .-+-  N  S    soit  la  somme  d'une  partie  entière  et  d'une 

série  en  —dont  le  premier  terme  soit  au  moins   d'ordre    n,+  rt,-t-..  .-f-  n  ,  -+-  p 
x  1 

(nk  degré   de    N^.).  De    même   on   peut   déterminer  un   polynôme   P,  de  degré 

nx-\- . . ."-+-  n      tel  que  PS,  soit  la  somme  d'une  partie  entière  et  d'une  série  dont 

le   premier  terme    est   d'ordre    (».-+-i).    L'auteur  indique    une    méthode    pour 

obtenir  ces  divers  polynômes  et  en  déduit  quelques-unes  de  leurs  propriétés. 


Maillet  (E .).  —  Sur  le  mouvement  graduellement  varié  et  la  pro- 
pagation des  crues  (266-268). 

En  négligeant,  comme  les  résultats  d'observations  le  permettent,  certains 
termes  des  équations  de  M.  Boussinesq  pour  le  mouvement  varié  non  per- 
manent d'un  cours  d'eau  dans  un  lit  cylindrique,  l'auteur  obtient  deux  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  donnant  l'une  la  hauteur,  l'autre  le  débit;  la  dis- 
cussion de  ces  équations  conduit  à  divers  résultats  relatifs  aux  maxima  et 
minima  de  l'onde  niveau  et  de  l'onde  débit. 
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Râteau  (A.).  —  Sur  l'écoulement  des  gaz  à  très  fortes  pressions 
(33o-335). 

Les  formules  classiques,  supposant  jes  gaz  parfaits,  sont  insuffisantes  dès  que 
la  pression  initiale  est  de  l'ordre  de  Joo*,,n,  comme  par  exemple  dans  les  pièces 
d'artillerie;  il  faut  alors  tenir  compte  du  covolume  et  cette  Note  indique  les 
modifications  à  faire  subir  aux  formules,  en  particulier  pour  le  débit  et  la 
vitesse  au  col  de  la  tuyère:  on  retrouve  le  théorème  d'Hugoniot. 

Drach   («/.).  —   Sur  l'intégration  par  quadratures  de  l'équation 

j"=[?(^)  +  A]j-(33--34o). 

Dans  une  Note  précédente  {voir  ci-dessus)  l'auteur  a  montré  que  les  fonc- 
tions »,  pour  lesquelles  l'équation  donnée  s'intègre  par  quadratures,  s'obtiennent 
par  l'intégration  d'une  certaine  équation  différentielle;  il  intègre  ici  cette  équa- 
tion et  aboutit  par  conséquent  à  la  détermination  effective  de  f  :  il  obtient 
ainsi  des  fonctions  hyperelliptiques  particulières;  il  se  trouve  alors  que  y  est 
une  somme  d'intégrales  de  troisième  espèce,  ce  qui  généralise  les  résultats 
d'Hermite  et  de  M.  Picard  sur  l'équation  de  Lamé. 

Denjoy  (A.).  —  Sur  une  propriété  des  fonctions  de  variable 
complexe  (387-389). 

L'auteur  démontre  le  théorème  suivant  :  «  Une  fonction  analytique,  holo- 
morphe  et  bornée,  au  voisinage  et  d'un  côté  d'une  ligne  rectiliable  L,  possède 
une  valeur  limite  unique  sur  tout  chemin  aboutissant  à  L  (du  côté  considéré) 
sous  une  incidence  nulle  ou  aiguë,  sauf  exception  éventuelle  pour  des  chemins 
aboutissant  à  un  ensemble  de  longueur  nulle  situé  sur  L.  »  On  en  déduit  la 
même  proposition  pour  les  fonctions  harmoniques. 

Bisser.  —  Sur  les  formules  représentatives  des  trajectoires 
(390-392). 

Après  discussion  de  diverses  formules,  l'auteur  propose  d'en  adopter  deux 
différentes  pour  la  même  trajectoire  :  une  parabolique  pour  la  branche  mon- 
tante et  une  hyperbolique  pour  la  branche  descendante. 

Mesnagev.  —  Valeurs  maxima  de  la  tension  près  de  la  face  infé- 
rieure d'une  plaque  carrée  supportant  une  charge  unique  con- 
centrée en  son  centre  (392-395). 

Discussion  des  résultats  numériques  fournis  par  les  formules  données  par 
l'auteur  (t.  164,  1917,  p.  721)  et  comparaison  avec  les  résultats  admis  jusqu'à 
ce  jour. 

Faure  {E .).  —  Sur  la  force  gyroscopique  des  fluides  (396-398). 
Étude  de  diverses  analogies  très  remarquables,  qui  s'expriment  par  des  for- 
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mules  identiques,  entre  les  phénomènes  gyroscopiques  et  les  phénomènes  élec- 
tromagnétiques. 

Râteau  {A.).  —  Etats  successifs  d'un  gaz  à  haute  pression  dans 
un  récipient  qui  se  vide  par  une  tuyère  (  $35-43c)). 

En  supposant  la  détente  adiabatique,  l'auteur  calcule  le  poids  du  gaz  restant 
en  fonction  du  temps,  ainsi  que  sa  pression  et  sa  température;  l'influence  du 
covolume  n'esl  pas  négligeable,  comme  on  le  voit  sur  l'exemple  du  calcul  de  la 
décharge  d'un  canon. 

Garnia-  ( II.).  —  Sur  les   singularités  irrégulières  des  équations 
différentielles  linéaires  (  J52-455). 

Cette  Note  complète  la  précédente  du  même  auteur  (voir  plus  haut)  en  met- 
tant en  évidence  des  paramètres,  lesquels  constituent  la  trace  des  invariants 
du  groupe  de  monodromie  de  l'équation  légulière  qui  a  pour  limite  l'équation 
irrégulière  considérée. 

Lecornu  (L.).  —  Sur  l'écoulement  des  fluides  (/j8t-484)- 

L'auteur  étudie  particulièrement  l'état  du  fluide  dans  les  étranglements  ou  les 
renflements  d'un  filet;  il  rectifie  le  théorème  d'Hugoniot  au  sujet  de  la  vilesse 
au  point  du  filet  où  se  produit  le  maximum  de  contraction  (vitesse  du  son  )  et 
en  indique  quelques  conséquences. 

DrarJt  (,/.).  —   Sur  l'intégration  par  quadratures  de    l'équation 
y"=F(x,.y)  (497-5oi). 

Les  cas   les  plus  simples  de  réduction  de  l'équation  donnée  correspondent  à 

l'existence   d'une    intégrale  rationnelle  en  y'  pour  l'équation  qui  détermine  le 
groupe  de  rationalité 

àf  ,àf        df  _. 

dx  dy       dy  J 

L'auteur  donne  une  méthode  pour  former  tous  les  cas  et  pour  définir  la  fonc- 
tion F  correspondante  à  l'aide  d'intégrales  définies  prises  dans  le  champ  com- 
plexe; on  peut  étendre  la  méthode  à  des  équations  d'ordre  quelconque. 

Fatou  (P.). —  Sur  les  lignes  singulières  des  fonctions  analytiques 

(5oi-5o2). 

Rectification  de  priorité  au  sujet  de  la  Note  ci-dessus  de  M.  Denjoy. 

Julia  {G.).  —  Une  propriété  générale  des  fonctions  entières  liée 
au  théorème  de- M.  Picard  (  T>o2-5o.4)- 

Par  l'introduction  d'une  variable    continue    auxiliaire,  l'auteur    obtient    une 
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démonstration  nouvelle  el  plus  précise  du  théorème  de  M.  Picard  :  «  Lue  fonc- 
tion entière  prend  toutes  les  valeurs  finies,  sauf  peut-être  une  exceptionnelle, 
dans  une  certaine  bande  du  plan  aboutissant  à  l'infini  et  d'épaisseur  relative 
arbitrairement  petite.  » 

Bnhl  (//.).  —  Sur  l'échange  du  paramètre  et  de  l'argument.  Ana- 
logies avec  la  réduction  des  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce  (5o4-5o6). 

La  transformation 

y  (  x,  y  )  r-        dy  Ç'       dx 

x  —  y'  ~JU    ?(y,y)      .  'r§    <f{x,x)' 

appliquée  à  l'identité 

CxdY  =  fl   rfX  d\  . 

conduit  à  des  formules  d'échange  très  générales.  Par  un  choix  convenable  de  », 
on  transforme  ainsi  une  intégrale  de  ligne  admettant  une  ligne  d'infini  en  une 
intégrale  double  ne  l'admettant  pas,  mais  ce  choix  exige  la  solution  d'une 
équation  fonctionnelle  difficile;  cela  éclaire  la  difficulté  que  l'on  rencontre  dans 
le  problème  de  la  réduction  au  nombre  minimum  des  intégrales  doubles  de 
seconde  espèce. 

lladamard  (X).  —  Remarque  sur  l'intégrale  résiduelle  (533-5  i  i 

y 
Dans  un  milieu   dont  le  mouvement  obéit   à    une  équation  du   type  hyperbo- 
lique, l'onde  laisse  derrière  elle  un  mouvement  résiduel;  l'auteur  annonce  que, 
si   l'équation  est  à  coefficients  analytiques,   l'intégrale  qui  représente  ce  mouve- 
ment résiduel  est  analytique. 

Gambicr  (B .).  — Surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre  (.VV-.Y '><)  i . 

Lorsque  deux  surfaces  analuiques  sont  applicables  l'une  sur  l'autre,  il  arrive 
souvent  qu'un  point  réel  de  l'une  correspond  dans  l'application  à  un  point  ima- 
ginaire de  l'autre,  de  sorte  que  l'application  ne  peut  être  réalisée  physiquement  : 
l'auteur  en  donne  des  exemples  pour  des  cas  connus:  il  indique  des  surfaces 
applicables  sur  elles-mêmes  de  la  manière  ci-dessus. 

Harald  Cramer.  —  Sur  les  zéros  de  la  fonction  Ç(s)  (53g-5_|i  )■ 

L'auteur  étudie  la  fonction  Y(~)  =  Se?*, où  la  somme  s'étend  à  tous  les  zéros 
p  =  jî-(-tY  de  Ç(sj  dont  la  partie  y  est  positive;  cette  fonction  peut  être  faci- 
lement rendue  uniforme  dans  le  plan  et  holomorphe  a  l'origine  par  l'addition 
d'une  fonction  connue.  L'auteur  en  déduit  une  égalité  limite  relative  au  nombre 
de  zéros  tels  que  l'on  ait  o  i  7  Û  T,  lorsque  T  croît  indéfiniment.  La  méthode 
s'étend  à  l'étude  des  zéros  de  la  fonction  «/.(s},  correspondant  à  un  corps  algé- 
brique /■"  quelconque. 
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Pétrovitch  {M-)-  —  Fonctions  entières  se  rattachant  aux  nombres 
premiers  (542-544). 
Considérons  la  série 


où  l'on  a 

a„  =  /    f(t)  6(0  rrf<, 

J  a 
f(i)  étant  holomorphe  entre  a  et  6,  et   6    la  fonction  de   Laurent  définie   par 

•coK)"=  [-^T- 

L'auteur  démontre  que  la  série  SF[(2«  — 1)«]  converge  et  a  pour  somme 

en  appelant  /?,,  />,.  ...  les  nombres  premiers  compris  entre  a  et  6.  Si  l'on  choisit 
f(t)  =t,  on  obtient  ainsi  la  somme  de  ces  nombres  premiers. 

Viggo  Brun.  —  Le  crible  d'Eratosthène  et  le  théorème  de  Gold- 
bach  (544-546). 

En  donnant  au  crible  d'Eratosthène  une  forme  spéciale,  indiquée  par  Merlin, 
l'auteur  démontre  plusieurs  propositions;  en  particulier  :  tout  nombre  pair 
(assez  grand)  est  la  somme  de  deux  nombres  dont  le  nombre  de  facteurs  pre- 
miers ne  surpasse  pas  g. 

Cotton  {E.).  —  Sur  la  formule  de  Bernoulli  (547-54q). 

On  fait  en  hydraulique  un  large  emploi  de  cette  formule,  bien  qu'aucune  des 
conditions  suivant  lesquelles  elle  est  établie  ne  soit  remplie.  L'auteur  démontre 
une  formule  qui  peut  lui  être  substituée,  dans  un  tuyau  de  section  finie,  quand 
le  liquide  est  parfait  et  que  la  pression  et  la  vitesse  varient  peu;  il  suffit  de 
remplacer  dans  celle  de  Bernoulli  les  divers  termes  par  leur  moyenne  par 
rapport  au  débit. 

Râteau  (A.). —  Quantité  de  mouvement  totale  et  vitesse  moyenne 
du  jet  de  gaz  sortant  d'un  réservoir  qui  se  vide  par  une  tuyère 
(58i-587). 

Cette  Note  fait  suite  à  la  précédente  du  même  auteur  (voir plus  haut);  après 
avoir  indiqué  les  raisons  pour  lesquelles  il  va  négliger  ici  le  covolume,  l'auteur 
calcule  la  quantité  de  mouvement  totale  par  le  moyen  d'une  intégrale  qui  peut 
justement  s'exprimer  entérines  finis  dans  les  cas  intéressants  de  la  pratique  (gaz 
très  chauds,  gaz  parfaits);  il  en  déduit  la  vitesse  moyenne  dont  il  étudie  la 
variation  en  fonction  des  données  initiales. 
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Julia  (G.).  —  Quelques  propriétés  générales  des  fonctions  entières 
liées  au  théorème  de  M.  Picard  (598-600). 

Étant  donnée  une  fonction  entière  /(-),  l'étude  de  la  famille  de  fonctions 

/„(-)  =  /('=*") 

conduit  l'auteur  à  des  résultats  qui  précisent  la  répartition  des  racines  de 
l'équation  f(s)  =  a;  on  peut  les  généraliser  à  toute  fonction  uniforme  ayant 
un  point  singulier  essentiel  isolé.  L'auteur  étudie  en  outre  la  nature  de 
l'ensemble  des  points  autour  desquels  la  suite  des  /„(-)  n'est  pas  normale 
(ensemble  parfait),  et  celte  étude  le  conduit  à  former  des  fonctions  entières 
d'ordre  quelconque  qui  tendent  uniformément  vers  L'infini  dans  une  suite  de 
couronnes  entourant  l'origine  et  de  même  épaisseur  relative. 

Petot  {A.).  —  Sur  la  théorie  analytique  des  turbines  hydrau- 
liques (  6oo-6o3  ). 

L'auteur  développe  une  théorie  qui  tient  compte  jusqu'à  un  certain  point  des 
pertes  de  charge  dues  aux  frottements  et  aux  chocs,  lesquelles  sont  d'habitude 
négligées,  et  sans  introduire  néanmoins  de  complication  excessive.  La  déter- 
mination de  certains  coefficients  nécessiterait  des  expériences  faites  sur  des 
turbines  établies  d'après  la  théorie  en  question. 

Guillaumin  (G.).  —  Sur  les  coups  de  bélier  dans  les  conduites 
de  diamètre  variable.  (6o5-6o8). 

L'auteur  étudie  le  cas  d'une  conduite  tronconique  et  d'égale  résistance;  les 
équations  qui  donnent  le  coup  de  bélier  et  le  débit  s'intègrent  et  donnent  des 
résultats  concordants  avec  ceux  de  M.  Eydoux  pour  les  conduites  formées  de 
plusieurs  parties  de  diamètres  différents.  Le  coup  de  bélier  en  fin  de  fermeture 
brusque  dépend  de  la  loi  de  fermeture  du  distributeur,  contrairement  à  ce  qui  a 
lieu  pour  les  conduites  cylindriques;  mais  si  la  fermeture  se  fait  dans  un  temps 
très  court,  on  trouve  la  même  valeur  dans  les  deux  cas. 

Sparre  [M.  de).  —  Conditions  à  remplir  lorsqu'on  veut  dans  une 
installation  hydraulique  augmenter  le  débit,  et  par  suite  le  tra- 
vail, sans  modifier  la  conduite  (^663-666). 

Soit  une  conduite  desservant  une  roue  Pelton,  et  supposons  qu'on  veuille  lui 
en  faire  desservir  simultanément  une  deuxième;  l'auteur  établit  la  formule 
donnant  le  travail  total  dont  il  cherche  le  maximum.  La  discussion  montre  que 
l'on  peut  augmenter  la  vitesse  dans  la  conduite  jusqu'à  ce  que  la  perte  de 
charge  atteigne  0,2  de  la  charge;  mais  il  est  désavantageux  d'aller  au  delà, 
pour  le  rendement  de  la  conduite. 

Lefschetz  (S.).  —  Sur  l'analyse  situs  des  variétés  algébriques 
(672-674). 
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L'auteur  étudie  les  cycles  à  i  dimensions  d'une  variété  à  d  dimensions  et 
obtient  des  formules  reliant  le  maximum  du  nombre  de  cycles  effectifs  par 
rapport  à  une  hypersurface  de  la  variété,  à  des  invariants  intéressants  (  nombres 
de  Picard  et  de  Séveri).  Il  annonce  comme  conséquence  que  le  nombre  de 
Picard  d'une  surface  algébrique  est  égal  au  nombre  des  cycles  superficiels  par 
rapport  auxquels  les  intégrales  doubles  de  première  espèce  n'ont  pas  de 
période. 

Gambie/-  (/?•)•  —  Surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  de 
révolution  (<>74-(>77)- 

Parmi  ces  surfaces,  les  unes  sont  physiquement  applicables,  les  autres  ne  le 
sont  qu'à  condition  de  faire  correspondre  un  point  réel  de  l'une  à  un  point 
imaginaire  de  l'autre;  dans  tous  les  cas,  la  recherche  de  ces  surfaces  est  équi- 
valente à  celle  des  courbes  à  torsion  constante,  et  l'auteur  en  déduit  quelques 
conséquences  relatives  à  celles  de  ces  surfaces  qui  sont  algébriques. 

Brouwer  (  L.-E .-./.).  —  Enumération  des  surfaces  de  Riemann 
régulières  de  genre  un  (677-Ô78). 

Soient  S  une  telle  surface,  H  la  surface  à  connexion  simple  superposée  à  S; 
représentons  R  sur  le  plan  euclidien  P,  et  la  division  de  H  en  feuillets  au  moyen 
des  lignes  de  passage  par  une  division  de  P  en  polygones  fondamentaux  ; 
l'auteur  montre  que  le  groupe  des  itransformations  de  P  laissant  invariants 
tous  les  points  de  S  et  déterminant  complètement  la  surface  S  est  un  groupe 
de  translation  dont  les  coefficients  peuvent  être  caractérisés,  dans  chacun  des 
quatre  cas  qui  se  présentent  suivant  le  nombre  de  cycles  de  S. 

Julia  (G.).  —  Quelques  propriétés  des  fonctions  méromorphes 
générales  ('  -  1  8-720  ) . 

L'auteur  applique  ici  aux  fonctions  méromorphes  générales  la  méthode  qui 
lui  a  servi  dans  ses  Notes  précédentes  (voir  plus  haut)  à  étudier  la  répartition 
des  racines  de  l'équation  f[z)  —  a,  lorsque /(s)  est  entière  ou  méromorphe 
avec  une  valeur  exceptionnelle.  La  question  d'ailleurs  ne  se  pose  guère  que  dans 
le  cas  où  f(z)  admet  au  moins  une  valeur  asymptotique,  finie  ou   infinie. 

Krylofl'  (/V.  ).  —  Sur  quelques  formules  d'approximation,  fon- 
dées sur  la  généralisation  des  quadratures,  dites  mécaniques 
(7*1-7*3). 


La  l'onction 


!•(.. -).--  f     f(x)  K{x,r)dx, 


où  f{x  )  satisfait  ;i  la  condition  de  Lipschitz  et  K.(x,  y)  à  certaines  inégalités 
restrictives,  peut  se  calculer  au  moyen  d'une  série  d'intégrales  analogues,  mais 
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où/  (a;)  est  remplacée  par  — t  P„  désignant    un    polynôme;   on    peut    n'en 

conserver  que  les  premiers  termes  et  l'auteur  donne  une   limite  supérieure  du 

_i 
reste,  qui  est  de  l'ordre  de  n    t. 

Guillaumin  (G.).  —  Sur  les  coups  de  bélier  dans  les  conduites 
de    diamètre     variable    et    formées     de     parties    tronconiques 

(723-726). 

L'intégration  des  équations  du  coup  de  bélier  dans  le  cas  d'une  conduite  tron- 
conique,  effectuée  par  l'auteur  dans  sa  Note  précédente  (voir  plus  haut),  permet 
d'étudier  les  conduites  formées  de  portions  de  conicité  différente  (ajutages). 
L'auteur  étudie  spécialement  les  oscillations  de  pression  en  une  section  de  jonc- 
tion, au  passage  d'une  onde  simple,  et  le  coup  de  bélier  de  fermeture. 

Lévy  (P.).  —  Sur  la  généralisation  de  l'équation  de  Laplacc  dans 
le  domaine  fonctionnel  (702-755). 

Après  avoir  écrit  l'équation  qui  généralise  celle  de  Laplace  et  fait  une 
remarque  au  sujet  des  fonctions  composées  de  plusieurs  fonctionnelles  harmo- 
niques, l'auteur  s'occupe  des  problèmes  de  Cauchy  et  de  Dirichlet;  cela  le 
conduit  à  généraliser  la  théorie  du  potentiel  dans  le  domaine  fonctionnel. 

Bompiani  (E.).  —  Sur  les  courbes  quasi-asymptotiqucs  des  sur- 
faces dans  un  espace  quelconque  (755-757). 

L'auteur  démontre  que:  si  la  projection  d'un  double  système  de  quasi-asymp- 
totiques  d'une  surface  à  A  dimensions,  sur  un  espace  à  h  <_k  dimensions,  forme 
un  réseau  conjugué,  celui-ci  aura  ses  invariants  égaux.  Ce  théorème,  qui  géné- 
ralise celui  de  M.  Kœnigs  sur  les  projections  planes  des  lignes  asymplotiques 
d'une  surface,  résulte  de  ce  que  certains  systèmes  d'équations  aux  dérivées 
partielles  ne  peuvent  avoir  de  solution  commune  avec  une  équation  de  Laplace 
que  si  celle-ci  a  ses  invariants  égaux. 

Lefschetz  (S.).  —  Sur  les  variétés  abéli,ennes  (758-761). 

L'auteur  établit  les  relations  existant  entre  le  genre  de  la  variété,  son  nombre 
de  Picard  et  l'ordre  de  singularité  de  la  matrice  de  Riemann  formée  par  le 
tableau  des  périodes;  il  en  déduit  comme  application  la  détermination  des 
invariants  de  certaines  variétés  de  Jacobi. 

Julia  (G.).   —  Quelques  propriétés    des   fonctions    entières   ou 
méromorphes  (812-810). 

L'auteur  revient  sur  les  propriétés  de  ces  fonctions  qu'il  a  démontrées  dans 
les  trois  Notes  précédentes,  afin  de  les  préciser,  et  pour  étendre  le  théorème 
de  M.  Picard  au  cas  des  valeurs  asymptotiques  finies  ou  infinies  de  la  fonction. 

Guldberg  (A.).  —  Sur  la  loi  des  erreurs  de  Bravais  (81 5-8 17). 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2"  série,  t.  XL1V.  (Avril  1920.)  R.4 
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L'auteur  généralise  celte  loi,  pour  l'espace  à  un  nombre  quelconque  de  dimen- 
sions, par  la  méthode  des  probabilités  continues. 

Guillaumin  (G.). —  Sur  certaines  solutions  particulières  du  pro- 
blème de  l'état  ébouleux  (818-820). 

L'auteur  étudie,  au  moyen  des  équations  de  M.  Boussinesq,  le  cas  où  une 
droite  donnée  qu'on  prend  pour  axe  0\  est  une  ligne  de  rupture  pour  le  massif 
en  état  ébouleux;  soient/?  la  pression  moyenne,  y  l'azimut  de   la   plus  grande 

des    pressions    principales;    si    l'on    suppose  ~-  et  —^   finies    pour  y  —  o,  on 

obtient  la  solution  de  Rankine-Lévy  ;  sinon  il  faut  étudier  la  nature  analytique 
de  p  et  y  dans  le  voisinage  de  OX.  L'auteur  fait  cette  étude  dans  un  cas  par- 
ticulier et  en  donne  une  application  à  un  exemple  concret. 

Carleman.  —  Sur  la  représentation  conforme  des  domaines  mul- 
tiplement  connexes  (843-845). 

Démonstration  simple,  par  voie  indirecte,  du  théorème  de  M.  Koëlbe  :  «Toute 
fonction  qui  établit  une  correspondance  conforme  entre  deux  domaines,  dont  les 
contours  complet*  se  composent  de  circonférences  entières  en  nombre  limité,  est 
une  fonction  linéaire.  » 

Brouwer  (L.-E.-J.).  —  Enumération  des  groupes  finis  de  trans- 
formations topologiques  du  tore  (845-848). 

L'auteur  établit  cette  enumération  de  groupes  finis  de  transformations  biuni- 
voques  et  continues,  en  utilisant  les  résultats  de  sa  dernière  Note  (voir  plus 
haut  ). 

Denjoy   (A.).    —    Sur   la   vraie    valeur   des    intégrales    définies 

(848-85 n. 

L'auteur  établit  le  théorème  suivant  :  «  Si  '-o(x)  est  mesurable  et  bornée  sur 

C ^  v  ( x)  dx 

le  chemin    (a,  b)   où  elle   est  définie,  l'intégrale    (de  Lebescue)    /      — — 

Ja       x  —  x, 

possède  une  vraie  valeur  au  sens  dé  Cauchy,  quel  que  soit  centre  a  et  b,  sauf 

éventuellement  en  un  ensemble  de  mesure  nulle.  »  La  démonstration  résulte  de 

l'application  du  théorème  énoncé  dans  la  dernière  Note  de  l'auteur  (voir  plus 

haut)  à  la  fonction  de  variable  complexe  e'H<»),  où 


H(«)=  -f'*1*^* 


z  décrivant  un  chemin  qui  aboutit  en  un  point  de  (  a,  b  ). 


De  fourneaux.  —  Sur  quelques  propriétés  des  polynômes  électro- 
sphériques  (880-882  ). 

Étude  des  propriétés  et  des  relations   de  récurrence  entre   les  quatre  poly- 
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U.(y)=,iB(?-'-,)-2,  HB(0  =  acos«», 
smf 

!9  (S 

sin(2/»-t-i)   -  COS(2«-Hl)- 

F„(f)=  -i  G„(t»)=- - 


où  l'on  a  posé  v  =  2  cos». 

Julia  (G.).  —  Sur  les  fonctions  uniformes  à  point  singulier  essen- 
tiel isolé  (882-884). 

Dans  ses  Notes  précédentes  (voir  plus  haut),  l'auteur  a  énoncé  quelques  pro- 
priétés des  fonctions  uniformes  à  point  singulier  essentiel  isolé,  dans  l'hypo- 
thèse que,  sur  un  certain  chemin  allant  à  l'infini,  la  fonction  tende  vers  une 
limite  déterminée  ;  il  montre  ici,  par  l'exemple  des  fonctions  elliptiques,  que 
cette  hypothèse  est  indispensable.  Il  précise  ensuite  l'une  de  ces  propriétés  d'où 
il  résulte  que  la  fonction  ne  peut  avoir  aucune  valeur  exceptionnelle  lorsqu'un 
certain  ensemble  de  points  n'est  pas  parfait. 

Guillaumin  (G.).  —  Sur  certaines  solutions  particulières  du  pro- 
blème de  l'état  ébouleux,  où  le  massif  considéré  comprend  deux 
régions  régies  par  des  lois  différentes  (880-887). 

L'auteur  montre  que  l'on  peut  former  la  solution  du  problème  au  moyen  de 
la  solution  de  M.  Boussinesq  pour  chacune  des  deux  régions,  à  condition  que 
la  courbe  de  jonction  soit  une  ligne  de  glissement  (le  long  de  laquelle  est  réa- 
lisé l'équilibre  limite)  commune  aux  deux  solutions. 

Humbert  (G.).  —  Sur  la  mesure  des  classes  de  formes  quadra- 
tiques, ternaires  et  positives,  de  déterminant  donné  (917-923). 

Il  existe  des  formules  simples  (Eisenstein,  Stephen  Smith)  pour  exprimer  la 
mesure  de  l'ensemble  de  telles  classes  ayant  des  invariants  ft  et  A  donnés; 
l'auteur  se  pose  ici  la  même  question  pour  les  classes  dont  on  donne  le  déter- 
minant D=  ft2A  et  obtient  une  formule  assez  compliquée  dans  le  cas  général, 
mais  qui  se  simplifie  beaucoup  dans  certains  cas;  par  exemple,  la  mesure  des 
classes  ternaires  positives,  primitives  ou  non,  mais  propres,  de  déterminant 
impair  D,  est  égale  à 

^3(21*11'-»") 

(S  étendue  aux  décompositions  en  facteurs  D  =  nn'1,  où  n  et  n'  sont  entiers  et 
positifs). 

Lecornu  (L.).  —  Sur  les  tourbillons  d'une  veine  fluide  (923-926). 

Considérons  une  veine  sortant,  à  l'état  permanent,  d'un  réservoir  où  le  fluide 
reste  sensiblement  en  équilibre,  et  supposons  les  pertes  de  charge  négligeables; 
l'auteur  montre  qu'il  existe  certainement  des  tourbillons  ;  par  suite,  d'après  un 
théorème  de  Beltrami,  les  lignes  de  flux,  qui  sont  ici  les  trajectoires,  coïncident 
avec  les  lignes  de  tourbillons.  Le  rapport  Xdu  tourbillon  à  la  vitesse  ne  dépend 
que  de   la   forme  des   trajectoires;    son   étude   renseigne   donc  sur  la  forme  de 
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celles-ci.  L'auteur  termine  par  la  discussion  de  la  valeur  de  1  en  un  étrangle- 
ment de  la  veine. 

Belot  (E.).  —  Sur  les  orbites  spirales    à    gravitation  équilibrée 

(935-937). 

L'auteur  expose  comment  on  peut,  dans  son  système  cosmogonique  tourbil- 
lonnaire,  démontrer  la  loi  des  distances  des  planètes  et  satellites. 

Humbert  (G.).  —  Sur  la  mesure  des  classes  de  formes  quadra- 
tiques, ternaires  et  positives,  de  déterminant  donné  (969-975). 

L'auteur  applique  les  résultats  de  sa  dernière  Note  {voir  plus  haut)  au  cas 
d'un   déterminant   impairement  pair    D  =  îD';    la    mesure    de    l'ensemble  est 

alors  -  Snn'  (S  étendu  aux  décompositions  en  facteurs  D  =  /m'2).  Dans  le  cas 

8 

général,  la  formule    peut    se   mettre  sous   une  forme   simplifiée    dont  l'auteur 
indique  diverses  applications. 

Guichard  (C).  —  Sur  un  mode  de  génération  des  surfaces  iso- 
thermiques à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système 
(982-984). 

Soient  S  un  cône  du  second  ordre  et  (C)  une  courbe  quelconque  de  ce  cône  ; 
sur  la  développable  circonscrite  à  (C),  considérons  le  réseau  formé  par  les  géné- 
ratrices et  par  les  sections  (T)  des  plans  tangents  à  S  :  ce  réseau  est  conjugué 
et  son  équation  de  Laplace  est  à  invariants  égaux. 

Dans  ces  conditions,  si  (C)  est  une  courbe  isotrope,  en  faisant  rouler  le 
cône  S  sur  un  cône  quelconque  T,  chaque  ligne  (T)  décrit  une  surface  S  dont 
elle  reste  constamment  ligne  de  courbure;  en  outre,  £  est  isothermique  comme 
conséquence  de  la  propriété  énoncée  au  début. 

Julia    (G.).    —    Sur   les    fonctions    entières    ou    méromorphes 

(99°-992)- 

Dans  des  Notes  précédentes  (t.  168,  p.  5o2  et  718,  voir  plus  haut),  l'auteur  a 
obtenu  des  propriétés  des  fonctions  f{z)  en  étudiant  l'ensemble  ta  des  points 
où  la  suite  des  fonctions  fn(~)  —/(zt"),  avec  |  c  I  <  1,  n'est  pas  normale.  Il 
revient  ici  sur  l'étude  de  sa  pour  en  préciser  et  compléter  des  détails;  en  par- 
ticulier, ta  est  fermé  mais  pas  toujours  parfait;  il  contient  un  continu  si  f{z) 
admet  une  valeur  asymptotique  finie,  lorsque/(.s)  est  entière,  et  deux  valeurs 
asymptotiques  si  f(z)  est  méromorphe. 

Erwand  Kogbetliantz.  —  Sur  les  développements  de  Jacobi 
(992-994). 

Soit/(.r)  une  fonction  sommable  dans  ( — 1,  -+-1);  son  développement  en 
série  au  moyen  de  polynômes  hypergéométriques  de  Jacobi  a  été  étudié  par 
Darboux;  en  spécialisant  ces  polynômes,  l'auteur  démontre  que  la  série  est 
sommable  (C,  8)  et  que  la  sommabilité  est  uniforme  dans  tout  intervalle  de 
continuité  de  f(x)  intérieur  à  un  intervalle  où  f(x)  est  à  variation  bornée. 
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Brouwer  (L.-E.-J.).  —  Sur  les  points  invariants  des  transforma- 
tions topologiques  des  surfaces  ( 1 042-1  o44)- 

L'auteur  a  déjà  démontré  que  toute  transformation  biunivoque  et  continue 
d'une  surface  bilatérale  fermée,  de  genre  p  =  o,  à  indicatrice  invariante,  laisse 
au  moins  un  point  invariant;  mais  ce  théorème  n'est  vrai  que  pour  p  —  o,  et 
l'auteur  montre  par  des  exemples  que  si  p  >  o  on  peut  construire  de  telles 
transformations  ne  laissant  aucun  point  invariant. 

Julia  (  G.).  —  Les  fonctions  entières  et  la  croissance  (1087- 1089). 

Au  lieu  de  considérer  la  suite  régulière  t,  t-,  a3,  ...  comme  dans  ses  Notes 
précédentes,  l'auteur  prend  une  suite  croissante  quelconque  an  t2,  ...  pour 
former  la  famille  des  fonctions  -fn(  z  )  —  y  (  z  iu)  issues  de  <p(z);  cette  famille 
jouit  alors  de  propriétés  différentes;  par  exemple,  en  appelant  z  (a)  les  racines 
de   'f  (z)  =  a,  il  existe  des  fonctions  entières  «p  et  des  suites  t„  pour  lesquelles 

les  Zf— n'ont  d'autre  point  limite  que  o  et  oc,  tandis  que  si  la  suite  est  régu- 

lière  il  existe  au  moins  un  point  limite  dans  toute  couronne  circulaire  d'épais- 
seur O1. 

Erwand  Kogbelliantz.  —   Sur  la  sommation  des    séries   diver- 
gentes (1090-1092). 

L'auteur  démontre  que  :  une  série  divergente,  sommable  (  R,  X,  S -(-y), 
où  8  >  o  et  y  >  o;  est  aussi  sommable  avec  la  même  somme  par  l'application 
du  procédé  (R,  ~k,  S)  aux  moyennes  typiques  de  Riesz  d'ordre  y,  ou  aussi  du 
procédé  (R,  >»,  y)  aux  moyennes  d'ordre  8,  et  vice  versa.  Plusieurs  méthodes 
de  sommation  connues  s'étudient  comme  cas  particuliers  de  cette  propo- 
sition. 

Bateau  (A.).  —  Théorie  du  vol  des  aéroplanes  aux  diverses  alti- 
tudes. Prédétermination  de  la  hauteur  du  plafond  (1 142-1 1 47  )  • 

L'auteur  expose  une  théorie  analytique  qui  permet  de  déterminer  toutes  les 
circonstances  du  vol  horizontal  d'un  aéroplane,  connaissant  les  caractéris- 
tiques de  l'avion,  de  l'hélice  et  du  moteur;  il  y  a  quatre  inconnues  déterminées 
par  quatre  équations;  la  résolution  se  fait  par  approximations  successives  et  la 
discussion  donne  les  valeurs  remarquables,  en  particulier  la  hauteur  du 
plafond. 

Borel  (E.).  —  La  théorie  des  ensembles  et  les  nombres  décimaux 
(1 148-1  ioo). 

L'auteur  annonce  qu'on  peut  fonder  une  véritable  méthode  pour  l'étude  de  la 
théorie  des  ensembles,  en  particulier  des  relations  entre  le  continu  et  les 
ensembles  denses,  sur  l'emploi  des  nombres  et  des  intervalles  décimaux,  qui  ont 
parfois  été  utilisés  à  titre  d'exemple.  De  même  que  les  nombres  décimaux  suf- 
fisent pour  mesurer  les  grandeurs,  les  ensembles  décimaux  (définis  au  moyen 
d'intervalles  décimaux)  suffisent  pour  étudier  les  ensembles. 
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Boutroux  (P>)-  —  Sur  un  mode  de  définition  dune  classe  de 
fonctions  multiformes  dans  tout  le  domaine  d'existence  de  ces 
fonctions  (ii5o-iio2). 

La  représentation  d'une  fonction  multiforme  par  des  fonctions  uniformes 
d'une  variable  auxiliaire  masque  les  propriétés  spéciales  de  la  fonction  étudiée; 
l'auteur  a  obtenu  le  principe  d'une  représentation  nouvelle  en  étudiant  l'inté- 
grale générale  de  l'équation 

zz'  —  3  mz  -+-  2 xi -+-  bx  -+-  c, 

qui  est  multiforme  dans  le  voisinage  de  x  =  oo  ,  les  branches  se  groupant  en 
deux  familles  et  chaque  branche  étant  définie  par  la  valeur  d'un  paramètre  C. 
On  passe  d'une  branche  à  une  autre  par  une  substitution  sur  C;  l'auteur  ramène 
ainsi  le  problème  à  l'étude  d'un  groupe  de  substitutions  dont  il  indique  quel- 
ques propriétés  fondamentales. 

Harald  Cramer.  —  Sur  la  distribution  des  nombres  premiers 
(n  53-n  54). 

Appelons  P  tout  point  d'un  plan  dont  les  coordonnées  sont  des  nombres  pre- 
miers ^  o  ;  disons  que  D  est  une  droite  limite  pour  l'ensemble  des  P  s'il  y  a  une 
infinité  de  ces  points  arbitrairement  voisins  de  D.  L'auteur  démontre  que  sur 
tout  arc  de  cercle  ayant  pour  centre  un  point  A  donné,  il  y  a  un  ensemble  non 
dénombrable  de  points  B  tels  que  AB  est  une  droite  limite. 

Guichard  (C .).  —  Sur  les  surfaces  isothermiques  (i  1 85-i  1 88). 

Parmi  les  surfaces  isothermiques,  on  peut  se  proposer  de  trouver  celles  dont 
l'équation  du  réseau  des  lignes  de  courbure  est  intégrable  par  la  méthode  de 
Laplace;  l'auteur  en  donne  la  solution  complète,  qui  se  divise  en  deux  séries  : 
l'une  ne  comportant  que  des  constantes  arbitraires,  l'autre  renfermant  une 
fonction  arbitraire. 

Erwand  Kogbetllantz.  —  Sur  les  séries  trigonométriques 
(1193-1194). 

L'auteur  étudie  l'influence  de  l'ordre  d'infinitude  a  de  /(6),  en  un  point  6  =  % 
de  l'intervalle  (o,  îtt),  sur  la  sommabilité  de  son  développement  trigonomé- 
trique  en  un  autre  point.  Par  exemple,  si  a  >  1  et  si  au  voisinage  de  %  on  a 

/(ô)  =  A{6  — E)~«-t-  T(6), 

<p  étant  à  variation  bornée  dans  (Ç  —  e,  \-+-  e),  on  voit  que,  sauf  au  point  Ç,  la 
série  trigonométrique  de  /(  8  )  n'est  nulle  part  sommable  (C,  S  ^  a  —  1),  tandis 
qu'elle  l'est  (  C,  S  >  a  —  1)  et  a  pour  somme 

![/(«_  0) +"/(•->•  0)]. 


Humbert  (G.).  —  Sur  les  formes  quadratiques  positives  d'Hermite 
(1240-124O). 
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L'auteur  continue  ici  l'étude  des  applications  de  la  formule  générale  qu'il  a 
donnée  dans  une  Note  précédente  (t.  168,  p.  917.  voir  plus  haut);  il  envisage 
les  formes  d'Hermite  du  corps  \/ — P;  l'expression  de  la  mesure  est  particu- 
lièrement simple  dans  le  cas  des  classes  propres,  de  déterminant  donné,  pour 
P  =  1  ou  P  =  1.  L'auteur  étudie  dans  ces  deux  cas  le  nombre  des  classes  de  dis- 
criminant donné  et  en  montre  quelques  applications  aux  formes  binaires  et 
positives  ordinaires. 

Râteau  {A.).  —  Suite  de  la  théorie  des  aéroplanes.  Conséquences 
principales  des  formules  (1  2^6-1  2  5  1  ). 

L'auteur  continue  la  discussion  des  équations  fondamentales  données  dans  sa 
Note  précédeute  (voir  plus  haut)  ;  on  voit  par  exemple  que,  pour  une  hélice  et 
un  moteur  donnés,  un  avion  a  toujours  la  même  vitesse  au  plafond,  quel  que 
soit  son  poids.  Il  étudie  principalement  l'angle  d'incidence  optimum  au  plafond 
et  les  variations  de  la  hauteur  Z  du  plafond  suivant  les  modifications  de  l'appa- 
reil ;  l'introduction  d'un  turbo-compresseur  alimentant  en  air  le  moteur  permet 
d'élever  ce  plafond  à  3Z  théoriquement. 

Axel  Egtiell.  —   Champs  vectoriels  à   directions  asymptotiques 
indéterminées  (  1 260- 1  abr>  ) . 

En  un  point  M  d'un  champ  une  direction  A  est  dite  asymptotique  si  la 
dérivée  du  vecteur  prise  en  M  suivant  A  est  perpendiculaire  à  A.  Dans  le  plan 
perpendiculaire  au  vecteur,  il  existe  en  général  deux  directions  asymptotiques  ; 
l'auteur  montre  que  le  seul  cas  d'indétermination  est  celui  où  le  vecteur  est 
perpendiculaire  en  chaque  point  au  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  un 
complexe  linéaire. 

Remoundos  (G.).  —  Les  singularités  des  équations  différentielles 
et  les  séries  sommables  (ia65-i268). 

L'auteur  étudie  la  solution  de  l'équation  différentielle 

x'y'  =  by  -+-/(«»  r)> 

ou/  est  un  polynôme  nul  pour  x  —  y  —  o,  qui  répond  aux  conditions  initiales 
singulières  x„  =  y0=  o.  La  série  de  Mac-Laurin  déduite  de  l'équation  est  diver- 
gente, mais  quand  elle  est  absolument  sommable  une  méthode  de  M.  Borel 
permet  d'en  tirer  tout  de  même  l'intégrale  cherchée.  L'étude  de  la  sommabilité 
absolue  se  ramène  à  celle  du  prolongement  analytique,  le  long  de  Ox,  d'une 
certaine  fonction  algébrique,  et  cette  proposition  peut  recevoir  diverses  exten- 
sions. 

Bloch    (L.).    —    La  formule   de   Ritz  et    la   théorie    des    quanta 
(1271-1273). 

L'auteur  montre  que  la  théorie  des  quanta  permet  de  rendre  compte  de  la 
formule  spectrale  de  Ritz,  pour  les  atomes  à  structure  compliquée,  en  suivant 
la  voie  par  laquelle  Bohr  a  établi  la  formule  de  Balmer  relative  aux  raies  de 
l'hydrogène.  La  formule  de  Ritz,  contenant  des  termes  expérimentaux,  permet 


56  SECONDE   PARTIE. 

inversement  d'obtenir  par  l'expérience  quelques  indications  sur  la  structure  de 
l'atome. 

Râteau  {A.).  —  Théorie  de  la  montée  reetiligne  des  aéroplanes. 
Vitesse  ascensionnelle  maximum  (i295-i3oi). 

Les  équations  fondamentales  sont  ici  plus  compliquées  que  celles  du  vol  rec- 
tiligne,  étudié  dans  les  Notes  précédentes  de  l'auteur;  on  ne  peut  les  résoudre 
rigoureusement,  mais  l'auteur  indique  des  méthodes  d'approximation  qui  suf- 
fisent dans  la  pratique  et  qui  permettent  même  de  discuter  les  conditions  du 
vol  en  montée  :  vitesse,  pente  maximum  de  la  trajectoire,  inclinaison,  etc.;  on 
voit  ainsi,  par  exemple,  que  le  pilote  peut  incliner  l'avion  dans  des  limites  très 
larges  sans  faire  varier  sensiblement  la  vitesse  ascensionnelle. 

Boutroux  (P-)-  —  Sur  une  famille  de  fonctions  multiformes, 
intégrales  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
(i3o^-i3io). 

Suite  de  la  Note  précédente  du  même  auteur  (voir  plus  haut);  en  étudiant 
les  valeurs  de  C  de  grand  module,  on  voit  que  l'ensemble  des  valeurs  de  C 
appartenant  à  une  même  intégrale,  pour  des  valeurs  de  |  x  |  suffisamment 
grandes,  est  engendré  par  la  multiplication  de  trois  substitutions  fondamentales 
et  de  leurs  inverses;  ces  substitutions  sont  définies  par  le  moyen  de  lacets 
décrits  autour  des  quatre  points  critiques  de  l'intégrale  considérée. 

Guillaumin  (G.).  —  Sur  les  conduites  forcées  à  caractéristique 
variable  (  1 3 1  o- 1 3 1 3  ) . 

L'auteur  remarque  que,  par  une  transformation  d'abscisse,  les  équations  géné- 
rales des  conduites  forcées  ramènent  toujours  l'étude  au  cas  d'une  conduite  fic- 
tive où  la  vitesse  de  propagation  serait  constante;  si  la  caractéristique  de  la 
conduite  est  constante,  on  est  ramené  au  cas  d'une  conduite  cylindrique. 

Cela  permet  de  traiter  plus  simplement  des  problèmes  déjà  étudiés,  en  parti- 
culier celui  des  conduites  formées  de  plusieurs  tronçons  cylindriques. 

Biillouin  (M.).  —  Actions  mécaniques  à  hérédité  discontinue 
par  propagation;  essai  de  théorie  dynamique  de  l'atome 
à  quanta  (i3i8-i32o). 

Soit  une  particule  qui  se  meut  dans  un  milieu  élastique  avec  une  vitesse 
beaucoup  plus  grande  que  la  célérité  des  ondes  dans  le  milieu,  et  supposons  que. 
pour  une  raison  quelconque,  la  particule  émette  à  chaque  instant  des  ondes; 
suivant  la  forme  de  sa  trajectoire  (périodique,  par  exemple),  la  particule  sera 
rejointe  à  chaque  instant  par  un  nombre  fini  d'ondes  émises  par  elle-même 
antérieurement;  ce  nombre  est  un  entier  variable  et  l'on  obtient  ainsi  un  champ 
à  hérédité  discontinue.  On  peut  ainsi  fonder  la  théorie  des  quanta  sur  une 
hypothèse  dynamique  que  l'auteur  expose  sommairement,  et  qui  soulève  d'im- 
portants problèmes. 

E.  Gau. 

-— itzïQC: — 
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ANNALES  SCIENTIFIQ1  ES  DE  L'-ÉCOLE   NORMALE   SI  PÉRIEURE. 
3e  série.  Tome  \\\ll.    igi5  ('). 

Boussinesq  i  ./.  i.  —  Calcul  des  vitesses  bien  continues  «  1  « ■  régime 
uniforme,  par  des  polynômes,  dans  1rs  tubes  cylindriques  de 
formes  diverses,  avec  application  à  une  évaluation  approximar 
tive  du  coefficienl  du  débit,  dans  la  fîltration  de  l'eau  à  travers 
des  sables  à  grains  plus  ou  moins  lins  i  i-f8.). 

M.  Boussinesq  emploie   la  méthode   de  Barré  de  Saint-Venant,  qui  consiste 
à  remplacer  la  solution  nulle  au  contour  de  l'équation 

+■  -r-r  =  —  K , 
"■'-       '[y 

donl  dépend  le  problème  (K  élani  confiant  i,  par  un  polynôme  d'ordre  de  plus 
en  plus  élevé,  assujetti  à  s'annuler  en  certains  points  du  contour.  Si  le  contour 
est  elliptique  ou  en  forme  de  triangle  équi latéral,  on  a  ainsi  une  solution 
exacte;  s'il  a  la  forme  d'un  carré,  M.  lioussinesq  fail  le  calcul  numérique  jus- 
qu'au polynôme  du  douzième  ordre,  el  compare  les  résultats  à  ceux  de  la  solu- 
tion rigoureuse  de  Fourier.  Diverses  considérations  sur  la  fîltration  de  l'eau  ou 
la  transpiration  d'un  gaz  à  travers  le  sable  terminent   le  Mémoire. 

Lery  (Georges).  —Sur  la  fonction  de  Green  pour  un  contour 
algébrique  i  îu-  i  36  i. 

M.  Lery. introduit  la  notion  d'image  d'un  point  V  par  rapport  à  une  courbe 
algébrique  r  :  une  droite  isotrope  passant  par  A  coupe  r  en  m  points:  les 
secondes  droites  isotropes  passant  par  chacun  de  ces  m  points  contiennent  cha- 
cune un  point  réel;  ces  derniers  points  sonl  1rs  images  de  V.  Cette  notion 
conduit  â  des  propriétés  de  la  fonction  de  Green,  grâce  auxquelles  celle-ci  est 
formée  1res  élégamment  dans  plusieurs  cas.  inédits  ou  non  :  intérieur  ou  exté- 
rieur de  l'ellipse,  cubique  à  point  double  isolé,  limaçon  de  Pascal  à  point  double 
isolé,  épicvclotde,  courbe  de  Cassini,  etc.  La  notion  de  famille  isotherme 
algébrique  permet  de  former  la  ton  lion  de  Green  dans  d'autres  cas.  Les  aires 
limitées  par  des  cercles  et  l'étude  des  courbes  algébriques  quelconques  con- 
duisent enfin  l'auteur  à  des  propriétés  intéressantes,  dont  certaines  concernent 
les  fonctions  automorpb.es  de  Poincaré. 

Vessiot  (/:'.).  —  Sur  la  réductibilité  des  équations  aux  dérivées 
partielles  non  linéaires  du  premier  ordre,  à  une  fonction 
inconnue  (1  o~-t  60  ). 

(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  t.  X.LIV,  i#2o,  p.  35. 
Bull,  des  Sciences  malliem..    >.°  série,  t.   XLIV.   (Juillet   1920.)  R,5 
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Soil 

*--*«;*„*, v.\pv  •■-,/'„)         (^=3iJ 

une  équation  aux  dérivées  partiel Jes;  soit  (#„)  le  y rc.nj>c  des  transformations 
en  t.,  Xç,  . . .,  çs„,  Pi,  ...,])„  qui  laissent  invariantes  toutes;  ses  solutions; 
soil  (  g  )  le  groupe  îles  transformations  qui  n'allèrent  pas  l'équation,  M.  Vessiot 
dit  que  l'équation  est  réductible  s'il  existe  un  groupe  contenu  dans  (g),  conte- 
nant (#0),  antre  que  (g),  dont  les  équations  de  définitions  soient  rationnelles: 
le  plus  petit  de  ees  groupes  est  le  groupe  Spécifique.  11  applique  cette  notion 
au  cas  de  n  =  i. 


Boussinesq  («/•)•  —  Supplément  à  un  Mémoire  des  Annales  Sur 
les  principes  de  la  Mécanique,  etc.,  inséré  en  novembre  191061 
déjà  complété  par  un  autre  Mémoire  en  décembre  1912. 
Réflexions  sur  la  longue  durée  de  la  dynamique  rudimentaire 
d'Aristote,  el  sur  son  rôle  capital  jusqu'au  jour  où  fut  créée 
l'analyse  infinitésimale  (161-175  ). 

Ce  Mémoire  renferme  une  curieuse  hypothèse  sur  la  manière  dont  se  forma  la 
mécanique  d'Aristote.  Selon  M.  Boussinesq,  certaines  parties  des  -sciences 
modernes  sont  aussi  rudimentaires  que  la  dynamique  d'Aristote. 

Y  Mal,  [Henri).  —  Sur  l'écoulement  des  11  ni  des  pesants  (  1  7--214). 

M..  Villat  traite  d'abord  le  problème  d'un  liquide  s'écoulent  entre  deux  parois 
lixes,  l'une  indéfinie.,  l'autre  indéfinie  seulement  en  amont;  il  aborde  ensuite 
d'autres  questions  se  traitant  à  peu  pics  de  même.  La  question  se  ramène  à  la 
résolution  d'une  équation  intégrale  contenant  deux  fonctions  inconnues,  dont 
l'une  caractérise  le  mouvement -à  la  surface  libre  el  l'autre  la  forme  des  parois 
solides.  C'est  par  rapport  à  cette  dernière  fonction  que  l'équation  est  le  plus 
simple  :  équation  de  première  espèce  singulière;  M.  Villat  montre  comment  on 
peut  la  résoudre.  Mais  si  l'on  donne  la  foi  nie  des  parois,  l'équation  est  très 
compliquée  par  rapport  ;i  l'autre  fonction  :  l'auteur  traite  le  cas  du  canal  à  fond 
recliligne  indéfini,  pour  le  ramener  à  une  autre  équation  intégrale  dont  il  dit 
quelques  mots,  lui  terminant,  M.  Villat  signale  le  cas  où  le  mouvement  à  étu- 
dier possède  une  périodicité  géométrique. 

Ilny  (Louis).  —  Sur  le  mouvement  à  trois  dimensions  des  milieux 
visqueux  Indéfinis  (ai  5-23 ■>.  i. 

M.  Roy  ramène  la  question  à  la  recherche  de  la  solution  de  l'équation  en  cp  : 

dt  \dx*  "•"  dy*       oV  J  +a  \dx*  +  oy>  +  As'  )        dP   ~  °' 
où  A  et  a-  sont  deux  constantes  positives;  astreintes  à  s'annuler  à  l'infini  d'une 
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certaine  manière  et  à  satisfaire  à  certaines  conditions  initiales.  Il  étudie  à  part 
le  cas  où  a  =  o,  utile  pour  le  cas  d'un  milieu  fluide. 


Picard  |  Emile).  —  Sur  quelques  points  de  l'histoire  des  repré- 
sentations conformes  (  a33-236  s. 

M.  Picard  reproduit  le  passage  de  son  Traité  d'Analyse  relatif  à  la  corres- 
pondance entre  les  |oims  des  contours  des  aires,  dans  le  cas  où  ceux-ci  sont 
formés  d'arcs  de  lignes  analytiques.  Cette  reproduction  est  motivée  par  des 
travaux  de  MM.  Kœbe,  Caratheodory  ei  LindëlôfF. 

G iraud  (Georges).  —  Sur  une  classe  de  groupes  discontinus  de 
transformations  birationnelles  quadratiques  el  sur  les  fonctions 
de  huis  variables  indépendantes  restant  invariables  par  ces 
transformations  |  a3^-  \o3  i. 

Thèse,  analysée  dans  ce  Bulletin,  t.  \f.,  19161,  1"  Partie,  p.  ià*. 

(  il ■hi:i;i-:s    GlKADn. 


WWLI  ni  MATEMATICA  PURA  VA)  APPLICATA. 
Série  III,  Tome  XXII,   1914  ('). 

Picone  l  Mauro).  —  Sullc  superficie  flessibili  c<l  inestendibilî 
deformabili  in  rigate  [Sur  les  surfaces  flexibles  <•!  inextensibles 
déformables  en  surfaces  réglées]  1  1-62). 

Recherche  de  la  condition  nécessaire  el  suffisante  pour  qu'une  surface  donnée 
puisse,  par  déformation,  devenir  réglée;  c'est,  dans  l'esprit  de  l'auteur,  un  pré- 
liminaire ;ï  L'étude  des  congruences  W  dont  les  nappes  focales  sont  applicables 
sur  des  surfaces  réglées.  Quelques  applications  de  la  condition  obtenue. 

Cette  condition  est  qu'une  fonction  7>(»,  v),  qu'on  peut  toujours  déterminer 
par  résolution  d'une  équation  du  deuxième  degréj  vérifie  une  certaine  équation 
aux  différentielles  totales;  les  géodésiques  rectifiables  ont  alors  l'équa- 
tion rfr  —  */,  dit  =  0.  Pour  l'établir,  l'auteur  part  des  équations  qui  caractérisent 
les  systèmes  d'asymptotiques  virtuelles;  on  pourrait  aussi  partir  de    la  relation 

1  _  - 1     dp 
r        2  p   ds 

bien  immédiate,  si est  la  courbure  totale,  si  —  désigne  les  dérivées  prises 

p2  ds 

(l)  Voir/?»//,  des  Se.  math:,  t.  XLIV.   1920,  2e  Partie,  p.  a5. 
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suivant  les  géodésiques  rectifiables,   -  la  courbure  géodésique  des    trajectoires 

orthogonales.   Notons    aussi    que    l'équation    du   deuxième  degré   en    >>  résulte 
immédiatement  île  la  formule  évidente 


d2P 


(/s-  2  p  \(ls 


f/p  ,- 


Del  Ue  (./.).  —  Sulle  equazioni  generali  per  la  Dinamica  negli 
spazii  ad  n  dimensioni  ed  a  curvatura  costante  [Sur  les  équa- 
tions générales'de  la  Dynamique  des  espaces  à  n  dimensions  et 
a  courbure  constante]  I  <>.'>--o). 

Formation  de  ces  équations,  extension  des  concepts  fondamentaux. 

Nielsen  (Niets)'.  —  Recherches  sur  les  suites  régulières  et  les 
nombres  de  Bernoulli  et  d'Euler  |  ~i-i  i5). 

Les  Mémoires  consacrés  par  l'auteur  à  la  théorie  des  nombres  de  Bernoulli  et 
d'Euler  sont  intéressants  par  le  caractère  élémentaire  des  méthodes  et  le  souri, 
qui  n'est  point  superflu,  de  relier  entre  eux  les  résultats,  anciens  ou  nouveaux, 
en  les  rattachant  a  d'autres  plus  généraux.  M.  Nielsen  s'occupe  ici  plus  parti- 
culièrement de  la  formation  des  relations  de  récurrence  entre  les  nombres  envi- 
sagés.  Le  lien  est,  ici  la  notion  de  suite  régulière  :  suite  de  polynômes 


/.(*) 


=1/ 


(P 


(/)  =  O,   I,  2,    ...) 


veriQant  l'équation  fonctionnelle 

(-O''/P(-^-0  =  //,(^) 

et  dont,  à  l'aide  par  exemple  des  fonctions  de  Bernoulli,  on  a  l'expression 


<  L 


~  fP(x)=2i    ûr9.+iB/. 


Les  formules  fondamentales  se  déduisent   de  la  considération  de  suites  régu- 
lières du  genre  de  celle  que  forment  les  polynômes 


p\ 


s\P 

X-h- 


Parmi     les    nombreuses    applications,     citons,     par    exemple,    ce     résultat 
- - l.„  est,  en  même  temps  que  />,  un  entier. 
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Bfussotti  I  Luigi). —  Sulla  generâzione  <ii  curve  piane  algebriche 
i';ili  mediante  «  piccola  variazione  o  <li  una  curva  spezzata 
[Sur  la  génération  de  courbes  piano  algébriques  réelles  par 
petite  variation  d'une  courbe  décomposée]  (i  !  7-  ;  ' *9  ) - 

DanMes  recherches  sur  le  nombre,  la  disposition  et  l'allure  des  circuits  d'une 
courbe  (Jane  algébrique,  pour  construire  effectivement  une  courbe  satisfaisant 
à  des  conditions  assignées,  on  procède  souvent  par  petite  variation  d'une  oourhe 
dé  "tiijH.-f-  •  ,,n  clierche  à  répondre  à    la  question    par  une  courbe  d'équation 

le  paramètre  t  ét>nt  petit  et  d'un  signe  convenable. 

\i  Brussotti  souyet  cette  méthode  à  une  élude  systématique  de  grand  intérêt. 
Son  Mémoire  comprend  deux  parties  bien  distinctes. 

C'est  d'abord  une  tude  de  la  question  du  point  de  vue  lopologique  :  préli- 
minaires sur  les  systèmes  de  circuits  dn  plan  projectif,  définition  des  petites 
variations  d'un  systèmVle  a  circuits  { < j u  1  feront  disparaître  les  points  communs 
aux  divers  circuits),  étwe  de  la  limite  supérieure  a' du  nombre  des  circuits  du 
système  varié  (exemple  '■>  =<i  -1- /,  —  ■>.,  s'il  )  a  /.  intersections  . 

Reste  à  montrer,  ce  que  ait  l'auteur  dans  j;i  deuxième  Partie  «lu  Mémoire, 
qu'une  petite  variation.  topV>giqUemeDt  déterminée,  peut  s'effectuer  algébri- 
quement, comme  il  a  été  »i*îqué.  Il  établit  enlin  les  conditions  pour  qae  la 
petite  variation  engendre  une  :,)in.|,e  ayant  le  nombre  de  circuits  maximum 
compatible  avec  sou  ordre  (5V[S  -  différents,  le  nombre  des/,  ne  pouvant 
dépasser  '|  ). 

Massl  1  Gian- Antonio).  —  SuXTeorema  di  Kirchhoff  traducente 
il'Principio  di  Huygens  [Sur  1  théorème  de  Kirchhoff  expri- 
mant le  principe  de  Huygens]  1  I  j-i-- 

Exposé  plus  simple  d'une  démonstration^  Ct.  t|,éorème  déjà  donnée  par 
l'auteur  (  Annali.  série  II,  t.  XVI). 

WUenaky  (Michael).  —  Bestimmung  aV Koeffizienten  in  einer 
Funktionalgleichûng  nebst  einer  Anwe\jung  [Détermination 
des  («.efficients  dans  une  équation  fonctio\^ne  avec  une  appli- 
cation] (179  189). 

Il  s'agit  des  relations 

F;  =  —  F  .        F„"    —  F„   ,  =  2  4~  F„        (  n  =  1,  -,         v 

entre    fonctions    de    la    variable   x.    En    partant   du    cas  partick      F^_  ^^ 
l'auteur  détermine  les  coefficients  de  la  formule  qui  exprime  linéa\   enl  ,çs  j,.  _ 
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.  e  i  fonction  de  F0  et  de  ses  dérivées,    application    à  retrouver  diverses  expres- 
sions des  fonctions  0„  de  Neumann. 


Eisenhart  {Luther-Pfahler).  —  Transformations  of  Surfaces  of 
Guichard  and  Stirfaces  applicable  lo  Quadrics  [Transformations 
de  surfaces  de  Guichard  et  surfaces  applicables  sur  des  qm- 
driques]  (191  -247). 

Soit  donnée  une  surface  S  de  Guichard,  c'est-à-dire  telle  qu'on  pusse  lui 
associer  une  S  ayant  même  image  sphérique  des  lignes  de  coùrbuie  et  telle 
que  les  rayons  de  courbure  principaux  soient  liés  par  la  relation 

'*i  ''-.!+  ri  ''■:  —  fonst.    ■<>  ; 

l'auteur  en  étudie  les  transformations  telles  que  la  surface  e»sa  transformée 
constituent  l'enveloppe  d'une  famille  de  sphères,  avec  correspoïdance  des  lignes 
de  courbures, 

L'analogie  de  ces  transformations,  a\ec  les  transforma ii«,s  f',,  des  surfaces 
isothermes  découvertes  par  Darboux,  nous  dispense  <\ 'e.i  rrr  dans  le  détail; 
l'auteur  en  établit  le  théorème  de  permutabililé;  il  tudie,  à  la  lin  de  son 
Mémoire,  le  cas  des  surfaces  de  Guichard  spéciales  analogues  aux  surfaces 
isothermes  spéciales),  auxquelles  on  peut  associer  (ci"me  ,ln,Jl"IM>e  «les  plans 
des  cercles  normaux  à  deux  surfaces  complémentaire  ""e  surface  applicable 
sur  une  quadrique. 

Vielsen  (Nie/s).  —  Sur  le  théorème  de  v-  Staudt  e1  de  Th. 
Glausen  relatif  aux  nombres  de  BerouUi  (249-261). 

C'est  le  théorème  qui  donne  l'express jr  f'e  **„  contenant  les  nombres  pre- 
miers de  rang  n.  Cette  expression,  po»~'e  ''ans  une  quelconque  relation  de 
récurrence  entre  les  B„,  a  diverses  CoruCluencesi  Pat'  exemple  l'a  congruence 

m  —  1 

V     y.„-    -       "  ( '/>). 

1 

entre  les  coefficients  de  la  reuon"     n  Pa»"*'c«larîsanl  cette  felaiion, on  retrouve 
nombres  de  résultais  ulass0'  v' 

Ûianchi  (Luigi).  -  SulIe  congruenze  rettiline  W  a  paramétra 
medio  côstante  Dlir  les  congfuences  rectilignes*W  à  paramètre 
moyen  consta'  I  [■'■"■''-■'''■■)  }• 

Le  paramètre  °yen  d'un  ray°n  (le  la  congruence  est  la  quantité  a  =  j/rfî—X», 
d  étant  la  oV,Ce  d"s  P°*Bts  limites,  \  celle  des  foyers.  Les  congruenees  W 
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,i  paramètre  moyen  constant  comprennent  donc,  comme  cas  particulier,  les 
congruences  W  normales  et  les  congruences  pseudo-sphériques,  dont  on  sait 
l'importance.  La  détermination  de  ces  congruences,  dont  on  se  donne  une  nappe 
focale  S.  présente,  comme  le  montre  l'auteur,  des  circonstances  bien  différentes 

suivant  que  la  courbure  de   S  c^t   variable  (il   ne  peut  exister  alors  plus  d'une 

congruence  repondant   à   la   question     ou  constante    (  il   en   existe   une   double 

infinité;  cas  d'exception    K  = —  —  |  ■ 

a-) 

Dans  la  suite  de  son  Mémoire,  l'auteur  revient  d'abord  sur  l'intégration  du 
système  aux  différentielles  totales  dont  dépend  la  recherche  des  congruences 
cherchées  quand  S  est  à  courbure  constante  :  la  transformation  de  Lie-Bonnet 
permet  de  se  ramener  au  cas  simple  où  a  —  o,  de  sorte  que  l'intégration  est 
effectuée  dès  que  l'on  connaît  les  surfaces  dérivées  de  S  par  une  transformation 
de  Lie-Bonnet  et  leurs  lignes  géodésiques. 

Pour    terminer,    l'auteur   étudie    une    nouvelle  catégorie    de  congruences  \x 

•     à  paramètre  moyen  constant  :  celles  pour  lesquelles  les   équations  de    Moutard 

ip  6 

des  deux  nappes   focales   ont    la    forme      =:  o.    Il    retrouve   ainsi    les    con- 

Ouoy 

gruences  de  Darboux  (définies   à    partir   des   surfaces  de   translation    dont  les 

courbes  génératrices  ont  des  torsions  constantes  — , ,  —  -y  ]•  Il  généralise,  pour 

les  catégories  précédentes  de  congruences,  la  théorie  des  transformations  qui, 
dans  le  cas  des  congruences  pseudo-sphériques,  dérive  du  théorème  de  pei  mu- 
tabilité. 

/{iniques  |  Federico).  —  Compte  rendu  des  «  Œuvres  mathéma- 
tiques de  Luigi  Gremona  »  (32^-33o). 

Joseph  Péues. 


\\Y\LI  DELLA   R.  SCUOLA  NORMALE  SUPEKIORE  DI   PIS  \  : 

SCIENZE    FIS1GHK    ET    MATKMATM  II  K. 
Vul.    I\.    190/,   ('). 

Fubihi  (G).  —  [Q  ij*    11  parallelismo  di  Clifïord  negli  spazi  ellil- 
tici  [Le    parallélisme  de  Glifford  dans  les  espaces  elliptiques] 

(i-74). 

Dans  un  espace  de  courbure  -+-  1  étant  xt,  x'i  les  coordonnées  de  Weierstrass 


(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  2e  série,  t.  XLI,  1917.  2"  Partie,  p.  3i. 
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de  deux   positions  d'un  point,  les  glissements  sont  définis  par  • 

x\  =  A  xy  —  B  x.t  —  C  x3  —  D  xk, 
j-':  —  B  j~,  -i-  A.r2  —  Dxs —  Ci \, 
x3  —  G.r,-+-  Ux2-\-  Ax3 —  B./\, 
x\  =  D.r,  —  Cr2 —  B^+  Aa74 

(glissements  de  première  espèce),  et  par 

x\  =  olxx —  [j^2—  Y  ^3—  8a;4, 
ûc'7=  ?  #1  +  a  ,r2  -h  3  #3  —  y  ^ , 
a7,3=ya;1 — ox^-\- ax^-hpxit 
x\  =  S  .t,  -+-  y  .r,  —  p  x3  —  a  a^ 

(  glissements  de  seconde  espèce),.et  entre   les  paramètres   de  glissement    ont 
lieu  les  relations 

A-  -t-  B2  -4-  C* Hr  D2  =  7?  -+-  |i2  +  y2 -+-  32  =  1 . 

En  prenant  sur  une  droite  deux-points  (r>,  (';)  conjugués  (dont  la  distance 


est  —  )  »  on 


\ûci\i       0 


et   il    y  a  deux    glissements,  l'un    de    première  et  l'autre  de  seconde  espèce  qui 
portent  (  x)  en  (£)>  el  l'on  trouve  que  pour  ces  glissements  il  doit  être 

A  =  a  —  o. 

Comme  une  droite  est  déterminée  par  les  paramètres  de  glissement,  l'auteur 
prend  B,  C,  O,  (3,  y,  8  comme  coordonnées  de  la  droite.  Dans  le  but  de  simpli- 
fier les  calculs,  il  introduit  de  nouveaux  symboles  comme  il  suit  : 

Soient  (ti-t3t3tt)  et  (ctlc/2d.,di)  deux  groupes  de  variables  et  posons 


\(d}.,= 

[  td  ]3  = 

[/*]»  = 
On  a  alors 

S,-|   [/d\,\rj 


t,       t, 
d,     di 


dt    d3 


li 

/, 

/2 

tk 

d3 

d, 

+ 

,/, 

< 

'* 

'1 

t3 

t.. 

dk 

d, 

+ 

ds 

d. 

/, 

t.. 

1 , 

t 

AI, 

!  = 

rf. 

d.. 

d* 

d 

[td}',=- 
I  td  \.  = 
[td]'t  = 


/,   A  f,    A 


of,     </..     rf3     f/4 
e,     e2     e3     e4 
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et,  en  indiquant  le  déterminant  par  |  tdef), 

-■     ['«*],•[«/],  I  =  Zte.Zdf—  -Ltf.-S.de  +  (tdef). 

On  peut  exprimer  (  tdef)  par  les  produits  des  t  et  des  d,  et  l'on  trouve,  pour 
le  cas  li=ei.  d,=  f  .  -t:=  £rf2=  i,  Ztd  =  o  : 

s  {[**].- [e/].|  =. 

(  c'est  le  cas  des  B,  C,  D  pour  lesquelles  il  est  bien  B'-  +  G2-(-  D2  =  i). 
Pour  le  cas  où 

1<3=  Srf^=  Se2=  2/5  =  I> 
E*d  =  l^e  —  -Ztf  =  2  de  =  Srf/—  2e/  =  o, 

on  a 

sj[*d]l.[e/],}=±iJ 

et  pour  le  cas  où 

e,=  «4l        '/      ./ .        Zed  =  Zef  =  Zdf  =  o, 

on  a 

S|  [fc/],[e/],|  =o. 

Or,  comme  on  a 

B  =  f2*fc,        C=[Sa;]3,        D=[Sar]„ 

P=[ï*]'„        y  =  [S4,        6=fEa;]5 

les  relations  trouvées  servent   à   rendre  plus  simples  les  calculs  avec  les  para- 
mètres de  glissement,  et  le  passage  de  ceux-ci  aux  coordonnées  de  Weierstrass. 
Les  formules  qui  donnent  au  moyen  des  paramètres  les  coordonnées  du  point 
où  la  droite  rencontre  le  plan  xt  =  o  sont 

B  -+-  p  C  -4-  y        


pl.+  Bfl-t-Cy+Do)  ^Mi^-li^-rCr  +  Llô) 

D+  8 


V'J(H-  B,3  +-  Cy-J-DS) 


Deux  droites  parallèles  ont  leurs  paramètres  d'un  même  groupe  (les  B,  C,  D 
ou  les  3,  y,  S)  égaux  ou  opposés;  ce  qui  distingue  les  deux  sens  de  parallé- 
lisme, c'est  que  ce  fait  se  vérifie  pour  l'un  ou  pour  l'autre  groupe  de  para- 
mètres. 

Les  six  paramétres,  que  l'on  peut  aussi  considérer  comme  coordonnées  homo- 
gènes (liées  par  une  relation),  sont  les  coordonnées  de  Klein  obtenues  en  sup- 
posant le  tétraèdre  fondamental  auloconjtigué  par  rapport  à  l'absolu. 

On  appelle  images  de  Clifford  d'une  droite  relativement  à  un  plan  a,  les 
traces  sur  ce  plan  des  parallèles  à  la  droite  tirées  par  le  pôle  A  du  plan.  Ces 
points  sont  employés  plusieurs  fois  par  l'auteur  dans  la  suite. 

Au  moyen  des  nouvelles  coordonnées,  on  définit  1  angle  de  deux  droites.  Etant 
(B,  C,  D,  ,3,  y,  8),  (B'.  C,  D,  3',  y\  8')  ces  droites,  leur  angle  est  celui  qui  est 
défini  par 

cosep  =  BB'-f-  CC -h  DD 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  y°  <;érie,  t    XLIV.  (Août  1920.)  R.6 
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aussi  bien  que  celui  qui  est  défini  par 

cos<p  =  PP'-+-  ïv'-r-  88'; 

ou,  en  passant  aux  coordonnées  de  \Veier»irass, 

cos'f  =  S[>;],  [yi\], 
ou 

d'où 

/\        /\  /\ 

coscp  as  cosa-y  cosÇtj  —  cos  ^  c<>s  .rr,  rfc  (  a;  i;  ^ -»i  )  • 

Si  les  deux  droites  sont  dans  un  plan 

(.r;  yr,  )  =  o 
et  l'angle  est  unique. 

Un  élément  (A,  a)  constitué  par  un  point  A  et  un  plan  a  passant  par  A  est 
parallèle  à  l'élément  (B,  |i  )  lorsqu'il  y  a  un  glissement  qui  porte  A  en  B 
et  a  en  p.  La  distance  AB  est  égale  à  l'angle  a[ï,  et  l'on  en  déduit  l'existence 
de  figures  corrélatives,  à  éléments  correspondants  parallèles,  sans  aucune  con- 
sidération de  l'absolu. 

En  reprenant  les  formules  de  Frenel,  généralisées  par  M.  Bianchi,  l'auteur 
obtient  des  résultats  remarquables  dans  la  théorie  des  courbes,  en  introduisant 
aussi  un  élément  nouveau,  la  torsion  de  Clifford. 

Les  congruences  dans  un  espace  courbe  ont  été  étudiées  par  M.  Fibbi 
(ces  Annali,  t  Vif,  i8g5).  L'auteur,  par  l'application  de  la  théorie  des  paral- 
lèles et  des  images  de  Clifl'ord,  trouve  les  conditions  auxquelles  doivent  satis- 
faire les  formes  définissant  une  congruence,  la  manière  de  reconnaître  si  une 
congruence  est  \Y,  et  de  nouveaux  résultats  relatifs  à  la  densité. 

L'application  ii  la  théorie  des  surfaces  porte,  entre  autres,  à  de  nouvelles 
interprétations  de  la  courbure  absolue  et  de  la  torsion  géodésique. 

L'étude  de  la  représentation  riemannienne  des  droites  parallèles  conduit 
à  une  nouvelle  propriété  des  surfaces  isocycliques  de  Demartres. 

Fubirii  (G-). —  [H  10c/]  1  principi  fondamentali  délia  teoria 
délie  funzioni  armoniche  negli  spazi  a  ourvatura  costante  [Les 
principes  fondamentaus  de  là  théorie  des  fonctions  harmoniques 
dans  les  espaces  ;'i  courbure  constante]  (i-3c)). 

\u  moyen  des  propriétés  de  certaines  intégrales,  l'auteur  montre  qu'on  peut 
étendre  à  ces  espaces  les  méthodes  de  Neumann  (LogaritmisChes  und  Ne'wton- 
si/ies  Potential).  Puis  il  résout  le  problème  de  Dirichlel  pour  la  sphère  et  enfin 
il  donne  des  développements  en  série  pour  les  fonctions  harmoniques  en  en 
déduisant  l'extension  de  quelques  théorèmes  de  M.  Appell,  comme  par  exemple 

«  On  peut  construire  une  fonction  harmonique  ayant  un  ensemble  donné  de 
points  singuliers  avec  des  singularités  données  (n'ayant  pas  de  points  limites 
à  distance  finie  J.  » 
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Etant  donnée  une  fonction  harmonique  (régulière  ou  non)  qui  existe  dans  un 
champ  S,  l'intégrale 

tJft*° 

(  7  étant  le  contour  de  1     est  égale  à  la  somme  des  résidus  de  L'  dans  S. 

Grassi  (Cf.).  —  [S  2e,  a,  [3  |  Studi  d'idrodinamica  |  Etudes  d'hy- 
drodynamique |  (1-8  1  ). 

1.  Recherche  de  la  fonction  des  vitesses  d'un  liquide  indélini  où  se  trouve 
plongé  un  ellipsoïde  dont  la  surface  se  déforme  homographiquement. 

2.  Ellipsoïde  puisant.  —  Expression  île  la  fonction  des  vitesses.  Etude  de  la 
distribution  delà  pression  du  liquide  sur  la  membrane  ellipsoïdique  (les  lignes, 
d'égale  pression  sont  des  polhodies  1.  Réduction  aux  quadratures  de  l'intégration 
des  équations  du  mouvement.  Le  déplacement  de  toul  point  du  liquide  dépend 
uniquement  des  grandeurs  initiale  et  finale  de  l'ellipsoïde,  el  ne  dépend  nulle- 
ment de  la  manière  plus  ou  moins  rapide  dont  l'ellipsoïde  s'est  déformé. 

Il*  Fautif.  —  Apres  des  propositions  (n°  I  )  relatives  au  maximum  d'uni'  fonc- 
tion potentielle  harmonique  et  d'autres  propositions  1  n°  2)  relatives  aux  mêmes 
fonctions,  l'auteur  étend  (n°  3)  les  résultat-  obtenus  par  Bjerknes  pour  les 
corps  puisants  autour  de  centres  lixes.  Dans  le  n°  4,  il  traite  le  problème  sui- 
vant :  «  Dans  le  liquide  sont  plongés  deux  corps  puisant  périodiquement  autour 
de  deux  centres  fixes.  En  supposant  la  distance  R  des  centres  telle  qu'on  puisse 

négliger  —,   quels  sont  les  moments  du  système   des    pressions  du    liquide  sur 
R* 

l'un  des  corps  suivant  les   axes  du    système  principal,  que  l'on    suppose  avoir 

une  orientation  invariable.  »    Ce   système   principal    est    obtenu   de    la    manière 

suivante   :    Étant   a   la   surface   du    corps    puisant,  on   envisage   une  surface  a' 

coïncidant  avec  s  et  ayant  en  chaque   point  une  densité  (positive  ou  négative.) 

égale  à  la  composante  normale  de  la  vitesse;  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde 

d'inertie  de  1'  forment  le  système  appelé  principal. 

5.  Soient  dans  le  liquide  plusieurs  corps  dont  le  contour  de  chacun  ait  en 
chaque  instant  six  plans  de  symétrie  orthogonale,  trois  desquels  .formant  un 
trièdre  trirectangle  et  les  autres  étant  les  plans  bissecteurs.  Etant  donné  le 
mouvement  de  ces  corps,  quelle  est  1«   résultante  du  système   de  pressions  du 

liquide  sur  chacun  d'eux,  en  supposant  qu'on  puisse  négliger  —  ,   où   R   est    la 

plus  petite  distance  entre  les  centres. 

Ri  mi  ni  (C).  —  [}Ji<4).  Sugli  spazi  a  tre  dimensioni  che  ammet- 
tono  un  gruppo  a  quattro  parametri  di  movimenti  [Sur  les 
espaces  à  trois  dimensions  admettant  un  groupe  à  quatre  para- 
mètres de  mouvements]  (î-S^). 

En  se  fondant  sur  les   résultats   de  M.  Bianchi  |  Sugli  spazi   a   tre    dimen- 
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sioni,  etc.  (Mem.  délia  Soc.  Ital.  délie  Scienze,  série  3%  t.  XI,  1897)],  l'auteur 
donne  la  classification  «le  ces  espaces  : 

(  I  )  ds2  —  dx\  4-  dx\  -t-  a  xt  dx2  dx3  4-  (  x\  -t- 1  )  dx] , 

(  II  )  ds1  =  <7.r  j  -+-  «Jxi  c/,2*2  -+-  2  ne'i  rfa;3  (/x3  -+-  dx\        (  n2  <  1  ), 

(III)     ds2  —  dx-,  ■+-  (si n'j7,4-  /?2cos2 a?,)  dx\ -t- 2/1  cos.r,  rfa?.!ci'.r.,-i-e/.r3       (n2     1). 

Le  groupe  à  quatre  paramètres,  que  l'espace  admet  comme  groupe  complet 
de  mouvements,  esl  nécessairement  transitif  et  systatique.  L'espace  a  les  trois 
courbures  principales  constantes  :  deux  de  ces  courbures  sont  égales  et  posi- 
tives, la  troisième  est  négative  pour  (I)  et  (II)  et  en  valeur  absolue  triple  des 
deux  autres  pour  (I),  supérieure  à  ce  triple  pour  (II).  Pour. (III),  la  troisième 
peut  être  négative  ou  positive;  si  elle  est  négative,  la  valeur  absolue  en  est 
inférieure  au  triple  des  deux  autres.  Les  lignes  principales  correspondant  à  la 
troisième  courbure  sont  des"  géodésiques  de  l'espace  et  sont  les  variétés  systa- 
tiques  du  groupe  de  mouvements. 

Si  l'élément  linéaire 


ds"-  =  \  aik  dxi  dxk 


de  l'espace  S„  admet  la  transformation  infinitésimale  Xf,  l'équation  des  géodé- 
siques possède  l'intégrale  première 

n 

dx. 


2^ç,-^-=const. 


En  se  fondant  sur  ce  théorème,  dont  il  donne  une  interprétation  géométrique, 
l'auteur  recherche  les  équations  des  géodésiques  en  termes  finis.  Cette  intégra- 
tion se  réduit  à  des  opérations  algébriques  et  à  des  quadratures  lorsque  l'on 
connaît   les    transformations    infinitésimales    génératrices   du   groupe.    Pour   le 

tvPe  (ï)>  on  trouve  : 

an 
x.  —  a,  sm  a.  s  —  a.  cos  a. s  H = , 


a4  cos  ats 


:.,  =   !      [(7,  ( x] -+- 1  )  —  a^n^ds 


les  a  étant  des  constantes  arbitraires. 

bans  S„  une  hypersurface  est  totalement  géode'sigue  si  chacune  de  ses  géo- 
désiques est  aussi  géodésique  pour  S„,  et  la  condition  pour  que  cela  ail  lieu  est 
que  la  seconde  forme  fondamentale  soit  identiquement  nulle. 

Dans  un  S3  admettant  un  groupe  G4  de  mouvements,  il  n'y  a  de  surfaces  tota- 
lement géodésiques  que  lorsque  le  groupe  dérivé  de  G4  est  intransitif. 

Le  paragraphe  5  esl  relatif  aux  hypersurfaces  à  lignes  de  courbure  indéter- 
minées. 

Le  dernier  paragraphe  contient  des  représentations  des  espaces  considérés 
précédemment  et  les  équations  en  termes  finis  du  groupe  de  mouvements. 
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Les  espaces  (II)  el  (III)  sont  les  seuls  qu'on  puisse  représenter  conformément 
sur  l'espace  euclidien. 

Vittiti  (G.).  —  [H5]  Snj.ra  le  equazioni  diflferenziali  lineari 
omogenee  a  coefficient!  algebrici  |  Sur  les  équations  différen- 
tielles  linéaires  homogènes  à  coefficients  algébriques]  (1-37). 

Continuation  des  études  entreprises  par  l'auteur  dans  les  Rend icontidel  Cire, 
nuit,  di  Palermo,  t.  XVI,   1902 

Élani  donné  le  groupe  d'une  équation  d'Appell  (lu  deuxième  ordre  et  de  pre- 
mière ou  de  seconde  espèce,  et  p  étant  le  genre  des  coefficients  algébriques,  il 
y  a  en  général  %p  —  2  équations  d'Appell  du  deuxième  ordre,  appartenant  à  ce 
groupe  ei  linéairement  indépendantes,  dont  l'équation  intégrale  est  de  première 
espèce. 

Le  nombre  des  équations  d'Appell  du  deuxième  ordre,  appartenant  à  un  même 
groupe  el  linéairement  indépendantes,  dont  l'équation  intégrale  est  de  première 
espèce,  n'est  jamais  supérieur  à  ±p:  il  peut  être  ip —  2,  ?.p  —  i  ou  2p. 

Voici  les  titres  de  quelques-uns  des  articles  qui  suivent  : 

Relations  entre  les  pôles  el  les  résidus  des  intégrales  des  équations  d'Appell 
du  deuxième  ordre  et  de  première  catégor  e  (  c'est-à-dire  de  première  ou  de 
seconde  espèce). 

Modules  de  périodicité  des  équations  intégrales  de  première  catégorie. 

Relations  entre  les  modules  de  périodicité  des  solutions  de  deux  équations 
intégrales  de  première  espèce  d'équations  à  solutions  contragrédientes. 

Equations  intégrales  de  troisième  espèce. 


\  ol.   \.    190S. 

Cipolla  (/.).  —  [M, 2]     l  punti  <li  Weierstrass  sopra  una  curva 
algebrica  [Les  points  de  Weierstrass  sur  une  courbe  algébrique] 

(i-36). 

Les  points  de  Weierstrass  sur  une  courbe  de  genre  p  >  1  sont  les  points 
/i-uples  (au  moins)  pour  la  série  canonique  g^Zl»-  Pour  les  courbes  hyper- 
elliptiques,  ces  points  sont  les  2/?  -+-  2  points  doubles  de  la  g'.,  et  chacun  de  ces 
points  compte  pour  points  de  Weierstrass. 

Pour  une  courbe  non  hyperelliptique,  en  indiquant  par  i,  /',,  ....  <;,  a,  ip_2  les 
multiplicités  d'un  point  de  Weierstrass  pour  x  /— -,  x  p-3,  ...,  oo',  1  groupes 
canoniques,  on  a  toujours  1  =  1,  i^À  2 k  ■+- 1  pour /■</?  —  2,  et  iF_2  =  ^P — 2> 
comme  l'a  prouve  M.  Segre  [Intoriïo  ai  punti  di  Weierstrass,  etc.  {Rend,  dei 
Lincei,  1899)].  L'auteur,  en  suivant  une  voie  indiquée  par  M.  Segre  lui-même, 
arrive  à  abaisser  la  limite  supérieure  de  i/x  pour/»  >  6  et  1  </.  <  p  —  3. 

Le  nombre  des  points  de  Weierstrass  est  (p  —  t ) p(p  -+- 1). 

Suivent  d'autres  recherches,  entre  autres  la  représentation  d'une  courbe  de 
genre  p  ayant  un  point  de  Weierstrass  d'espèce  donnée,  au  moyen  d'une  courbe 
plane  Cp+5. 
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Levi(E.-E '.).  —  [Q2]  Saggjo  sulla  teoria  délie  superficie  a  due 
dimensioni  immerse  in  un  iperspazio  [Essai  sur  la  théorie  des 
surfaces  à  deux  dimensions  dans  un  hyperespace]  (1-99)- 

On  a  une  telle  surface  en  supposant  les  coordonnées  cartésiennes  a*,,  x^, —  x,t 
fonctions  de  uv  uT,  étant 


^o. 


Pour  un  mouvement  (y  compris  la  symétrie) 

(1)  x'j—  a.axl-\-.  .  .-\- <xlnxn-\- al 

(les  a,,  étant  les   coefficients  d'un   système  orthogonal),  on  a  pour  les  dérivées 


dxt 

<>x 

<)it\ 

lia 

l)Xt 

707..  ' 

d.r 
i)k. 

{■*) 


du[l  ou!: 


—  XiM  ~  a'l  X\M  ~*~'  •  ■"*"  *iii  *■,**> 


et  les  invariants  différentiels  de   la    surface   pour   le   groupe  des  mouvements 
sont  les  invariants  finis  du  s\  stème  de  \  ariables  x  .  x,  hl  pour  le  groupe  (1),  (2). 
Les  expressions 

[/,i, /,,/.,=  -x,./,kxi,/,1f.-t 


forment  un  système  complet  d'invariants,  et   h  ■+■  k  =  /«,-h/r,  est  V ordre  de  I. 

c  m  S}  sternes  de   d 

/)  (    >  III   —  /l   -4-  I  "I     . 


_                 rn(m  -ht)  .         .  ,         ,  ,  ■■.•.*. 

Kntre  les invariants  I  formes  avec  m  systèmes  de    dérivées,  dont    n 


sont    linéairement    indépendants,  il    y  en    a 


indépendants,   et 


l'auteur  résout  complètement  le  problème  de  trouver  ces  invariants  et  de  déter- 
miner ceux  qui  sont  suffisants  à  individuer  la  surface. 

Puis  il  trouve  les  invariants  absolus  en  cherchant  l'effet  d'une  transformation 
des  variables  uv  «/2  sur  les  invariants  I.  Ayant  trouvé  les  conditions  pour  la 
congruence  de  deux  surfaces,  il  en  déduit  que  les  seules  surfaces  admettant  un 
groupe  G3  de  mouvements  sont  les  sphères  de  S3. 

Suit  une  généralisation  du  théorème  de  Meusnier,  et  l'élude  de  la  courbure 
des  sections  normales. 

Après  avoir  fait  la  distinction  des  trois  espèces  de  points  :  points  géné- 
riques, planaires  et  axiaux  et  une  classe  spéciale  de  points  planaires  qu'il 
appelle  paraboliques,  il  éludie  les  surfaces  à  points  axiaux  et  celles  à  points 
planaires;  les  premières  sont  des  surfaces  de  S3  ou  des  surfaces  développables  ; 
les  secondes,  à  points  non  paraboliques,  sont  celles  qui  contiennent  un  réseau 
de  Guichard.  A  cette  classe  appartiennent  les  surfaces  de  translation  dont  les 
surfaces  minima  sont  un  cas  particulier. 

Mnlici  (S.).  -    1 .1  i  I     Sui  gruppi  di   rotazioni  [Sur  les  groupes 
de  rotai  ions]  (1-160). 


IIBVUfc    DES    PUBLICATIONS.  71 

II! t d  11 1  xv   .  .  .,  x„  les  coordonnées  dans  S„,  une  rotalion  i  11  lin i tésimale  est  une 
transformation 

Srt  Crt  (  a?,  /?,  —  x,  /?,  )         (  clt  =  —  C,  ), 

où 

àf 

L'auteur  trouve  tous   les  groupes  «ioni    les    transformations  ont  cette  forme, 
c'est-à-dire  tous  le.-,  sous-groupes  du  groupe  Gn  „    , 

i 

x, ph  —  xk Pi        (i,  k  =  1,  . . . ,  n .  :  i  ^  k)\ 

ce  sont  les  groupes  de  rotations. 
Les  groupes  G2  de  rotations  sont  des   groupes  abéliens. 
Un  groupe  Gr  abélien  de  rotations  sur  n  variables,  a  au  plus  le  degré 


en  entendant    par  degré   le    plus   petit   degré  des  rotations  infinitésimales  du 
groupe. 

Etant  Gr  =  (  I!,,  H , -R  )  un   groupe  abélien   de   rotations,  si  l'on  a 

[R1(R,R,)]=ARJr,   . 

k  doit  être  nul  ou  négatif,  k  =  —  p3.  On  dit  que  R2</ par  rapporta  \\lf  appar- 
tient awfacteur  p  (considéré  toujours  comme  étant   positif). 

Dans  un  Gp  non  abélien,  en  considérant  G,=  (R,,  Ra,  .  ..,R,.)   abélien  et  non 
contenu  en  aucun  G1+1  abélien  de  Gp,  on  a 

r  —  t  =  25         (s  entier) 

et  les  autres  2  .s  rotations  génératrices  du   groupe 

R«+i/>       •••>      R«+2./ 

peuvent  se  prendre  de  manière  à  être  irréductibles  et  à  avoir 

(  H,  IW_.)  =  ?*  R*+«/,       (  RiRfH*)  =  ~  P.-«  R«+«-i  / 

(  i  —  t  ,  ..../;  /,  ■  —  1 5  ) . 

Autres  théorèmes  relatifs  à  la. composition  des  groupes  de  rotations. 
Forme  canonique  des  groupes  G3.  Groupes  ne  contenant  pas  Gs  et  G1().  Leur 
forme  normale.  Groupes  ne  contenant  pas  Gg.   Groupes  généraux. 

Picone   (M.).  —   [HS/a]      Su    an    problema  al    contorno   nelle 
equazioni  diflerenziali  lineari  ordinarie  del  seconde  ordine  [Sur 
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un   problème    aux   limites    pour    les    équations   différentielles 
linéaires  ordinaires  du  deuxième  ordre]  (i-o,5). 

Intégration  de  l'équation 

d2y 

(0  77^^AU?)=° 


avec  les  conditions  aux  limites 


dans  les  quatre  cas  suivants  : 

a,  =  i,  *,=  i,  as*.—  o,  &2=o, 

a,=  o,'  6,  ==  o,  rfj=  i,  6,=  i, 

at=i,  6,  =  <>,  as=o,  b„—  i, 

a,  =  o,  6,  =  i ,  <72  =  i ,  èj  =  o. 

Le  premier  a  été  étudié  par  M.  Picard  (  Traité  d'Analyse),  le  second  par 
M.  Mason  (Math.  Ann.,  t.  58). 

Existence  et  propriétés  des  solutions  et  fonction  relative  de  Green  (la  même 
your  les  quatre  cas).  Élude  de  la  distribution  des  zéros  d'une  intégrale  de 
l'équation 

d2  v  .       dy  .     . 

et  de  sa  dérivée.  Étude  de  certaines  fonctions  transcendantes  entières  ayant 
pour  zéros  les  inverses  des  constantes  de  situation  relatives  aux  deux  derniers 
des  quatre  cas  mentionnés. 

Enfin,  intégration  de  (i)  et  de  l'équation 

|£ -h  7  A  (*)=/(>) 

avec  les  conditions  aux  limites  des  deux  derniers  cas,  \(x)  et  f{x)  étant 
finies  et  continues.  Dans  cette  recherche,  l'auteur  applique  les  résultats  de 
Fredholm  sur  les  équations  intégrales  linéaires. 

S.   RlNDI. 
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Denjoy   (A.).    —    Sur   les    produits   canoniques    d'ordre    infini 
(i-i36). 

Ce  Mémoire  reprend  divers  résultai-  obtenus  par  M.  Bord,  suivi  (!'•  M.  Craft. 
ci  par  MM.  Boutroux  et  Lindelôf. 

MM.  Boutroux  et  Lindeldf  nui  résolu  le  problème  suivant  :  Connaissant  le 
module  rn  du  «ième  zéro  an  d'une  fonction  entière,  en  déduire  les  limites  du 
module  maximum  de  reite  fonction,  dans  le  cas  où  la  suite  rn  est  de  genre  fini, 

où  la  série  est  convergente  pour  une  certaine   valeur  entière  de  p. 

1 n 
M.    Denjoy  étudie  le   même   problème  daus  le  cas  où  la  suite  rn  est  d'ordre 
infini  et  où  les  produits 

n  *(£•'-) 

1 

satisfont  aux  conditions  que  voici  : 

Soit  e      '„"''"  '  le  maxii 
on  supposera  que  la  série 


Soit  e      '-•      v  le  maximum  du  module  du  /jième  facteur  sur  le  cercle  \z\  =  r ; 


2*(£*H<" 


est  un     fonction  de  r  telle  qu'il  n  \   ait   pas  possibilité  de  la  rendre  moins  crois- 
sante par  un  autre  choix   de  l'exposant  pni  fonction  de  n. 

Boutroux  (P-).  —  Sur  les  singularités  des  équations  différentielles 
rationnelles  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  (  1 3--199). 

M.  Boutroux  étudie  les  équations 

dy        P ( x  y) 
(1)  _  =  __1_         (P  et  Q  polynômes  en  x,  y) 

et  cherche   à   réduire  les  singularités  de  ces  équations  à   un   petit  nombre  de 
types  dont  l'équation 

,     x  dy  . 

(a)  —  =  polynôme  en  x,  y 

fournit  les  spécimens  les  plus  simples,  d'où  cette  conséquence  que  l'analyse  de 


(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  2e  série,  t.  XLIV,  1920,  2'  Partie,  p.  3o. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XLIV.  (Novembre  1920.)  R. 
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l'éqnalion  (■_>)  conduit  à  une  classification  générale  des  singularités  transcen- 
dantes présentées  par  les  équations  différentielles  du  premier  ordre. 

L'auteur  de  ce  Mémoire  répartit  les  singularités  transcendantes  de  l'équa- 
tion (i)  en  trois  classes  : 

a.  Points  %  qui  sont  pour  des  valeurs  isolées  de  y,  des  racines  du  système 
des  deux  équations  algébriques 

V{x,y)  =  Q(x,  y)  =  o; 

b.  Points  jj  qui  sont,  quel  que  soit  y,  des  pôles  du  premier  ordre  du  coeffi- 

P 

cieut  différentiel  —  ; 

c.  Points  ç  qui  sont,  quel  que  soitjK.  des  pôles  d'ordre  supérieur  à  1  du  coef- 

P 

ficient  différentiel  —  ;  et  il  étudie  successivement  ces  classes. 

Roy  (L..).   —   Recherches   sur  les  propriétés   thermomécaniques 
des  corps  solides  (201-269). 

La  théorie  classique  de  l'élasticité,  telle  qu'elle  a  été  établie  par  JMavier,  étu- 
die les  lois  auxquelles  obéissent  les  déformations  infiniment  petites  des  corps, 
dont  la  température  est  uniforme  et  invariable.  La  théorie  de  Fourier,  qui 
concerne  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les  solides,  suppose  que  la  configu- 
ration de  ces  corps  n'est  pas  modifiée  par  les  variations  successives  de  leur 
température. 

Duhamel  a  demandé  à  ces  deux  théories  qui  ne  présentent  pas  de  pénétration 
réciproque,  celle  des  phénomènes  thermodynamiques. 

Il  a  notamment  appliqué  ses  calculs  à  l'étude  d'une  sphère  qui  n'est  soumise 
à  aucune  force  extérieure  et  qui  se  refroidit. 

M.  Boussinesq  a  récemment  repris  les  travaux  de  Duhamel  dans  sa  Théorie 
analytique  de  la  chaleur,  en  se  bornant,  comme  son  devancier,  aux  corps 
étendus  en  toutes  dimensions. 

M.  Roy  étudie  ici  le  cas  des  plaques  et  des  tiges,  d'abord  celui  des  plaques 
homogènes  et  isotropes,  ensuite  celui  des  tiges  droites;  il  termine  par  la  recherche 
de  la  loi  de  variation  de  la  température  dans  une  tige  primitivement  au  zéro 
thermométrique,  et  mise  en  mouvement  par  des  actions  mécaniques. 

Dupovt  (H)-  —  Sur  l'élimination  des  longitudes  dans  le  problème 
des  trois  corps  (271-342). 

Ce  Mémoire  est  divisé  en  quatre  Parties  : 

I.  Détermination  de  l'orbite  d'une  planète  ou  d'une  comète  au  moyren  d'obser- 
vations voisines  et  surabondantes  ;  en  faisant  quatre  observations,  on  peut 
ramener  le  problème  au  premier  degré  et  déterminer  la  masse  de  la  planète 
inconnue. 

II.  Etude  du  système  Soleil,  Terre,  Lune;  détermination  des  masses  de  ces 
corps  et  des  rapports  de  leurs  distances  au  moyen  d'observations  de  direction. 

III.  Mouvements  du    Soleil   et  de   la  Lune  relativement  à  la  Terre,  selon  la 
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méthode  de  Lagrange.  avec  utilisation  des  intégrales  des  aires  :  ce  dernier  point 
constitue  une  des  parties  originales  de  ce  travail. 

IV.  Détermination,  par  la  méthode  de  Jacohi,  du  mouvement  du  système 
Terre-Lune  relativement  an  Soleil,  puis  du  mouvement  de  la  Lune  relativement 
à  la  Terre. 

Haag  («/.). —  Sur  certains  mouvements   remarquables  et  leurs 
applications  (  343-386  ). 

Soit  un  trièdre  mobile  Oxyz  ou  (T)  dépendant  d'un  paramètre  t  et  admet- 
tant les  rotations  et  translations  composantes  /<,  q,  r,  I,  r.  _'.  Supposons  que 
ces  six  fonctions  de  t  soient  liées  par  6  —  n  relations  linéaires  et  homogènes 
distinctes,  à  coefficients  constants.  Le  mouvement  du  trièdre  (T)  sera  un  mou- 
vement (G„),  au  sens  attribué  à  ce  dernier  symbole  par  M.  Haag. 

Ce  sont  ces  mouvements  G  que  l'auteur  étudie.  Ils  se  relient  de  façon  très 
étroite  aux  courbes  de  Bertrand  et  donnent  lieu  à  des  applications  nombreuses, 
précises  et  intéressantes,  particularité  qu'on  ne  saurait  trop  signaler,  car  elle 
fait  trop  souvent  défaut  dans  de  nombreux  Mémoires. 

Ne  pourrait-on  mettre  ici  en  honneur  un  mot  bien  souvent  prononcé  ces 
années  passées  :  la  nécessité  absolue  du  recoupement  les  unes  par  les  autres 
des  théories  mathématiques7 

Séguier  (M.  de).  —  Sur  la  représentation  linéaire  homogène  des 
groupes  symétrique  et  alterné  (38~-436). 

Un  groupe  G  de  substitutions  linéaires,  à  variables  homogènes  ou  non.  repré- 
sente un  groupe  abstrait  T  quand  G  est  simplement  ou  multiplement  holomorphe 
à  T.  Chaque  substitution  de  G  qui  correspond  à-  une  substitution  i  de  r  est  dite 
représenter  g.  La  représentation,  d'après  M.  de  Sétaiier,  est  propre  ou  impropre, 
selon  que  G  est  simplement  ou  multiplement  holomorphe  à  T;  de  plus,  deux 
représentations  G,  G' de  F  sont  équivalentes  s'il  existe  un  changement  de  variables 
transformant  G  en  G  de  telle  manière  qu'une  substitution  quelconque  5  de  G 
et  sa   transformée  s'  de  G'  représentent  toujours  la  même  substitution   de  F. 

Ces  définitions  montrent  la  nature  du  problème  étudié. 

R.    DE  MONTESSI  S   DE  BàLLORE. 
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Série  Fil,  Tome  XXIII,  1 91 4  (')• 

Rémoundos  (Georges-!.).  —  Sur  les  familles  et  les  séries  de  fonc- 
tions multiformes  dans  un  domaine  (1-2 5  1. 

Extension  à  des  familles  de  fonctions  algébroïdes  dans  un  domaine,  de  résul- 
(')  Voir  Bull,  des  Se.  math..  2'  série,  t.  XLIV.   1920.  2e  Partie,  p.  5g. 


;6  SECONDE   PARTIR. 

tats  déjà  établis  pour  des  familles  de  fonctions  holomorphes  :  il  s'agit  des 
propriétés  relatives  au  module  des  fonctions  d'une  telle  famille,  et  à  la  conver- 
gence des  séries  extraites  de  la  famille,  qui  résultent  de  l'existence  de  valeurs 
exceptionnelles.  L'auteur  avait  consacré  précédemment  à  la  question  un  aulre 
Mémoire  (')  ;  il  s'occupe  ici  du  cas  de  trois  valeurs  exceptionnelles.  Il  présente 
par  exemple  une  généralisation'  du  théorème  de  M.  Montel  :  «  Les  fonctions 
/(s),  holomorphes  dans  un  domaine  D  où  elles  ne  prennent  ni  la  valeur  o  ni 
la  valeur  i,  forment  une  famille  normale  »  ;  il  traite  d'abord  le  cas  où  D  est  un 
cercle  dont  le  centre  est  seul  point  critique  des  fonctions  de  la  famille,  puis  le 
cas  général. 

Théorèmes  concernant  les  singularités  des  fonctions  limites  d'une  série  de 
fonctions  algébroïdes  et  la  convergence  des  séries  dérivées. 

Vâlcovici  (  V.).  —  Einige  Anwendungen  der  Impulssàtze  [Quelques 
applications    des    théorèmes    des    quantités    de     mouvement] 

(2--4o). 

Application  aux  questions  suivantes  :  paradoxe  de  D'Alembert;  calcul  de  la 
pression,  sur  un  obstacle  solide,  d'un  jet  fluide  qui  vient  s'y  briser,  soit  quand  le 
mouvement  du  fluide  a  lieu  dans  un  canal  indéfini  des  deux  côtés  (Prandt), 
soit  dans  le  cas  d'un  jet  sortant  d'une  buse. 

Étudiant  enfin  le  cas  (mouvement  plan)  d'un  courant  fluide  autour  d'un 
solide,  le  courant  étant  caractérisé  par  une  vitesse  à  l'infini  variant  linéaire- 
ment 

et  par 

dv        du  __ 
àx       dy 

il  montre  que  l'action  sur  le  solide,  parallèlement  au-courant,  est  nulle  (  con- 
trairement à  un  résultat  de  v.  Sanden);  on  voit  que  celte  dernière  question  se 
rattache  à  l'étude  du  vol  dans  un  vent  irrégulier. 

Scarpis  \U.).  —  Intorno  all'interpretaziône  délia  teoria  di  Galois 
in  un  campo  di  razionalità  'finito  [Sur  l'interprétation  de  la 
théorie  de  Galois  dans  un  champ  de  rationalité  fini]   (4i-6o). 

L'auteur  s'occupe  de  l'application  de  la  théorie  de  Galois  à  des  équations 
dont  les  coefficients  et  les  racines  appartiennent  à  un  champ  formé  d'un  nombre 
fini  d'éléments. 

Etant  donnée  une  équation  de  degré  v  dont  les  coefficients  appartiennent  à 
un  champ  de  G.ilois  [/>"]  (2),  irréductible  dans  ce  champ,  ses  racines  appar- 
tiennent au  champ  plus  élendu  [/>"""]  si  v  divise  m.  L'équation  admet  alors  un 
groupe  de  Galois  transitif;  1rs  propositions  qui  constituent  la  base  de  la  théorie 
de  Galois  subsistent  (l'auteur  suppose  ici  mlp').  Résolution  et  discussion  du 
problème  de  la  détermination  des  racines  par  des  radicaux. 

(')  Acta  mathematica,  t.  \\\\ll. 

I  I  V.  Du  ksoN,  Linear  groupa  with  an  exposition  0/  the  Galois  Jield 
theory  (Teubner). 
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Tonetli  (Leonida).  — ■  Sulla  stabilità  dell'equilibrio  di  una  cerla 
massa  liquida  sottomessa  aile  sole  forze  molecolari  [Sur  la  sta- 
bilité de  l'équilibre  d'une  masse  liquide  soumise  aux  seules 
forces  moléculaires]  (61-106). 

On  sait  que  l'on  obtient  expérimentalement  un  tel  liquide  en  introduisant  de 
l'huile  dans  un  mélange,  ayant  même  densité,  d'eau  et  d'alcool.  Si  l'huile 
s'appuie  à  deux  disques  circulaires  fixes,  on  peut  obtenir  qu'elle  se  dispose 
suivant  un  cylindre  ayant  pour  bases  les  disques,  pourvu  que  l'on  ait,  entre  le 
rayon  des  disques  et  leur  distance,  l'inégalité 

/Ka-R. 

C'est  donc  la  condition  pour  que  le  cylindre  donne  une  forme  d'équilibre  stable. 
L'auteur   fait    l'étude   théorique  de   la  question,  montrant,  en    toute  rigueur, 
que  sous  la  condition  indiquée  le  cylindre  réalise  le  minimum  du  potentiel 

\y  =  m  s  —  «S, 

S  étant  la  surface  de  séparation  huile-eau,  S  la  surface  de  contact  huile-disques. 
Il  reprend  ainsi  le  travail  de  M.  Almansi  (Annali,  1906)  en  le  complétant  (le 
minimum  est  fort).  Signalons  aussi  l'étude  des  cas  limites  (m  =  «,  »  =  o) 
pour  les  valeurs  des  coefficients. 

Bàckliind   (Â.-V),  —   Ueber   eine   Transformation    von    Luigi 
Bianclii  [Sur  une  transformation  de  L.  Bianchi]  (107-134). 

Il  s'agit  des  méthodes  que  Bianchi  a  utilisées  dans  ses  études  sur  les  trans- 
formations des  surfaces  applicables  sur  les  quadriques.  Apres  avoir  établi  les 
relations  entre  l  et  m  pour  que  les  formules 

,  dx  dx 

x  =  x  -+-  /, 1-  m  -— , 

'On  &/ 

fassent  passer  d'une  surface  S(x,y,  z)  à  une  surface  S'  seconde  nappe  d'une 
congruence  W,  l'auteur  forme  les  conditions  pour  que,  S  roulant  sur  une  surface 
applicable  £  en  entraînant  avec  elle  ce  '  surfaces  S',  les  00 3  éléments  plans  que 
Ton  peut  alors  associer  à  2,  appartiennent  à  une  famille  de  surfaces  S'.  Dans 
le  cas  où  S  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  où  les  S'  sont  dégénérées  en 
courbes  (droites),  il  retrouve  ainsi,  à  l'exclusion  de  toutes  autres,  les  transfor- 
mations de  Bianchi  (les  S'  constituant  un  système  de  génératrices  d'un  hyper- 
boloïde homofocal). 

Bianchi  (Luigi).  —  Ricerche  sui  sistemi  tripli  conjugati  con  una 
famiglia  di  superficie  applicabili  sopra  quadriche  [Recherches 
sur  les  systèmes  triples  conjugués  avec  une  famille  de  surfaces 
applicables  sur  des  quadriques]  (i35-2i4)- 

Les  systèmes  dont  M.  Bianchi  aborde  ici  l'étude  généralisent,  dans  la  théorie 

R.7. 
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des  surfaces  applicables  sur  les  quadriques,  les  systèmes  triples  orthogonaux 
ayant  une  famille  de  surfaces  à  courbure  constante.  Ils  seront  définis  par  les 
conditions  suivantes  : 

a.  Les  surfaces  de  la  série  <v  =  const.  sont  applicables  sur  des  quadriques; 

b.  Le  système  conjugué  («,  v)  intercepté  sur  l'une  quelconque  des  surfaces  »> 
par  les  surfaces  des  deux  autres  séries  est  le  système  conjugué  permanent; 

c.  Les  lignes  w  tracent,  sur  les  surfaces  w  =  const.,  une  correspondance  qui 
conserve  les  systèmes  conjugués. 

On  voit  que  la  généralisation  s'obtient  en  envisageant,  non  plus  des  systèmes 
orthogonaux,  mais  des  systèmes  conjugués;  ceci  se  rattache  au  fait  que,  sur  les 
déformées  des  quadriques  générales,  le  système  conjugué  permanent  n'est  plus 
orthogonal,  mais  oblique. 

Dans  ce  premier  Mémoire,  l'auteur  construit  et  étudie  de  tels  systèmes  pour  : 
les  déformées  des  quadriques  de  révolution,  celles  des  paraboloïdes,  celles  des 
quadriques  (imaginaires)  à  centre,  tangentes  à  l'absolu.  Les  systèmes  envisagés 
sont  déduits,  soit  en  termes  finis,  soit  par  intégration  d'équations  différentielles, 
de  formules  déjà  établies  pour  les  familles  de  Lamé  à  courbure  constante. 

Comessati    (Annibale).    —   Sulla    connessione    délie    superficie 
razionali  reali  [Sur  la  connexion  des  surfaces  rationnelles  réelles] 

(2i5-284)- 

Les  recherches  de  l'auteur  reposent  sur  la  possibilité  d'associer  à  toute  surface 
rationnelle  réelle  F  une  transformée  réelle*  dont  on  sache  déterminerdirectement 
la  connexion;  pour  la  recherche  du  caractère  bilatère  ou  unilatère  de  F.  il  est 
utile  d'assurer  que  la  transformation  birationnelle  entre  F  et  *  soit  privée  de 
points  fondamentaux  sur  F;  on  pai-se  (Klein)  de  la  connexion  de  <î>  à  celle 
de  F. 

Parmi  les  résultats,  nous  citerons,  par  exemple,  le  suivant  :  toutes  les  F  à  une 
nappe  sont  unilatères,  exception  faite  pour  celles  qui  équivalent  à  une  sphère 
ou  à  un  tore;  signalons  aussi  la  relation 

Z  +  I  =  a(p-i) 

entre  l'ordre  de   connexion  Z,  l'invariant*  I  de  Zeullien-Segre  et  p,  nombre  base 
réel. 

Cisolli  (£/•).  —  Vene  confluenli  [Veines  confluentes]  (285-34o). 

La  rencontre  dé  deux  veines  liquides  donne  naissance  à  deux  nouveaux  jets 
qui,  si  par  exemple  les  veines  confluentes  G  et  G'  sont  égales  et  concourantes, 
auront  pour  axe  commun  la  bissectrice  des  axes  de  G  et  G'.  Tel  est  le  problème 
qu'étudie  ici  M.  Cisotti,  G  et  G'  étant  quelconques,  en  admettant  le  mouvement 
plan  et  le  régime  permanent  réalisé. 

Il  en  obtient  la  solution  complète  en  utilisant  une  variable  auxiliaire  Ç  telle 
que  le  champ  du  mouvement  corresponde,  dans  le  plan  complexe  £  au  cercle 
■de  rayon  i.  Il  constaterions  que 

%  ==  w,  ==  u  —  iv, 
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(/  et  v  étant  les  composantes  de  la  vitesse;  l'intégrale  générale  du  mouvement 
est 

Les  constantes  q  et  y,  dont  dépendent  respectivement  les  débits  des  jets  et  leurs 
directions,  sont  liées  par  trois  relations,  de  sorte  qu'il  reste  une  arbitraire. 

L'auteur  étudie  aussi  le  cas  de  n  jets  ('(influents,  avec  un  seul  point  à  vitesse 
nulle  (sparliacque)  ;  il  importe  de  signaler  ici  les  modifications  apportées  aux 
formules  relatives  à  ce  cas  par  M.  Boggio  (Atti  di  Torino,  1915). 

Joseph  Pf.hès. 
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Tome  L,   igi  j  -  igi  j  (  »  ). 

D'Ovidio  (E.).   —   [N  9]      Placido  Tardj;  Notice  nécrologique 

(4-'>). 

Avec  la  liste  des  publications. 

Cherubino  (S.).  —  [M,  \d\  Sulle  curve  iperellittiche  con  tras- 
formazioni  birazionali  di  2a  specie  in  se  [Sur  les  courbes  hyper- 
elliptiques  admettant  des  l  ransformalions  birationnelles  de 
seconde  espèce  en  elles-mêmes]  i  3q-55). 

Une  transformation  de  seconde  espèce,  pour  la  courbe /(«',  z  )  =  o.  est 

5'=?i(«',  zY         w'=r;{w,z), 

-    w,z  étant  les  conjuguées  de  «>,  z. 

Ce  travail  vient  compléter  celui  que  l'auteur  a  publié  dans  le  Tome  XLIX 
de  ces  Atti,  p.  -oô.  Il  trouve  tous  les  groupes  de  seconde  espèce  de  substitu- 
tions linéaires. 

Scribantî {A.).  —  [T2  6]  Le  azioni  taglianti  e  flettenti  nelle 
nave  sull'onda  [Les  actions  de  tranche  et  de  flexion  dans  le 
navire  sur  l'onde]  (5(3-8o). 

Sannia  (G-).  —  [D  2]  Sul  metodo  di  sommazione  di  Cesàro 
[Sur  la  méthode  de  sommation  de  Cesàro  (i 33- 1 48). 

Voir,  comme  première  origine  de  ces  considérations  sur  les  séries  indéler- 
(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  2*  série,  t.  XXXIX,  1910,  2"  Partie,  p.  71. 
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minées,  la  Note  de  Cesàro  :  Sur  la  multiplication  des  séries  (Ce  Bulletin, 
"  t.XIV,  1890,  p.  1 1 4 ;  puis  :  Chapman  (Proceedings  0/ the  London  Math.  Soc, 
i'  série,  t.  IX.)  et  Bromwich  (An  Introduction  to  the  theory  0/  in/inite  séries 
London,  1908)  qui  ont  donné  des  extensions  de  la  théorie.  L'auteur  ajoute  des 
résultats  nouveaux. 

Toscano  (S .-A .  ).  —  [M,  <S]  Sopra  un  inviluppo  di  cireonferenze 
[Sur  une  enveloppe  de  circonférences]  (1 49-1 63). 

Vacca  (G.).  — [-^2]  H  primo  logaritmo  neperiano  calcolato  prima 
di  Nepero  [  Le  premier  logarithme  népérien  calculé  avant  Napier] 
(289-292). 

Se  rapporte  à  une  observation  de  Luca  Paciolo  dans  la  Summa  de  Arithme- 
tica  Geometria,  etc.  (Venise,  i4°4)- 

Fubini  (G.).  — -  [D  1]  Esiste  un  corpo  pesante  a  densità  sempre 
jiulla?  [Existe-t-il  un. corps  pesant   à  densité  toujours  nulle?] 

(293-296). 

Soit  t  l'aire  d'une  portion  quelconque  d'une  surface  plane,  et/(-r)  une  fonc- 
tion de  cette  aire.  Une  telle  fonction  s'appelle  additive  si,  étant  t  =  t,-(-t3, 
on  a/(T)  =/(T1)-t-/(T2). 

On  définit  aisément  l;i  dérivée  de  /(t)  en  un  point  (x,  y)  du  champ  consi- 
déré. Cela  posé,  la  question  contenue  dans  le  titre  est  équivalente  à  celle-ci  (pour 
le  cas  des  surfaces)  : 

De  l'hypothèse  /'  {x,  y  )  =  o,  en  tout  point  du  champ,  s'ensuit-il  que/(t)  =  o? 

L'auteur  trouve  une  classe  de  fonctions  additives  pour  lesquelles  on  peut 
démontrer  le  théorème  de  la  moyenne  et  celui  de  Holle. 

Voir  une  autre  Note  de  lauteur  dans  les  Rendiconti  dei  Lincei,  Vol.  XMX, 
1910,  1"  semestre,  p.  69,  et  une  de  M.  Vitali  dans  ces  Atli,  t.  LI,  1915-16,  p.  118. 

Perucca  {E.).  —  [T3c]  Sull'azione  magnetica  délia  luce  [Sur 
l'action  magnétique  de  la  lumière]  (336-353). 

Albenga  (G.).  —  [T^/j]  Sul  teorema  di  reciprocità  di  Land 
[Sur  le  théorème  de  réciprocité  de  Land]  (419-422). 

Bonfen  oni  (C).  —  [L2  18,  19]  Sui  sistemi  lineari  di  quadriche 
la  cui  Jacobiana  ha  dimensione  irregolare  [Sur  les  systèmes 
linéaires  de  quadriques  dont  la  Jacobienne  a  une  dimension  irré- 
gulière ]  ( 423-438). 


REVUH    DBS    PUBLICATIONS.  81 

Çbmmessattï  {A.).  —  Sulle  trasformazioni  hermitiane  délie  variété 
di  Jacobi  [  Sur  les  transformations  hermitiennes  des  variétés  de 
Jacobi  |  '  !■)<)-  J55  i. 

Toute  transformation  herrnitienne  d'une  surface  de  Jacobi  correspond  à  une 
transformation  en  elle-même  de  la  courbe  C,  de  genre  >.,  associée  à  la  surface. 
L'aiiieut'  étend  rein-  propriété  aux  variétés  de  lacobi  V  ,  dont  les" points  cor- 
respondent birationnellement  aux  séries  g  d'une  courbe  de  genrejo.  Il  donne 
aussi  une  démonstration  du  théorème  de  M.  Torelli  sur  l'identité  (à  moins 
d'une  transformation  birâtionnelle J  île  deux  courbes  possédant  deux  systèmes 
d'intégrales  normales  de  première  espèce  avec  les  même»  périodes  normales. 

M  Severi  ajoute  à  cette  Note  des  observations  en  démontrant  que  :  ayant 
donné  la  variété  de  Jacobi  relative  à  une  courbe  ne  possédant  pas  de  corres- 
pondances symétriques1  régulières,  la  courbç  est  déterminée  à  moin.»  rie  trans- 
formai ions  birationnelles. 

Jadanza  i_\.i. —  |\  lil|  Giuseppe  Lorenzoni.  Commémoration 
i  {61-478). 

\\ii   la  liste  des  107  travaux  de  l'astronome  LoFenzoni. 

Jadanza  <.\.i.  —  l^-l  Sul  calcoto  aumeried  dei  logaritmi 
neperiani   di   a  e  5  [Sur  le  calcul  numérique1  des  logarithmes 

népériens  de  2  et  de  5]  |  [78-  [80). 

Peano  (G.  >.  —  [C2/1  Resto  nella  formula  di  quadratura  Cava- 
lieri-Simpson  [Le  reste  dans  la  formule  de  quadrature  de 
Cavalieri-Simpson]  1  [81-480). 

Laura  \  E.  i.      -  [S2'<?]     Sopra  il  problema  délia  propagazione  di 
moto  all'esterno  <li  nna  sfera  tn  un  mezzo  elastico  isôtropo  inde- 
finito  [Sur  li'  problème  de  la  propagation  du  mouvement  à  l'ex- 
térieur d'une  sphère  dans  un  milieu  élastique  isotrope  indéfini] 
i87-5t4);  Note  ae  C749~778 

Colonnelti  1  G.  I.  -  |T!2^]  Sul sêcondo principio  di  reciprocità 
[Sur  lt-  second  principe  de  réciprocité]  (622-620  ). 

Ilicci  (  C.-L,  >.  —  [T  2#e]  Le  deformazioni  délie  molle  ad  elica 
[Les  déformations  des  ressorts  à  hélice]  (626-644)- 

Bottasso  \  M.  1.  —  [H  10 cH      Sopra  un  nuovo  problema  dei  valori 
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al    contorno    per  un    cerchio    [Sur   un  nouveau    problème   des 
valeurs  au  contour  pour  un  cercle]  (645-668). 

Déterminer  /(ce.  y)  harmonique  et  régulière  dans  un  cercle  T  ayant  l'origine 
pour  centre,  et  sati>faisant  sur  la  circonférence  à  la  condition 

d"1  f  rp  f  d-  f 

A^-4  -t-  i*xy  -f-  T-^—  +  Cr'x4  =  F(x,y), 
dx-  J        dxûy  dy*  K      y 

A,  B,  C  étant  des  constantes  données  et  F  une  fonction  donnée. 

BuraH-Forti  (C.).—  [B  12]  Nuove  applicazioni  degli  operatori 
[Nouvelles  applications  des  opérateurs]  (669-684). 

L'auteur  définit  comme  classes  d'opérateurs  les  formations  géométriques  (de 
Gra-smann-Peano),  les  vecteu-s,  les  longueurs,  les  aires,  les  directions,  les 
angles. 

Rosati  (C).  —  [M,  4]  Sugli  integrali  abeliani  riducibili  [Sur 
les  intégrales  abéliennes  x^éductibles]  (685-694). 

Démonstration  géométrique  du  théorème  de  Poincaré  :  Si  sur  une  courbe  de 
genre  p  il  y  a  un  système  qcî-1  (q  </»)  d'intégrales  réductibles  avec  2p  périodes 
réduites,  il  y  en  a  un  autre,  indépendant  du  premier,  ocP- 1— !  avec  2  (p  —  q) 
périodes  réduites. 

Castellano  (F.). —  [B  12]  Inumeri  complessi  considerati  corne 
operatori  sui  vettori  del  piano  [Les  nombres  complexes  consi- 
dérés comme  opérateurs  sur  les  vecteurs  du  plan]  (727-786). 

D'Ovidio  {E.).  —  [V9]  Per  Emanuele  Fergola  [Notice  nécro- 
logique sur  E.  Fergola]  (801-802). 

Bottasso  (M.). —  [H  10  c/]  Sullequilibrio  délie  piastre  elastiche 
piane  appoggïate  lungo  il  contorno  [Sur  l'équilibre  des  plaques 
élastiques  planes  appuyées  au  contour]  (823-838). 

Albenga  (G.). —  [R7/]  Sul  profîlo  teorico  délie  funicolari 
[Sur  le  profil  théorique  des  chemins  de  fer  funiculaires]  (919- 

9**). 

Tiuiliirri  (  A  .).  —  [11]  Pro'dotto  di  due  numeri  approssimati. 
Errore  relativo  o  errore  assoluto?  [Produit  de  deux  nombres 
approchés.  Erreur  relative  ou  erreur  absolue?]  (924-942). 
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Andreoli  (G.).  —  [H  il  réf.  T2]  Su  un  problema  di  meccanica 
creditaria  [Sur  un  problème  de  mécanique  héréditaire]  (io36- 
io5>  ». 

Problème  des  oscillations  amoîadries  dans  l'hypothèse  qu'au  lieu  d'une  résis- 
tance due  à  la  vitesse,  il  y  ait  une  résistance  due  à  des  forces  héréditaires. 

Fano  (G.).  —  [Mo  8  réf.  Q2]  Osservazioni  sopra  alcune  varietà 
non  razionali  avenli  tulli  i  gène  ri  nulli  [Observations  sur  cer- 
taines  variétés   non    rationnelles    ayant   tous  les    genres    nuis] 

Jadanza  (E .).  — -  [V9]  Commemorazione  <l  'Emanuele  Fergola 
[Commémoration  de  E.  Fergola]  (i 079-1 09  \  1. 

Avec  portrait  et  liste  des  publications. 

Boggio  (T.).  —  [S  2d]  Sul  problema  délie  vene  confluenti 
[Sur  le  problème  des  veines  confluentes]  (1  100-1  119). 

Peano  (G.  \.  —  [12 h]  Le  grandezze  coesistenti  di  Cauchv  [Les 
grandeurs  coexistantes  de  Cauchy]  (1  1  i<i-i  r55). 

Les  grandeurs  coexistantes  de  Cauchy  ne  sont  autre  chose  que  les  fonctions 
distributives  d'un  même  champ. 

S.   RlNDI. 


JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES  PURES  ET  APPLIQUEES. 
6e  série,  Tome  VII,  191 1  (*). 

Duhem  (P.).  —   Sur  les  petites  oscillations  d'un  corps  flottant 
(1-85). 

Le  problème  de  la  stabilité  de  l'équilibre  des  corps  llottants  a  été  abordé  par 
Lagrange  et  Lejeune-Dirichlet  en  recherchant  les  circonstances  où  le  potentiel 
du  système  est  minimum,  et  ce  point  de  vue  a  été  adopté  dans  la  suite  par 
Bravais  et  M.  Guyon. 

Un  autre  procédé,  celui  des  petits  mouvements,   consiste  à  supposer  que   le 

(')  Voir  Bull,  des  Se.  math.,  1'  série,  t.  XLIV,  1920,  2*  Partie,  p.  -3. 
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flotteur  et  le  liquide  «ont  animés  d'un  petit  mouvement  pendulaire  et  à  expri- 
mer que  la  pé'iode  de  ce  mouvement  est  nécessairement  réelle. 

Ces  le  p  dut  de  vue  auquel  se  place  Clebsch,  en  signalant  une  supposition 
tout  à  fait  inexacte  faite  par  Poisson  et  Duhamel  ;  cela  le  conduit  à  des  équa- 
tion- irès  eompliqu'es  et  à  une  condition  qui  ne  concorde  pas  avec  celles  qu'on 
déduit  de  la  méiliode  de  Lagrange  et  de  Lejeune-Dirichlet,  et  l'amène  à 
conclure  'iue  cetie  dernière,  appelée  règle  du  méta>enire,  est  inexacte. 

Le  gr.md  physicien  français  Duhemj  reprenant  toute  cette  belle  théorie, 
montre  que  les  ob|ections  de  principe  que  Clebsch  a  élevées  contre  la  théorie 
des  os  illations  des  corps  Huilants  de  Poisson  et  Duhamel  sont  justifiées  (on  ne 
peut  admettre  que  les  forces  d'inertie  appliquées  aux  divers  éléments  du 
fluide  en  vertu  du  mouvement  de  ce  dernier  sont  négligeables),  mais  que  les 
co  séquences  auxquelles  elle  conduit  ne  sont  pas  toutes  à  rejeter  et  que  les 
condition-  de  stabilité  lormuléi-s  sont  exactes. 


Api>eli  {P-)-  —   Sur  le  mouvement  dune  bille  de  billard  avec 
frottement  ( 86-97). 

Le  problème  n'offre  pas  de  difficultés  de  principe  particulières,  mais  l'examen 
des  circonstances  en  jeu  demandait  une  perspicacité  toute  spéciale. 

Il  est  de  ceux,  si  peu  nombreux,  que  la  mécanique  classique  permet  d'étudier 
à  fond,  en  même  temps  que  l'expérience  fait  prévoir  les  résultats  de  l'analyse. 

Study  {E .).  —  Sur  les  équations  du  mouvement  d'un  corps  solide 

(97-112). 

L'auteur  défin-it  la  position  d'un  solide  par  un  système  de  huit  coordonnées 
homogènes  que  lie  une  relation  quadratique.  Il  introduit  ainsi  des  paramètres 
(a,  (3)  qui,  mieux  que  les  formules  classiques,  mettent  en  lumière  les  rapports 
de  la  mécanique  du  corps  solide  dans  l'espace  euclidien  avec  les'  propositions 
corre-pondantes  de  la  mécanique  non  euclidienne. 

Séguier  (J.  de).  —  Sur  la  représentation  linéaire  homogène  des 
groupes  symétrique  et  alterné  (n3-i22). 

Celle  Note  complète  et  mel  au  point  un  Mémoire  paru  antérieurement  dans 
le  même  recueil  (1910)  ('). 

Gau  {E.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  par  la  méthode  de  M.  Darboux  (i23-24o). 

La  méthode  par  laquelle  M.  Darboux  intègre  ces  équations  repose  sur  le 
principe  suivant .  Si 

U  (x,  \  ,  z.  p,  (/,  . . .)  =  const.,         V  (x.y,  z,p,  q,  . . .)  =  const. 


('  )  Voir  Bull,  des  Se.  math-,  t.  XLIII,  1919,  ?'  Partie,  p.  3o. 
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sont  deux  combinaisons  intégrables  distinctes  de  l'un  des  systèmes  de  caracté- 
ristiques de  l'équation  proposée,  c'est-à-dire  si  U,  V  sont  deux  invariants 
distincts  pour  ce  système  de  caractéristiques,  l'équation  U  =/(\),  où  /  est 
une  fonction  arbitraire,  admet  avec  la  proposée  une  intégrale  commune  dépen- 
dant d'une  fonction  arbitraire.  La  méthode  consiste  essentiellement  à  chercher 
des  invariants  pour  les  caractéristiques  d'ordres  croissants  i,  2,  ....  n,  ...  ; 
malheureusement,  elle  conduit,  en  général,  à  une  infinité  d'opérations. 

M.  Gau  donne  tout  d'abord  un  nouveau  moyen  de  former  des  invariants, 
pour  les  équations  du  second  ordre  ;  il  étudie  ensuite  les  équations  du  type 

s  =  f(x.y,  z,p,q), 
puis  celles-ci  : 

s  =  a(x,  v,  z)p  ■+■  b{x,  Y,  Z)  q  ■+■  Cl  /  .   1 

s  =  a  (  x,  y,  z  )  pq . 

Des  applications  particulières  rehaussent  l'exposé  de  l'auteur. 

Annycke  1  Th.).  —  Contribution  à  l'étude  thermomécanique  des 
tiges  él  «les  plaques  1  2  \2-  i  1  - 

Ce  travail  est  une  généralisation  de  problèmes  étudies  depuis  longtemps  dans 
leurs  grandes  lignes  et,  plus  tard,  par  M.  Boussinesq;  c'est  aussi  le  prolonge- 
ment d'un  Mémoire  de  M.  Hoy. 

L'étude  de  l'élasticité  à  température  constante,  l'étude  de  la  propagation  de 
la  chaleur  dans  un  milieu  soumis  à  des  déformations  ont  l'ait  dès  le  début 
du  kix'  siècle  l'objet  de  travaux  restés  classiques. 

L'auteur  traite  des  tiges  de  contexture  symétrique  par  rapport  aux  sections 
normales,  mais  Hétérogènes  par  ailleurs,  puis  des  plaques  élastiques  planes 
hétérogènes  admettant  à  toutes  températures  un  état  naturel  des  tronçons. 

Des  applications  à  quelques  cas  simples  sont  données. 

Boussinesq  (J.).  —  Contribution  à  l'optique  cristalline  1  U--34g)- 

M.  Boussinesq  donne  d'abord  une  construction  nouvelle  de  la  direction  des 
vibrations,  de  celle  du  rayon  lumineux  et  de  la  vitesse  de  ce  rayon,  pour  chacun 
des  deux  systèmes  d'ondes  planes  de  direction  donnée,  propagés  dans  un  cristal 
transparent. 

Il  étudie  ensuite  les  équations  fondamentales  relatives  à  l'absorption  par  un 
cristal  translucide,  c'est-à-dire  un  cristal  se  comportant  sensiblement  comme 
un  milieu  transparent  dans  des  étendues  de  dimensions  comparables  aux  lon- 
gueurs d'ondulation,  mais  qui,  cependant,  après  des  parcours  de  quelques 
milliers  d'ondes,  aura  produit  une  assez  notable  réduction  de  l'amplitude  des 
mouvements. 

Des  réflexions  sur  la  grandeur  relative  des  longueurs  d'onde  que  supposent 
les  équations  des  mouvements  de  l'éther  terminent  ce  Mémoire,  qui  est  une 
suite  aux  principes  exposés  dans  le  Cours  de  physique  mathématique  de 
l'auteur. 

Nous  pouvons  annoncer  que  le  troisième  volume  de  ce  beau  Traité  paraîtra 
sous  peu  et  que  de  nombreuses  théories,    ébauchées   plus   ou    moins  jusqu'ici, 
y  sont  mises  au  point. 
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Kœnigs  (G.).  —  Sur  les  mouvements  de  Ribaucour  décomposables 
(34Q-352). 

Note  concise  sur  une  propriété  des  surfaces  quadriques  déformées  dans  le  cas 
où  un  système  binaire  à  deux  paramètres,  c'est-à-dire  un  système  de  deux 
corps  liés  dans  leurs  positions  relatives  par  quatre  relations,  est  décomposable. 

Villal  {H.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  solide  donné  dans  un  fluide 
limité  par  une  paroi  fixe  (353-4oo,). 

L'auteur  a  rencontré  dans  une  précédente  étude  une  fonction  Çl\  de  forme 
assez  compliquée  qu'il  étudie  par  divers  procédés  algébriques  et  qu'il  ramène 
à  la  forme  plus  simple 


)^'0gë ILlL  +  4«r,q,s0  ,og?    , 


Il  en  conclut  que  la  fonction  Q.  est  continue  et  que  cette  fonction  est  l'inté- 
grale générale  du  problème  du  mouvement  d'un  solide  dans  un  fluide  limité 
par  une  paroi  fixe. 

Ces  théories  ne  restent  pas  dans  le  vague  des  généralités  dont  on  abuse  trop 
souvent:  elles  sont  susceptibles  d'applications  précises. 

Jordan  (C).  —   Sur  le  nombre  des  solutions  de  la  congruence 

|a/*|  =  AmodM  (409-417). 

Soient  A,  M  deux  entiers  quelconques;  soit  \alk |  un  déterminant  à  n  colonnes, 
dont  les  n2  éléments  aik  soient  des  entiers  modM. 

Le  problème  posé  est  de  calculer  le  nombre  dZ>  (n,  A,  M)  des  solutions  de  la 
congrueuce 

|  aik  |  =  A  mod  M , 

et  on  le  ramène  aisément  au  cas  où  JG  (  n,  A,  M  )  est  une  puissance  d'un  nombre 
premier,  et  ensuite  au  calcul  d'expressions  semblables,  mais  plus  simples. 

R.   DE  MoiVTESSUS  DE  BALLORE. 
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